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Въ настоящей статейк® я желаю отмФтить. что диффе- 
рентальное линейное уравнение: 


а [1 фи С) 
Фиат". ° В” | и 
‚ въ которомъ: 
$1.59... а . О; 


суть функши отъ сх, связано съ группой подобныхъ ему диф- 
ференщанальныхъ уравнен!Й вида: 


[1] [1 А 
еее" -› Фата > Фь- = —1)%..... (2) 


‚ гдз К поочереди равно 1:2,.....0; ибо если возьмемъ функции: 


удовлетворяюцщия уравненшю (1), а потомъ еше функщи: 


МЕ и, 

У ыы 
о (3) 
т 5 


(*) Это уравнен1е слВдуетъ понимать такъ: производную отъ и умно- 
жаемъ на $,. потомъ образуемъ производную отъ этого произведенйя, умно- 
жаемъ нз р, ит. д. 


Т. ХШ. Запис, Мат. Отд. т. 
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1—1) 
( й] ар Е 
| р" Фь ах 
—2 
(п—1) Ч Е 
[мы —Ф,_1ах 


и 1» 

(1) (1) 
очень + (, 
К - Е с 
№ ее А 


& потомъ ето подопредзлители. принадлежание къ элементамъ 
К той строки и т той колоны: 


и. м Ч и, 

М... = (&—2) (&#—2) (#—2) (&—2) 
к, @ : 
| ох р ры ...е .. И 


(&) (&) 


(%) 
М1 боев 5 [4—1 Ины ор ье о № 


и (п—1) ("1 (®—1) 
| Ш Ре ее Ма 
то подопредзлители: 
М, : 


удовлетворяютъ уровненямъ выда (2), именно подопредлитель 
принадлежаний къ К той строкз удовлетворяетъь уравнен!ю. въ 
которомъ коэффицентъ: х; стоить на крайнемъ м%етВ съ лЪ- 


вой стороны. 
Доказательство сказаннаго основывается на слфдующихъ 


двухъ равенствахъ: 


а | з 
М, . — Ф-(Мыа„) (6) 
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‚ когда: К—1№ 2.1... (-). во 
4 | 
М —(—1)",--(М,,;) (1) 


Эти равенства доказываются очень просто. Если дЪЙетви- 
тельно продифференцируемъ опредЪлитель: №М,,.; то получимъ 
„_1 ОПредилителей сходныхъ съ даннымъ опредзлителемъ. Юдин- 
ственное различе состоитъ въ томъ. что въ первомъ изъ опре- 
дЪлителей, составляющихъ производную, вмЪсто строки: 


|| Е Ил... 


‚ будетъ строка: 


п 





фи Фи, и и 


4х ““`‘’'‘ах а ах 
‚ во второмъ вмЪсто строки: 
(1) Е сх а) 
в Ма Иа че... и, 


‚ будетъ етрока: 
ны 0. а) а) 
ыыы фы 
ОО: Чех ах 








итд 


Если возьмемъ во вниман!е уравнен!я: (3) то на основа- 
ни извъетной теоремы. что опредФлитель, въ которомъ веЪ 
элементы одной строки равны соотвЪтственнымъ элементамъ дру- 
той строки. умноженнымъ на одинъ и тотъ-же множитель. рав- 
няется нулю; окажется. что вс эти опредЗлители равны нулю. 
кромз одного. именно кромВ того. въ которомъ строка: 

(#—1) (&—1) (—0 (Е—1) 
№ с В о 
заифнена строкой: *) 


*) Обращаю вниман!е читателя на то, что здвсь разематривается про» 
извводная опредЪлителя Ли, 
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(&—1) (—1) (&—1) (&—1) 
ар а Фра Ч 
4х а 4х кет 





Если наконецъ въ этомъ послЪднемъ опредзлителВ. сдЪ- 
лаемъ общ множитель: х, множителемъ элементовъ именно 


этой строки: 
(и—1) @&—1) 0 @—1) 

ар ар Че ар, 

ОИ 0 4% гаи. 
‚ то окажется, что этотъ единственный, оставивиИЙся опред®ли- 
тель есть ничто иное. какъ: 

М, 
Такииъ образомъ равенство: (6) обращается въ тождество. 

Что касается равенства: (17), то при исполнеши дифференщащи 
надъ опредФлителемъ: М, ; вс опредЪлители. составляющуе 
производную оказываются равны нулю, кромЪ однаго, въ кото- 


ромъ поелздняя строка опредЪлителя: Л/,; или строка: 
(п—1) (п—1) (®—1) ("—0 
, к. ОР В а 
замфняется строкой: 


(п—1) (п—1) (п—1) (п—1) 
ре на Пра уно 
Е Е ах ИИ 


Но на основами уравнеюй: (3) и уравнемй: (1): 


("—1) 


Ч, 
т — и; 


‚ & потому, если перенесемъ эту послЗднюю строку на пер- 
вое мЪфсто, то окажется, что равенство: (7) есть тождество. — 
ДЪйствительно. при передвижении любой строки на одно мЪсто 
опредилитель мЪфнлетъ свой знакъ. Здесь мы должны совершить 


— 
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®—2 такихъ передвижений съ послЪдней строкой, елЪдова- 
тельно мы должны ввести множитель: (—1)"—?, или, что все 
равно: (—1)" 

Если теперъ въ равенство: 


а 
М, : (Мы) 
Подставимъ: 1/.:.,; изъ подобваго ему равенства: 
ы Ч 
М, ыы Мы, :) 


ит. д. а М, ,; ‘нодетавимъ изъ равенства: (7) то получимъ 
слздующее уравнене: 


д ( па ОР Я 
Теа Нат ЕЕ Рая ть фе СМ ‚)=(—1) В 


ГДЗ 
И 


значить функщя ЛИ, ; удовлетворяетъ уравнено: (2) Зам тимъ 
теперь, что опредфлители: Л; равны частнымъ нЪкоторыхъ 
опредзлителей, именно: 





В,,; (8) 
Ш = (). Е 
ти Г 
Гдз С есть постоянная: 
И. и, 
фи Чи, 
у: — р ах ° к: а. 
ЕН 
Фи Чи» 
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Фи аи: Чи и, 





и 9 
1 ыы чо © оо ооодоооофое оф эо 

т © оооое ы зоеоофо и. ооо эо К 

т ен а 

'—'°°‘‘аж- ах’Н°°° ‘аж 


т. е. Д есть опредзлитель и тато порядка изъ функщй м; и 
ихъ производныхъ до ® —1 аго порядка включительно, а А, ; 
есть подопред®литель, принадлежац1й къ $ тому элементу первой 


строки опред$лителя: И. 
| (6) | | р 
ДЪйствительно. всякое „, послв исполнешя дифференила- 


Ц получаетъ слвдующЙ видъ: 


(Е) &—1 ; 
оо и, Фи, аи; 9 


Фунши: Р,ь’Р к ***'Рь а бОоСтоятъ изъ функилй © и ихъ произ- 
водныхЪ. Он мотутъ быть легко’ найдены помощью формулы: 


10 
бк [Руа а а = (Рь-, ,)]. ( ) 


которая даетъ возможность образовать поочереди в6Ъ коэффи- 
тенты: 7,, . начиная СЪ ТЪХЪ. ВЪ которыхъ Знаки р и] 
имъютъ самыя маля значеня. 


Выражая въ опредзлителЪ: А,; воз функц: № помощью 
формулы: (9) и примфняя извЪфетную теорему. что значенте 
опредзлителя не измвняется. если къ элементамъ любой его 
строки прибавить соотвЪтетвенные элементы другихъ строкъ, 
умноженные на нЪкоторые постоянные для данной строки мно- 
жители, найдемъ слфдующее: 
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и 
2: ат. $21 ах $® офф 


2 
фи фи 
М: = | фа" Фа... 


ИЛИ 





О И (1) 


фи 


а” * фоэ о. 





Опредзлитель, входящий въ соетавъ правой стороны равенства; 
(11) есть ничто иное, какъ: 


В,,; 
Съ другой стороны мы можемъ доказать, что: 


п—1 п ЗО (12) 
ФЕ Фа. Фа 
Двйствительно, если привести уравнен1е: (1) къ виду: 
п—1 


Чи Чи 


аи 
9, ая ое о 


то по общему свойству всЗхъ уравненИ этого вида: 


—\ 9 (13) 
хо Фп 
А=е 


Но въ данномъ случав, помощью формулы: (10) найдемт: 


8 м. РУДЗКАГО. 8 
Ч.—=Ф. у Ф—1 ео Фо 5 $1 
а ( 
9» Фа (Фи Фи... ОЕ (Ф-». .е .ф)-Е ож 


Ч 

ра... и 

Подставляя этй значетя 9, и 9, .: въ формулу: (13) 

найдемъ формулу: (12).—Но коль екоро доказано равенство: (13) 
(8) тоже является доказаннымт. 

Замзтимъ еще, что уравнене, которому удовлетворяетъ 


функция : 
М, ; 


тождественно съ такъ называемымъ соединеннымъ уравненемъ, 
или «едиайот а4роие» у Жордана *). Это можетъ быть до- 
казано непосредственно. Предполагая, что уравнене, получен- 
ное подъ видомъ уравнешя (2), гдз к=1, тождественно съ 
уравнентемъ. полученнымъ подъ такимЪъ видомъ, подъ какимъ 
оно является н. п. у ЗКордана, когда оба уравненя, положииъ, 
т таго порядка. нетрудно доказать тождество обоихъ видовъ 
для уравненй (%--1) аго порядка. — Но частныя вида: 

Ра, ; 


й 


Е 





являются интегралами соединеннаго уравнен1я, пе только въ 
разсматриваемомъ нами случа, но вообще у всЪзхъ линейныхъ 
дифференшальныхъ уравненй вида: 


я п—1 
фи фи и 14 
Ч» зая Рана в оф о о ( ) 


*) Соцгв 4’апа]узе Ш томъ стр. 153 
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‚ ТД 9, . 9,19, есть вообще функц отъ х вовсе неза- 
висимыя другъ отъ друга. ДЪйствительно. если взять подопре- 
дЪлители функпональнаго опредЪлителя: А, состоящаго изъ 
функций, [и ихъ производных до и— 7 ато порядка включи- 
тельно] удовлетворяющихъ уравненю: (14), написать 2 извЪет- 
ныхъ связей между этими подопред$лителями вида: 


Г) тт __ Выль: ни Г ДЕ р 
(ее) Ре 1 а 








: . и: й ) 
‚ начиная съ #=1. до #=и, и подетавить: ро 135 послф- 





В 
дняго въ предпослВднее. изъ этого опять: = въ третье отъ 


у 


конца й т. д.; то наконецъ получимъ уравнене: 


4" р © т, К (4 





о (15) 
Е и, 
‚ ГДЗ мы ради краткости положили: 
В. = (в 
К 


Уравнене (15) и есть уравнен!е соединенное съ уравне- 
немъ; (14). Его интегралы имфютЪъ то свойство, *) что урав- 
ненте: (14), будучи умножено на одинЪъ изъ интеграловъ урав- 
нен!я: (15). помощью интеграши по частямъ приводится къ 
уравненю порядкомъ ниже на одну единицу. 


*) Жорданъ 106. е. 
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ВЫПУСКЪ ТРЕТИЙ. 


Статика подобно-изм5няемой системы. 
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ВВЕДЕНТЕ. 


Приступая къ обзору содержаня настоящаго выпуска. я 
ечитаю долгомъ исправить ошибку, вкравтуюся противъ моей 
воли въ предислов!е къ первому выпуску. Тамъ я указалъ на 
нЪеколько главъ сочинения Мэб1уса «[ейтраев ег 5фаЙК»., какъ 
ва всю литературу статики подобно-измВняемой системы. Но 
недавно я случайно познакомилея съ другой работой этого ав- 
тора. посвященной тому же вопросу”). Вотъ содержане этой 
небольшой статьи, состоящей изъ 6 параграфовъ, Въ первомъ 
авторъ, исходя изъ принципа Бернулли, находитъ елздующля 
услов1я равновЪе1я плоской системы силъ: 


>Х=0о, УГ=о, У(Уд— Ху)=о, >(Ха- Ту)-==0. 





*) Топгпа1 уов СтеПе, 1840, В. 21, р. 64—73. 
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ЗдЪсь х, у, координаты точки приложения силы (Х, У). 

Въ слЪдующемъ параграфВ изъ этихъ формулъ выводятся 
два предложеня: 

Г. Если н%еколько точекъ такъ могутъ двигаться, что фи- 
гура, составленная ими, всегда остается себЪ подобной, при- 
чемъ силы, дЪИствующия на нихъ въ плоскости, находятся въ 
равнов$с1и. то послвднее не нарушится во воякомъ иномъ по- 
ложени, которое можно дать точкамъ въ силу ихъ подвижности, 
если только силы остаются параллельными свойимъ первоначаль- 
нымъ направлен1ямъ. 

Обратно : 

П. Если силы, дЪйствующ!я въ плоскости на точки. не- 
измВнно связанныя между собой, находятся въ равновзаи, и 
послвднее сохраняется, когда система точекъ произвольно пере- 
мвщена въ своей плоскости между тЪмъ. какъ силы ДЪИетву- 
ютъ параллельно ихъ первоначальнымъ направленлямъ. то равно- 
взс1е не нарушится. если точкамъ дадимъ возможность такого 
относительнаго перем8щеня, при которомъ фигура. соетавлен- 
ная ими, остается подобной самой себЪ. Эти два прелложеня 
были уже изложены авторомъ въ Гейгбисй 4ег Зайк. 

Въ третьемъ параграфЪ Мэблусъ прилатаетъ общую тео- 
рю къ случаю двухъ и трехъ силъ. Въ первомъ случа необ- 
ходимое услов1е равновз1я заключается въ совпаденши точекъ 
приложен1И обфихЪ силъ, что само 0бой очевидно; кромВ того, 
дЪйствующия силы должны быть равны по величинз й прямо 
противоположны по направлено. Для случая трехъ силъ авторъ 
снова”) даетъ теорему. по которой къ условямъ равновзея, 
имвющимъ мЪфсто въ томъ елучаВ, если разстоянтя точекъ при- 
ложенй силъ нейзифняютея, присоединяется еще одно, именно: 
три точки должны лежать на одной окружности съ общей точ- 
кой пересфченя силъ. 


*) ГевграеВ 4ег Байк 6 234. 
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ДалЪе авторъ переходить къ систем силъ, дВИствующихъ 
въ пространствз на точки подобно-измняемой системы. Прин- 
ципъ Бернулли даетъ ему слЗдующее услов1е равновзея: 


1) (харчо. 


2 


Остальныя услов1я: 


2) ХХ =, УУ=о, УЙ=0, У(уй—27)=о, Х(#Х—ч 7) =. 
>(хУ—уХ)=о 


авторъ получаетъ непосредственно. 


Дополнительное услове 1). характерное для подобно-ийз- 
мняемой системы. Мэбтусъ представляетъ далЪе въ видЪ: 


3) УОА.РезОАР=о, 


тдЪ ОА— разетоян1е любой точки О отъ точки приложения 4 
силы Р. 

Въ такомъ видЪ представленное дополнительное услов!е 
атворъ формулируетъ слВдующимъ образомъ: Выберемъ произ- 
вольную точку О и составииъ произведен!е изъ каждой силы 


Р на разетоян1е ОАсзОАР точки приложеня силы отъ плос- 
кости, проведенной чрезъ О перпендикулярно къ Р. Сумма та- 
кихъ произведен! должна равняться нулю. 

Наконецъ въ послзднемъ параграфЪ разсуатривается слу- 
чай четырехъ силъ, дЪйствующихъ на 4 точки, не лежашщтя въ 
одной плоскости, и дается теорема. по которой дополнительное 
услов1е равновЪзеая въ данномъ случав заключается въ томъ, 
что плоскости, проведенныя чрезъ точки приложенй силъ пер- 
пендикулярно къ направленямъ послЪднихъ, должны пересз- 
каться въ одной точкЗ. 

Перехожу теперь къ бЪглому 0бзору содержаня набтоя- 
щаго выпуска. 


14 Д. Н. ЗЕЙЛИГЕРЪ. 4 


Въ_ первой главз помощью принципа Бернулли я доказы- 
ваю, что пару растяжеюмя йли сжатя можно перенести на лю- 
бую прямую пространства; что двЪ одноименныя пары эквива- 
лентны. если ихъ моменты равны, и наконецъ, что только въ 
подобно-измЪняемой систем$ имЪетъ мето предыдущая теорема, 
которая, слЪдовательно. можетъ считаться статическимъ опре- 
дЪлен1емъ подобно-измВняемой системы. 


Этотъ результатъ я считаю весьма важнымъ. Въ елЪдую- 
щихъ главахъ 0%гло указаны главныя приложеня теор век- 
торовъ. изложенной въ первыхъ двухъ выпускахъ къ етатик» 
подобно-измВняемой системы. Читатель не долженъ думать, что 
я ограничился простой замной слова ‹векторъ» словомъ «сила». 
ВездЪ. гдЪ только представлялся случай, я старался упрощать, 
видоизмЪфнять доказательства, данныя мною раньше. ‘Такъ во 
второй главЪ указаны очень простые способы преобразованя 
паръ (теор. УТ. УП и УПТ), что позволило мн дать вполн% 
геометрическое доказательство теоремы Мэб1уса о равнодЪйству- 
ющей 2 силъ. Въ той же глав дано новое изложеше евойетвъ 
линейной системы силъ, основанное на геометрическомъ изобра- 
жении момента пары растяженя. Иначе и также значительно 
проще изложена плоская система силъ. Но особенно вниматель- 
ному пересмотру подвертлась теорля винтовъ. Я ввожу, вмзеть 
съ Балемъ. взаимные винты и пользуюсь ихъ свойствами для 
большей простоты изложентя. Если это и не приводить къ но- 
вымъ результатамъ, все же я не считаю эту работу совершенно 
безполезной. ДЪло въ томъ, что. по справедливому замчанио 
г. Занчевекато *)..... «чисто геометрической теорш винтовъ 
въ собственномъ смыслВ этого слова не существуетъ». Въ ука-. 
занномъ сочинени пробфлъ этотъ пополняется въ томъ отно- 
шени, что теоря винтовъ изъ области механики цЪликомъ 


*) Занчевекй. Теор1я винтовъ и приложеная ея кЪ механикв. Одесса. 


1889 г.. стр. 16. 





И" — 
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перенесена въ область аналитической геометрии. Въ настоящей 
работв я доказываю, что и синтетическая геометря можетъ 
справиться съ этимъ вопросомъ. приченъ пфликомъ сохраняется 
все изящество доказательствъ, предложенныхъь Балемъ въ его 
«Тве ТБеогу оГ Зетемз». 

Возвращаюсь къ прерванному 0бзору содержаюмя настоя- 
щатго выпуска. Въ послЪднихъ двухъ главахъ я излагаю из- 
слфдовая Шаля”) о возможныхь перемфщентяхъ подобно-из- 
мвняемой системы точекъ. Вывожу формулы для возможныхъ 
перем$щентй послздней и прилагаю эти формулы къ вычисле- 
ню работы силы. пары вращеня и силоваго винта. ДалЪе 
ввожу поняте о кинематическомъ винт® въ подобно-изм?- 
няемой систем. Этимъ именемъ я обозначаю совокупноеть 
вращательнаго движен1я вокругъ оси винта и лучистаго рас- 
тажен1я вокругъ центра послЪдняго. Подъ лучистымъ растяже- 
н1емъ я разум$ю такого рода движене точекъ системы. при 
которомъ послЪдн!я движутся по радлусамъ, исходящим изъ 
общаго центра. Въ заключен!е вычисляется работа силоваго 
винта по отношен1ю къ кинематическому и изелЗдуется вопросъ: 
когда винтъ силовой не производитъ никакой работы? 

Изъ этого краткато 0бзора читатель. надзюсь, выведетъ 
заключен1е, что вторая, новая для меня, работа Мэблуса нисколько 
не отразилась на моемъ сочинении. 


а к = => А 


*) СВаг1ез. Сотшрез геппев. 1834, р. 1743—1759. 
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ГЛАВА 


0 работЪ. Принципъ Бернулли. Подобно-изм5няемая 
система точекъ. Основныя теоремы, 


1. О работль силь. Всякое безконечно-малое перем щене 
матертальной точки называется возможнымъ. если оно допус- 
кается условлями, которымъ подчинено движен1е точки. Точка 
называется свободной, если всякое ея перем щене возможно; 
вЪ этомъ случаз ея движене не подчинено никакому условию. 

Пусть АА’ возможное перемвщенте точки. Аа — проекция 
послздняго на направлене силы Р, дЪйствующей на точку (Ч.Т.); 
обозначимъ Аа чрезъ бр. Пройзведене Рбр называется работой 
силы Р по возможному пути АА’ или, короче. возможной ра- 
ботой силы Р. Работа силы положительна. если направленя 
Р и 0р одинаковы. —отрицательна въ противномъ случа. 

Если 05. 07, 02 — проекши на прямоугольныхь обяхЪ 
координатъь возможнаго пути АА'=д5, а, В, {—6$’ы угловъ 


6ъ осями, образуемыхъ направленемъ Р. то 


бр==а0л + Вбу-- 102 ; 
слздовательно . 
Рар= Рабх-- Рзву- Р\дг. 


Но, если Х, 7, И—слагаюцщия по осямъ силы Р, то 


Х-=Ра.. У==РЗ И=Ьу. 


7 МЕХАНИКА ПОДОБНО-ИЗМВНЯЕМОЙ СИСТЕМЫ. 17 


Внося эти значеня въ предыдущую формулу, получимъ 
окончательно: 


1) Рр=хХда- Узу- 202. 


Пуеть Р, Р’...—еилы, д®йетвующ1я на точки А. Д'.... 
системы точекъ, др. 5р'... —проекщи на направлен1я силъ 
одновременныхъ, возможныхъ перемъщенй точекъ 4.4’... ХРдр, 
распространенная на всю систему, называется возможной рабо- 
той силъ Р.Р’... На основами предыдущато. 


2) УРр=У(Хае-- Ру 242). 


Остановимся на случаВ двухъ точекъ. 

Предположимъ, что вдоль прямой АБ въ точкахъ Аи ВБ 
дЪйствуютъ двЪ равныя и прямо-противоположныя силы — Ри 
-Р (Ч. П). Такую совокупность двухъ силъ назовемъ парой 
сжат1л или растяжен1я, емотря по тому, направлены-ли ейлы на 
ветрзчу другъ къ другу или нЪтъ. (На нашемъ чертежв изо- 
бражена пара раетяженя). Силы Р и—Г суть слатающя пары. 
Вычислимъ возможную работу послЪдней. 

— Пуеть 21, 915 21.) №, У,, 2, — прямоугольныя координаты 
точекъ 1 и В, р. а, В, 1— длина прямой АВ и сз’ы угловъ, 
составляеныхъ ею съ осями. Тогда 


3) 22 =ра, у УВ, 22 —=р1. 


_Еели Х, 7, И — слагающая по осямъ силы Р, дЪйствующей: 


на точку ВБ, то слагающя силы— Р, дзйствующей на А, 6у- 
дутъ:—Х,—У,— 1, причемъ 


А = Е К—Р РА 
Искомое выражен!е работы будетъ: 


Р.др, + Р.^р, = Х(61,—01) + У(бу.—ду,)- 762—621). 


Т. ХШ. Запис, Мат. Отд. 2 
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Но формулы 3) даютъ: 
_ 045—021 =0ба- бр, бу, — бу. = 008--Вбр, д2.—02=091- 196. 


Умножая эти выражентя на Х, У, 7 соотвЪтетвенно и пользу- 
ясь формулами 4). найдемъ: 


Родри - Рдр= Ри(ада | ВОЗ-Е тет) Ро В-Е1?). 


Но, какъ извЪетно, 


Е В--1?=1, 


аба--353--101==0, 


откуда 


въ силу чего предыдущее выражен!е работы пары силъ приметъ 
слЪлующай видъ: 


ь) Р.бр. + Р.дрь == Рдр. 


Это выражене чрезвычайно важно для послздующато. Ето не- 
трудно вывести геометрически ”). но на этомъ я останавливаться 
не буду. 

П. Принцип Бернулли. Статика всякой системы точекъ 
заключается въ слВдующемъ предложенти Бернулли: ИЮели`силы, 
дзйствующия на свободную систему точекъ, находятся въ рав- 
новЪс1и. то работа этихъ силъ равна нулю для веякато воз- 
можнаго перемзщеня системы точекъ. Обратно. если работа 
силъ равна нулю для всякаго возможнато перемВщентя точекъ 
приложен этихъ силъ. то послфдн1я находятся въ равновзей. 

Доказательство этого предложеня здЪеь опускается. Чи- 
татель найдетъ его въ любомъ учебникВ аналитической ме- 
ханики. 

ДвЪ системы силъ Р,Р’....Ч.’... считаются эквивалент- 
ными или равнодЪиствующимй. если онЪ уравнов$шиваютск посл® 


*) бейеЙ. ТЬеоге 4ег Вемесипс пп@ 4ег Ктё&Це. Т. п, стр. 194. 
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того, какъ силы одной изъ нихъ измЪнять свои направлен1я 
_на прямо-противоположныя”). 

Пусть бр. 6’.... 84. 04'... — проекщи на направленйя 
силъ Ри С возможныхъ перемвщеюнй точекъ приложенй по- 
елЪднихЪ. По опред$лентю. силы (Р) п (4) эквивалентны, если 
системы (Г) и (—@) находятся въ равновзе. Но для нобл®д- 
няго, по теоремВ Бернулли, необходимо, чтобы 


УРр— >64 =0. 


т. е., двз системы силъ (Р) и (4) эквивалентны, еели работы 
ихъ равны для всякатго возможнаго перемъщентя точекъ ихъ 
приложенй. 
Приложимъ эту теорему къ случаю трехъ силъ. 
Положимъ. что на свободную точку (т, у, 2) дЪйствуютъ 
вилы Ри С. Если В — равнодЪйетвующая сила, то, по пре- 


дыдущему, | 
Рор-Е 469 = 52. 


Пусть (Х,. 7,. 2), (Х», Т., 2,), (Х, Г, Ё) — проекши 
силъ Р, Чи В на прамоугольныхъь осяхъ и координатахъ. 
Прилатая къ разсматриваемому случаю формулу |), получимъ: 


(х,-+Х, )8=-- (7 У, 6+ (24. + 2,82 = 64-Е Убу-{ 702. 


| Такъ какъ точка (5, у, 2) свободна, то эта формула, по 
° предыдущему. справедлива для безчисленнаго множества 6ис- 
темъ значенй (07, ду, 52), независимыхъ между с0бой. Это 


возможно лишь въ томъ блуча$, если 


Х=Х,- Х.,, У= 7 -Т,, И= 2. 





*) Моыав, ГертЬаев 4ег Байк. 1837, $ 6. 
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Полученными равенствами аналитически выражается из- 
взетный законъ параллелограмма. по которому складываются 
двз силы. дЪйствующия на одну и туже свободную точку 
АРТ: ` 

Предположимъ, что. вмфето одной точки (х. У. 2), у насъ 
система точекъ., связи которой таковы, что всякое, безконечно- 
малое перемфщен1е какой нибудь точки системы возможно. Та- 
кую систему назовемъ свободной. Точки ея удовлетворяютъ 
данному въ 1 $8 опредзлен1ю свободныхъ точекъ. Сл$довательно, 
законъ параллелограмма имЗетъ мЪФсто во всзхъ точкахъ сво- 
бодной системы. 

ШП. О подобно-измъняемой системь. Подобно-измняе- 
мой называется такая система, послВдовательныя положеня 
которой представляютъ рядъ подобныхъ фигуръ. СлВдовательно, 
при движени подобна-измфняемой системы всякая фигура, 60- 
оставленная изъ точекъ послфдней, остается подобной самой 
себз. 

Пуеть (рн, 0»). (т, 7›)— длины отрзковъ р и 7 системы 
въ двухъ положеняхъ о: Й . занимаемыхъ послЗдней въ мо- 
менты & и К. Изъ опредЪленля системы вытекаетъ: 

и. 


—^— 0015. 
7 


Это равенство есть аналитическое опредзлене подобно- 
измВняемой системы. Его можно представить въ слфдующемъ 
ВИДЪЬ: 

и а аи В КИ Р 


тт ОЕ ЕСГ. 


01 71 


гдз Е— постоянная величина, независящая отъ длины и поло- 
женя отр$зка р. Величина Ё называется линейнымъ расшире-_ 


н1емъ системы за промежутокъ временя &—&, а отношене 


— вроднимъ коэффицтентомъ расширен1я за тотъ же про-. 


5—1 
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межутокъ времени. ПредЪлъ, къ которому стремится этотъ сред- 
_ Ш коэффищентъ, когда разность Ь— В стремится къ нулю. 
называется коэффицлентомъ раеширеня въ моментъ &. Обозна- 
чимъ его чрезъ е. Если АЕ— линейное расширене за элементъ 
времени (4. то, по опредзлентю, 


АЕ ==е(Ё. 
Предыдущая формула, примфненная КЪ расматряваемому 
случаю. даетъ:; 


6) сы 
о т 


Мы назвали выше парой сжаття йли растяжен1я совокуп- 
ность двухъ силъ Р и—Р, лежащихъ на одной прямой и от- 
личающихея другъ оть друга только направлентями и точками 
приложений. Отр%зокъ, концами котораго служатъ послздн1я, 
назовемъ плечомъ пары, причемъ условимся обозначать посл д- 


нюю вимволомъ (Р,—Р). 


Теорема.1. ДвЪ одноименныя пары эквивалентны, если 
длины ихЪ плечей и величины силъ одинаковы. 


эдЪеь, какъ и во всемъ послвдующемъ. подразумЗ вается. 
что точка приложеня силы принадлежитъ подобно-измзняемой 
системЪ. 


_ Доказательство. Еели р’. ©»— плечи паръ, Р— общая 
величина дЪИствующихъ силъь, то, по $ 1. возможныя работы 
паръ будутъ соотв тетвенно: 

Рорл И Рор». 
Но формула 6) даетъ: 


х Ор: == ер10ф. бр»= ер»0, 
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Такъ какъ. по предположеню. 01 и р› равны, то равны 
бб: и 06..— вл довательно, возможныя работы паръ также равны. 
А это, по 8 2. служить доказательствомъ ‘теоремы. 

Доказанная теорема основная. 

Мы вправз формулировать  послвднюю  слЗдующимъ 
образомъ: въ подобно -измЪфнлемой системы пару раети- 
реня или сжатя можно перенести на любую прямую про- 
странетва. 

Назовемъ моментомъ пары растяженя или сжатя произ. 
веден1я + Р.0. гд% Р— общая величина слатающихъ пары. р— 
плечо послфдней. Верхн1Й знакъ берется для пары растяженя; 
нижн!Й— для пары сжатия. 

Теорема 11. ДвЪ одноименныя пары эквивалентны. если 
ихъ моменты равны. | 

Доказательство. Пусть (Р‚—Р) и (4.—Ч)— дв одно- 
именныя пары, ри ’— длины ихъ плечей. По предположен!ю. 


&) Ро==Фг. 


Элементарныя работы этихъ паръ измряются соотвЪт- 
ственно произведенями: Рбо и (407. Но эти произведеня равны 
въ силу 6) и а); слВдовательно, теорема доказана. 

Георема 1. Система точекъ. въ которой дв одноймен- 
ныя пары эквивалентны при одномъ лишь услов1и равенства 
ихъ моментовъ, есть подобно-измЗняемая система. 

Доказательство. Пуеть (Р,—Р) и (4.—9)—двЪ пары, 
плечи которыхъ суть р иг соотв тетвенно. Шо предположентю, 


То И Рер= бт, 
откуда 
_# 
ве 


-© [-57 


Полученное равенство справедливо, по предположению, 


_ 





^ 
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при произвольномъь положени отрЪзковъ хи о. Но, по фор- 
мулв 6), такимъ же равенетвомъ опредЪляются два безконечно- 
близкихъ положення подобно-измЪняемой системы. Ч. Ё. 0%). 

Примъчанле. Мы моглибы вывести теорему ПШ изъ Т, не 
пользуясь принципомъ Бернулли "”). Но преимущество избран- 
нато нами пути заключается въ весьма важной теорем ПТ. 
Изъ нея вытекаетъ, что теорема П есть статическое опредз- 
лен1е подобно-измВняемой системы точекъ. 

Полученныя теоремы показываютъ, что воз результаты 
теорти векторовъ, изложенной въ первыхъ двухъ выпускахъ 
`настоящаго труда. имзютъ мЪсто въ статикЪ подобно-изм$няе- 
мой системы. Въ самомъ дЪлЪ, вся теорля, о которой идетъ 
рвчь, была нами построена на слздующихъ двухъ опре- 
дфленяхъ ^^"): 

1. Два вектора, начала которыхъ совпадаютъ. складыва- 
ются по правилу параллелограмма, причемъ сумма ихъ имфетъ 
общее съ нями начало. 

2. ДвЪ одноименныя пары эквивалентны. если слагающ]е 
_ и плеча ихъ равны. Иначе говоря. пару можно перенести на. 
_ любую прямую пространства. 

Этимъ двумъ опредзленямъ въ статикЪ подобно-измъняе- 
мой системы соотв тствуютъ: правило параллелограмма двухъ 
силъ, приложенныхь въ одной и той-же точкв, и теорема [. 


| 


7 
$ 


——- 
= 


ко [25° 
@ 


*) Примьчаще. Интегрирован1е равенства далобы намъ: 
р==Су, т. е., тотъ же результатъ. Авторъ. 
**) Вып. Г, стр. 14, теор. ПТ. 


***") Вып. Г, стр. 5, $ З и стр. 6.5 6. 
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ГЛАВА П. 


Сложене силъ. приложенныхъ къ одной точкЪ. Сложене 
паръ растяженй и сжапй. Линейная система силъ. 


Мы будемъ пользоваться всфми обозначенями предыду- 
щихЪ двухъ выпусковъ. 

1. Сложене силь. приложенныхь кз одной точкъ. Пусть 
(/—-точка приложеня силъ Р.Р’... ПШримемъ ее за начало 
прямоугольныхъ координатъ д. У, 2. Вели Х, У, — слатаюная 
по осямъ силы Г, я, В, 1—с5’ы угловъ, образуемымь направле- 
н1емъ послфдней съ осями координатъ, то 


а По 
А) Ув, 


На основани второй главы перваго выпуска равенство 
Е 
влечеть за собой слВдующя: 


Я Ра, НЕРВ ИЕР 
В) а | С 1 


— —- — ==> 


тд а. 6. с. = Ни Ир—озы угловъ съ осями и елагающая по 
осямъ О силы А,. 

Формулы 2) содержать вею теорю сложенмя силъ, при- 
ложенныхъ къ одной и той же точк»з. 

П. Сложене парь сжатлй или растяженля. Какъ и 
въ первомъ выпускЪ. символомъ +(Х, а) будетъ обозначать 
пару, общая длина слатающихъ которой есть Х, а— длина 
плеча. Верх знакъ отнобитея къ парз растяженя, нижний — 
къ парз сжаты, 
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Изъ теоремъ ПЛ главы перваго выпуска”) отмВтимъ лишь 
слздующия : | 

Теорема [Т. Совокупность паръ, имвющихъ одно и тоже 
плечо. эквивалентна одной пар съ тЪмЪ же плечомъ, общая 
величина слагающихъ которой есть алгебрическая сумма вели- 
чинъ слатающихъ первыхъ паръ. ели знакъ каждаго члена 
этой суммы одинаковъ со знакомъ соотвзтетвующей пары, то. 
знакъ равнодйствующей пары совнадаетъ со знакомъ суммы. 

Теорема Г. Совокупность любато числа паръ эквивалентна 
пар, моментъ которой есть алгебрическая сумма моментовъ 
складываемыхъ паръ. | 

Раземотримъ теперь различныя преобразованя паръ. 

Пусть (АР, ВЧ), (АР’, В'’) —двВ эквивалентныя пары 
растяженя (чер. ПГ), по предположению, 


«) АВ.АРЕАВ.АР. 


Проведемъ прямыя ВБ’и ГР. Изъ а) вытекаетъ. что 
точки 5, ВБ’, Ри Р’ лежать на одной окружности. Сл®дова- 
тельно, 


В) ДАВВ'=ИРРА вт) ДАВВ= Г АРР. 


Полученныя равенства доказываютъ слЗдующя 2 теоремы: 

Теорема Т1. Если пара (АР, В) вращается вокругъ 
точки приложеня А одной слатающей АР. причемъ точка пря- 
ложен1я 2 другой описываетъ прямую БР’. то конецъ Р пер- 
вой слагающей описываетъ дугу окружности РР’А. Эта дуга 
вмвщаетъ уголъ, равный / АВВ’. 

Теорема ТП. Еели пара (АР, 54) вращается вокругъ 
точки пойложеня А одной слагающей АР, причемъ точка при- 
ложеня 2 другой описываетъ кругъ 42825’, то конецъ Р пер- 


*) Вып. Т, глава Ш, 
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вой слагающей описываетъ прямую РР’. Эта прямая образуетъ 
съ РА уголъ, равный / АВ’В. 

Примъчане. Прямая ББ” первой изъ этихъ теоремъ пер- 
пепдикулярна, къ д1аметру круга РР’А, проходящему чрезъ А”). 
'Гочно тоже имЪетъ мЪето во второй теоремВ: прямая РР” пер- 
пендикулярна къ д1аметру круга АВРЬ’ проходящему чрезъ 4”). 

Пользуясь этимЪъ замВчанемъ, мы легко сможемъ превра- 
тить данную пару (АР, В@) въ друтую, ей эквивалентную. 
Пусть МАХ— прямая, на которой должна лежать вторая пара. 
Дана слагающая АР’ посл дней, нужно найти второй конецъ 
В’ ея плеча. Лиля этого проводимъ кругъ чрезъ А. Ри Р". 
Прямая 65’. перпендикулярная къ д1аметру, проходящему чрезъ 
А, вотрзтимь МЛ въ искомой точкз. Еели дана точка 6’ и 
нужно найти конецъ Р’ слагающей новой пары, то проводимъ 
кругъ чрезъ А. Ви 6'. Прямая РР’, перпендикулярная къ 
д1аметру, проходящему чрезъ А, ветрзтитъ МДА въ искомой 
ТОЧЕЪ. 

Теорема УП есть слЗдетв1е слздующей: 

Теорема Т1Ш. Если пара (АР, ВЦ) вращается вокругъ 
точки приложен1я А одной своей слагающей АР. причемъ точка 
приложен1я 2 второй описываетъ кругъ В, не проходящий чрезъ 
А, то конецъ Р первой слагающей описываетъ кругъ я Центры 
круговъ х и В лежать на одной прямой съ точкой 4”). 

Въ поелЪднихЪ трехъ теоремахъ, очевидно, подразум$- 
вается, что пара, перем щаясь и измВняя длину плеча и вели- 
чину слагающихъ силъ, остается эквивалентной самой себз. 

ПослЪдняя теорема даетъ болзе общее преобразоване одной 
пары въ другую, ей эквивалентную; но мы на этомъ обтанавли- 
ваться не будемъ. 

ПЛ. Линейная система силз. Въ четвертой глав пер- 
ваго выпуска “”) мы изелфдовали систему векторовъ, лежащихъ 





*) Ср. Приложен1е П къ первому выпуску. 
**) Ср. Вып. Г, етр. 15--22, 
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на прямой; слздовательно., свойства линейной системы силъ, 
приложенныхъ къ точкамъ подобно-измфняемой системы. намъ 
извзетны. ЭдЪеь мы дадимъ иное изложене этихъ свойствтъ, 
основанное на геометрическомъ изображении момента пары. 
Намъ придется разсматривать треугольники. имвюще об- 
щую вершину О. Пусть ОАВ одинъ такой треугольникъ. Усло- 
вимея, вмзстЪ съ Мэб1усомъ ”), считать положительной площадь. 


этого треугольника. если направлен1е ОАВ совпадаетъ съ на- 
правлен!емъ движен!я часовой стр» лки, — отрицательной въ про- 
тивномъ случа»Ъ. 

Пусть теперь АБ-— сила, С— какая-нибудь точка прямой 
АВ (ч. 4). Приложимъ въ С вдоль прямой АБ дв» равныя 
и прямо-противоположныя силы СБ’ и СВ", общая величина 
которыхъ равна АБ. Введенная совокупноеть эквивалентна 
нулю; слфдовательно, вмфото силы АБ, мы получили эквива- 
лентную ей совокупность пары (СБ”., АВ) и вилы ОБ’. Итакъ 
перенось силы АВ в5 какую-нибудь точку С прямой. содер- 
жащей силу, сопровождается появлешемь пары (БС",АВ). 
Моментъ послвдней назовемъ растяженемъ силы АБ въ точкЪ 
(С. Сказанное даетъ памъ теорему: 

Теорема 1Х. Растяжене силы АР въ какой- Е точкЪ 
С ея прямой представляется парой, имвющей плечо АС. а од: 
ной изъ слагающихъ силу АРБ. 

Сльдствяе. Растяженя силы АВ въ точкахъ (С ея пря- 
мой пропори1ональны разстоянямъ АС. 

Теорема ГХ и слЪдетв1е лишь по форм отличаются отъ 
теоремы \У перваговыпуска. 

Примъчане. Если направлешя АВ и АС совпадаютъ, 
то въ точкВ С. вмЪето растяжешя, получимъ сжате (ч. 48). 
Мы будемъ называть это сжат!е отрицательнымъ растяжентемъ. 
Моментъ сжатя силы АВ въ С ебть произведенте + АС.АБ. 
Этотъ моментъь можно геометрически представить слфдующимъ 





*) Маз. ГепгБась 4ег Зак. Г. ТЬ. ©, 51. 
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образомъ. Повернемъ отрфзокъ АВ на прямой уголъ въ ето- 
рону движеня часовой стрзлки (ч. 4 и 4а). Пусть новое ето 
положене будетъ АБ’. На основаи сдЪланнаго выше условля 
моментъ растяженя въ С представляется по величин и знаку 
удвоенной площадью треугольника САБ’. 

Пусть теперь АБ. СР, ЕЁ... линейная система силъ, 
дЪйотвующихъ вдоль прямой и.О— какая-нибудь точка послВд- 
ней. Перенесемъ вс силы системы въ О. Еели для краткости 
обозначамъ (А, ОС. ОЕ,.... чрезъ а, 1. в... то, по пре 
дыдущему, | 


[АВ-=ОВ' + (АВ,а), [ВО] =001+(Ср), [ЕРЕЕ 


= —=[0Р-+ (ЕЕ, е),.. 
откуда 
1) УАВЕЕМОВ--У(АВ, а). 


Силы ОБ’, приложенныя къ одной и той же точкВ О. 
можно сложить. Такъ какъ эти силы дЪйствуютъ вдоль прямой 
а. то эквивалентная имъ ОК дЪИствуетъ на О вдоль той же 
прямой и имзетъ величину. равную алтгебрической В вели- 
чинъ силь ОБ’. Итакъ 


3) УОВ’ЕОВ] п УОВ'=0В. 


Займемся теперь суммой У( АБ, а). Проведемъ какую-ни- 
будь илоскоеть чрезъ прямую 2 и вЪ этой плоскости повернемъ 
каждую силу системы вокругъ точки ея приложен!я на прямой 
уголъ въ сторону движеня часовой етрзлки (черт. 5). Если 
АВ", СО", ЕЁ".....— новыя‘ положення силъ АВ, СО... 
системы, М,—моментъ растяженя системы силъ въ 0, то, по 
предыдущему. 
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Пусть теперь О’— другая точка прямой т. М„,—моментъ 
) | у 

раетяжения въ 0’, О'’Д’ — равнодЪйствующая силъ системы. 
перенесенныхъ въ О’. Тогда 


и 
ГРУ’ АВ" АЙ 


Но очевидно. . 
О’'АВ"=ОАВ"- О'ОВ"; 
слЪдовательно, 


6 500в" 


Повернемъ силы ОБ’, ОШ'.... вмЪетЪ еъ ихъ равнодЪй- 
ствующей ОА. вокругъ О на прямой уголъ въ сторону движе- 
н1я часовой стрфлки. Пусть ОБ". Ор’... ОВ" —повыя по- 
ложентя этихъ силъ. Очевидно, 


‚О’ОВ"—=0’ОВ”" и. >0'0В"'=50'0В’". 

откуда 
4—4 $ ОВ". 

2 
Треугольники О’ОВ"'” имЪютъ общее основаше О’О; вы- 
вотами ихъ служатъ прямыя 0В”' ОО"".... Въ силу равен- 
ства длинъ ОБ’ и ОБ'""'. мы на основаи второй изъ фор- 
мулъ 2) заключаемъ: 


4) М=м,-+20'0В". 


Положимъ теперь, что точка 0’ перем щаетея по прямой 22. 
Въ правой части формулы 4) членъ №, есть величина постоян- 
ная, представляющая растяжен!е въ точкз О. Второй членъ 
200’Е" той же части измВняется пропорцонально разетоян!ю 
00’. Этотъ членъ обращается въ нуль. когда 0’ совпадаетъ 
съ О, и иЪняетъ знакъ при переходв О’ чрезъ О. Отсюда мы 
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заключаемъ. что. если равнодЪйствующая О’А не равна нулю, 
то на прямой м находится такая точка О’ въ которой раетя- 
жене системы силъ равно нулю. Эту точку мы назвали”) 
центральной точкой. Очевидно, что. если О’ -— центральная 
точка, то линейная система силъ эквивалентна одной сил О’А'. 
Пентральная точка опредЪляетея изъ уеловя: 


М, -200'В" = о. 
Но 
200'В"= + 00'.0В" = + 00'.В. 
откуда 8 
М 


5) 00’=н-о. 
) ОВ 

Попустимъ, что О— центральная точка. Тотда формула 4) 
приметъ видъ: 


6) М=200'В" =+00'.0В 


т. е. М измьняется пропорилонально растяженю точки 0' 
015 центральной точки. 
Если равнодВйствующая ОА равна нулю, то формула 4) 
даетъ : 
ре 
М = М 


т. е.. въ разсматриваемомъ случаЪ во возхъ точкахъ прямой 2 
растяжентя системы одинаковы. 

Мы получили такимъ образомъ снова воз свойства линей- 
ной системы силъ. 


*) Вып. Г, етр. 18—22, 
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ГЛАВА 11. 


Слощене силъ, направленя которыхъ пересфкаются. Сло- 

мене параллельныхъ силъ. Пара Пуансо. Пара вращения. 

Сложене паръ вращеня. Вращеня и растяженя силъ въ 
различныхъ точкахъ пространства. 


1. Сложене пересВкающихея и параллельныхъ силъ. Пара 
ЦПуансо. 

Теорема Х”). РавнодЪйствующая ЕЕ двухъ силъ АВ 
и СО. направленя которыхъ пересЪкаются въ О. представ- 
ляется по величин л направлению геометрической суммой ли- 
вй АВ и СО. Направлен!е равнодЪйствующей проходитъ 
чрезъ О. а точка ея приложеня Ё лежитъ на окружности ОЛС. 

Доказательство. Пусть АВ и СО — силы, О — общая 
точка ихъ прямыхъ (ч. 6). Перенееемъ силы въ О. Пуеть ОБ’ 
и ОП'—новыя положення силъ, ОВ" и Ор" — силы, воотвЪт- 
ственно равныя и прямо-противоположныя силам АВ и СО, 
образующёя съ послВдними дв пары (АВ.ОВ") и (СБ.0П") 
— растяжен1я данныхъ силъ въ О. Тогда 


[АВ] -+[СРЕОВ+ [0-Е (АВ, ОВ") + (СЪ, 0"). 


Силы ОБ’ и ОБ’, приложенныя къ одной й той же точкЪ 
можно сложить по правилу параллелограмма. Если ОВ’—-д1а- 
гональ послздняго. выходящая изъ О. то 


1) [АВ-+СРЕОВ"+ (АВ, ОВ") (СЬ.ОР"). 


Проведемъ кругъ чрезъ точки А, Си О. На дламетръ 
00' поелздняго опустимъ перпендикуляры В’ и 0’А и при- 
мемъ 00’ за общее плечо двухъ паръ, причемъ 06 — слагаю- 


*) Мор1аз. Гевтриасв 4ег Майк. $ 234. 
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щая первой изъ нихъ, 04 — влатающая второй. Тогда, по тео- 
рем УП (прим.), 


(АВ,ОБ")==(06.00'), (СВ.0Б")=Оа,00); 
селЪдовательно, 
[АВ] -++[СЬ]=ОЕ'- (05.00')- (0а.00')= ОВ] 
+ (06-0а.00’), 


по теорем ГУ. Откладывая на ОО’ отрФзокъ 4е=0Об, полу- 
лучимъ окончательно : 


3) [АВ-НСЬ=08'+ (06, 00'). 


Пусть теперь ОЁ' — отр%зокъ, равный и прямо-противо- 
положный лийи ОД’, Е— вторая точка вотр%чи послздней съ 
окружностью АСО. Лиюя ОЕ’. очевидно, есть геометрическая 
сумма лий ОВ" и ОШ"; ел довательно. проекшя ОЕ" на ОО’ 
равна, по извЪетной теорем. сумм проекцшй на ту же прямую 
лиНй ОБ" и ОГ)". т. е., по предыдущему. равна Ое. Отеюда 
мы заключаемъ. что уголъ / Ё'еО— прямой. Принимая ОЁ за 
плечо пары. слагающими которой служатъ ОЕ’ и ЕВ, нахо- 
димъ. какъ и выше: 


(0е.00°=(ОЕ’.,ЕВ). 
Слдовательно, вмВсто 2), получимъ | 
[АВ]-СР]=08В-+ (0, ЕВ) = ОВ-НОЕ-НЕВЕЕВ, 


такъ какъ равныя и прямо-противоположныя силы ОВ' и ОР’. 

приложенныя къ одной и той же точкз 0. взаимно-уничтожа- 

ются. | 
Полученное равенство доказываетъ теорему. 


Слъдстве. Точка приложеня равнодЪЙствующей ВА д3- 


№” 
> зая Ах. 
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литъ дугу АС такъ, что хорды АЁ и ЕС обратно пропорцто- 
нальны величинамъ слатающихь силъ. 


Доказательство. Въ самомъ дзлЬ. 


А тАОЕ (ч. 6) 
Ио Оба 


Но параллелограммъ ОБ’'А'О', въ которомъ 


| ОВ'=АВ и О'=С, 
даетъ: 


тАОЕ _ОО' СО. 
| тЕ0С ОБ’ АВ’ 
слф довательно. 
АЕ СО 
п ОА Ш. 
ЕС АВ ” 


Теорема ХПГ. Коли дв силы АВи СО, направленя ко- 
торыхъ пересЪкаются, повернутся въ плоскоети (АБ, СО) во- 
кругъ своихъ точекъ приложен въ одну и ту же сторону на 
одинЪ и тотъ же уголъ а. не измВняя свойхъ величинт, то 
ихъ равнодЪИствующая повернется въ той же плоскости, не 
измЪняя своей величины. въ ту же сторону и на тотъ же 
уголъ а. 

Доказательство. Пусть АВ, С)—вилы. направлен!я ко- 
торыхъ пересзкаются въ 0), ЕЁ—ихъ равнодЪйствующая (ч.7). 
Если АВ’, СО', Е'П'—новыя положеня силъ, О’— точка ихъ 
пересфченля, то, по предположен!ю. 


ВАУ 


Но 
ЛО и АЛАЛ— 060, 
олЪдовательно. 
ДОАО! = / 000", 


Т. ХШ. Запие. Мат. Отд. _ 3 
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т. е.. точки А.(,Ои 0’ лежать на одной окружности, откуда 
Е ВИ 


Отсюда и изъ того, что величины силъ не измВнялиеь, 
мы заключаемъ, что величина новой равнодЪйствующей ИА’ 
равна величин® ЕВ. ДалЪе сила №’Д’ должна пройти чрезъ 
точку 0’, причемъ начало Ё’ лежатъ на АС такъ, что 


АЕ" _ СВ’ _СР АЕ 
Ро Пе 


по слЪдетвио предыдущей теоремы. Изъ послЪдняго равенства 
мы заключаемъ, что ЁЯ’ совпадаетъ съ Ё. ЗалВмъ изъ чертежа 
получаемъ : 


/ ВЕВ' = ДОВ=/04А0'= / 000". 


Итакъ равнодЪйствующая №. дЪйствительно. поверну- 
лась. не измфняя своей величины. вокругъ своей точки ирило- 
женя въ одну и ту же сторону съ слатающими на одинЪъ уголь 
СЪ ПОСЛЬдНИМИ. 

Примъчате. Любопытно. что эта теорема имЪетъ свое 
толковане въ абтатикв плоской неизмЪняемой системы”). За- 
мфчу вообще, что всВ результаты нашихъ изслёдованИ могутъ 
быть приложены къ астатикЪ твердаго тфла. 


Теоремя ХПГ. РавнодЪйствующая ЕЁ двухъ параллель- 


ныхЪ силъ АБВ и (51) параллельна слагающамъ й приложена 
въ точкЪ Ё прямой АС. Еели АВи С) направлены въ одну 
сторону. то ИА направлена въ туже сторону. величина ея 
равна сумиЪ величйнъ слагающихъ. а точка ЕЁ лежитъ между 
Аи С такъ, что 

АЕ _ С) 

О 





`*) Ср. МоБав, 10е. ев. $ 5. 


а 


} 
| 
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Если АВ и СП направлены въ противоположныя ето- 
роны. т0 сила ЕА направлена въ сторону большей вилы, ве- 
личина ея равна разности величинъ слатающихъ. причемъ 
точка Ё лежитъ на продолжени отрзка АС, ближе къ боль- 
шей силЪ. такъ, что 


АЕ_СО 
ЕО АВ 


Эта теорема есть влЪдств!е теоремы Х*). 

Въ случав равныхъ. параллельныхъ й противо-положныхъ 
иль АВи СЛ равнодЪйетвующая ЕА равна нулю, а точка Ё 
лежитъ въ безконечности. Итакъ совокупностть двуль равных 
и параллельныхь силе. не лежащихь на одной прямой и 
имъющихь противо-положныя чаправлетя., не можеть быть 
замънена одной силой. Такую совокупность, какъ и въ пер- 
вомъ выпуск. я назову парой Пуансо. 

П. Сложенме парз вращеня. Пусть АВ и СР — двЪ 
силы, равныя, параллельныя и прямо-противоположныя, причемъ 
прямая АС перпендикулярна къ общему направленю силъ АВ 
и (01). Эту частную форму пары Пуансо я назову парой вра- 
аценя. Полное опредЪлен1е и теорля этихъ паръ даны въ шес- 
той главЪ перваго выпуска “”). Такъ, разстояме АС==а есть 
плечо пары, произведене АСХАВ—моментъ пары. КромЪ тото. 
тамЪъ же было ноказано. какъ опредзляетея сторона вращенля 
пары. Пару вращен1я будемъ обозначать символомъ ((Х.а)). 
Изъ теоремъ указанной главы отмзтимъ лишь слЗдующя: 

Теорема Х1Ш. Нара Пуансо. общая величина слатающихъ 
которой есть Л, а разетоян1е послЪднихъ равно а, эквива- 
лентна совокупности пары вращеня ((Х, а)) и пары растяже- 
мя +(Х, а). тдЪ а — ортотональная проекшя на общее на- 


*) Ср. Вып, Т; етр. 24—95. 
**) Выщ. Т, стр. 26—37. 


‚4 


36 Д. Н. ЗЕЙЛИГЕРЪ. 96 


правлен!е слагающихъ пары Пуансо разетоян1я ихъ началъ. 
Эта теорема сводить изучеше пары Пуансо къ изученю пары 
вращения. 

Теорема ХИТ. ДвЪ пары вращеня эквивалентны, если 
ихъ моменты геометрически равны. 

Теорема ХТ. Совокупность двухъ паръ вращен1я эквива- 
лентна одной парз вращентя, моментъ которой есть геометри- 
ческая сумма моментовъ складываемыхЪ паръ. 


Наконецъ, если (1. в — моменты данныхъ паръ. 

) Ве: 
(а, В, 11), (2. В. 12)... — с5ы угловъ, образуемыхъ еъ 
осями прямо-угольныхъ координатъ 2, у, 2 прямыми С,.С...., 


(Ст, 41, а:)... —влатающйя по осямъ послёднихЪъ. то 








Пусть @,. С, иС.. а, 0. с— слатающие по осямъ и с9ы 
угловъ съ послЪдними момента С’ равнодЪйствующей пары, то 





Эти формулы содержатъ всю теоро паръ вращеня. 


Ш. Бращеня и растяженя силы, пары растяженя и 
пары вращентя в5 различныхь точках пространства. ПШре- 
дыдушля изелЪдованя привели набъ къ новому сочетаню двухЪ 
силъ. къ парз вращеня. Сила, пара растяженя и пара вра- 
щен1я — вотъ три элемента, къ которымъ, какъ мы увидимъ 
дальше, приводится всякая система силъ, дЪИйствующихъ на 
точки подобно-измЪняемой системы. Докажемъ теперь. что эти 
элементы не приводимы другъ къ другу, причемъ замфтимъ 
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1 


разъ на всегда, что система точекъ. къ которой относятся 
наши изелЪдован!я. свободна. 

Прежде всего, очевидно, что сила Г, приложенная к 
точкь 0, только тода эквивалентна нулю. если величина 
силы равна нулю. | 


Итакъ., если 
0. 
то 
и 


Пусть теперь Р, п Ч,—-двЪ эквивалентныя силы. прило- 
женныя къ одной и той же точкЪ 0. По предположеню , 


1) Р=4,. 


Разложимъ Г, по правилу параллелограмма на двЪ силы 
Ч, и Р,, изъ которыхъ первая совнадаетъ съ (4, по величин 


и направленю. 'Гогда 


Г. р 
о-Н Р==4 ) 
откуда 
== и Р'=о, 


на основами предыдущато. Отсюда мы заключаемъ, что де 
силы, приложенныя кф одной и той же тоцщкь, только 
тофа экеивалентны. если величины и направлемя сил 
одинаковы. 


Разсмотримъ теперь эквиваленитю: 
Р-(АБ.СР)==0 


Пару растяженя (АР,(1)) можно замфтить эквивалент- 
ной парой, слатающая которой были-бы равны по величинЪ 
силъ Р‚.. Пусть это новая пара будетъ (46. с4). Перенесемъ 
поелзднюю такъ, чтобы точка приложен1я @ ея ‚слатающей аб 
совпала съ (0, а сама слагающая аб оказалась прямо-противо- 
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положной силв Р.. Тогда пацисанная выше эквиваленшя 0б- 
ратиття въ слфдующую 


Ро аб-е р. 


Но совокупность силъ Р. и аб. приложенныхъ къ одной 
ий той же точкЪ О. имЪющихъ равныя величины и прямо-проти- 
воположныя направленя, эквивалентна нулю; слЗдовательно, 


Ор=50 и С)==0. 
Итакъ эквивалениля: 
у Е. 
Р.-+(АВ,СВ)=5. 
влечет за собой сльдуюийя двъ: 


Ро, (АВС). . 


Отсюда мы заключаемъ, что сила Р, и пара (АБС) 


не моцуть быть эквивалентны. Въ самомъ дЪлЪ. если 
у —=. 
(АВ. СР)=Р,, 


то. введя силу Г, равную по величинВ и прямо-противополож- 


ную силЪ Г. нолучимъ: 
(АВ, СР) Р,=Р-Р, =, 
что на основани предыдущато даетъ: 


ВИО (АВ.СР) 0. 


Мы видЪли выше, что пара Пуансо не можетъ быть за- 
мЪнена одной силой. Такъ какъ пара вращен1я есть лишь част- 
ная форма пары Пуансо, то, слЪдовалельно, пара вращеня 


в 
] 
у 
И 
} 
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_(СХа)) в сила Р, не моиуть быть эквивалентны дру друцу. 


Отсюда. какъ и выше. заключаемъ. что эквиваленияя: 


В те ((Х, а) =. 
Р==о, (Ха). 


влечеть5 за собой: 


Намъ остается разсмотрЪть эквйвалени1ю: 


(Ха)-+ (75. 


Эта эквивалениля не возможна, если моменты ‘обЪихЪ пар 
не равны отдЪльно нулю. Въ самомъ дфлЪ. совокупноеть (Ха) 


и ((7.5)) эквивалентна, но теоремз ХИТ, нарЪ Пуансо. которая 


не эквивалентна нулю. Итакъ эквиваления: 
(4) (РР), 

(Х.а)==0, ((7.6))=50. 
Раземотримъ наконенъ эквиваленцию: 


Р,-+ (Ха) -+ (Бо 


влечеть за собой: 


Совокупность Р, и (Х,@) эквивалентна сил Р. перено- 


сенной въ нфкоторую точку О’ прямой, вдоль которой дЪйству- 
етъ сила Ру. Итакъ 


Р-(Ха)=Р,; 

слЪдовательно, вмВсто предыдущей эквиваленщи, получимъ: 
Р-Н (СТ). 

Откуда на основании только что сказаннаго’ получимъ ; 


Ри==о. ((7.,6) =, 
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СлЪдовательно, | 

Р--(Х,а) ==0. 
откуда 

Р=5о, (Х.а)=0. 


Итакъ эквивалениля: 


Р,+ (Ха) (О), 
Р==о, (Ха) = и ((75)) ==. 


дастз: 


Отсюда, очевидно, вытекаетъ, что эквивалениия: 


о -- (а) Е (СБ) В ЕО а О 
влечетъь за 6000й: 
Р==Р, (Х.а)==(Х',а) и ((7.5))=(7".5’)). 
Пусть теперь Р„— сила. О— какая-нибудь точка пространства 


(ч. 8). Опустимъь изъ О перпендикуляръ Оа на направлеше_ 
силы и перенесемъ послзднюю въ а. Тогда 


Р.=Р,+-(Р.,Аа). 


Проведемъ чрезъ О прямую, параллельную а4, и приложимъ 
вдоль нея двЪ равныя и прямо-противоположныя силы № и Го, 


общая величина которыхъ равна величин силы Р. Тогда 


)) РеЕР-(Р, Аа)-+((Р.0а)) 


Сила Р, ‘есть сила Р., перенесенная параллельно самой себЪ 
въ О. Мы видимъ. что такой переноеъ силы Р) даетъ пары 
(Р‚, Аа) и ((Г,0Оа)). Моменты Ш и М, поелЪднихъ имфютъ 
слЪдующя выраженя: 


в) П.=РРа, М, =Р.Аа, 


причемъ моментъ 1, периендикуляренъ къ плоскости (О,Р)). 
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Вышеупомянутый переносъ силы Р, въ точку О назовемъ при- 
веденемъ силы къ О. Точка О есть начало приведеня. сила 
„» пары (Р‚.Аа) и ((Р..Оа)) — элементы послвдняго. при- 
чемъ моменты послЪдняхъ назовемъ растяженеяъ и вращенемъ 
силы А, въ точкЪз О. Назовемъ плоскость перпендикулярную 
къ направленю силы Р, въ 4. центральной плоскостью силы. 
Формулами а) й В) доказывается слдуюцая теорема: 

Теорема ХТ. Приведеме силы Р‚, къ точкз О даетъ 
три элемента: силу Р», пару растяжемя (П\) и пару враще- 
шя ((11)). Сила Р, есть сила Р). перенесенная параллельно 
самой себ въ О. Растяжеме П, пропорщюнально разстоянию 
начала О отъ центральной плоскости силы Р‚) и мфняетъ знакъ 
при переход точки О съ одной стороны плоскости на другую. 
Вращене 1/, пропорщюонально разстояню начала О отъ пря- 
мой, содержащей силу. Моментъ М, перпендикуляренъ къ 
плоскости (О.Р). их 

Слльдствте [. Во всЪхъ точкахъ плоскости. параллельной 
центральной плоскости, сила Р, вызываетъ одинаковыл растя- 
женя. Въ точкахъ центральной плоскости это растяженте 
равно нулю. 

Оллъдстяе ТТ. Во веЪхъ точкахъ прямой, параллельной 
паправленио силы Р.. нослФдняя вызываетъь одинаковыя вра- 
щен1я. Въ точкахъ прямой, содержащей силу. это вращене 
равно нулю. 

Назовемъ лучемь прямую. перпендикулярную къ моментамъ 
вращег1й всфхъ своихъ точекъ. 

Теорема ХТП. Всякая прямая, вотрзчающая прямую, 
вдоль которой дЪйствуетъь сила Р, ебть лучъ. 

Въ самомъ дЪлЪ. моментъ вращен1я въ О пернендикуля- 
ренъ къ плоскости (О.Р) и. слЪдовательно. периендикуляренъ 
къ прямой, проходящей чрезъ О и вотрзчающей Р. 

Пусть теперь (Рд, Р,} —пара растяжения. По опредЪлентю, 


(Р.Р )=РА- РЬ. 
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Приведя каждую изъ слагающихъ къ какой-нибудь точкЪ 
(), получимъ: 


РА=Р-(ПЬ)-+((М,)); Р,= РУ (ШУ)+ (М), 


гдЪ символы (Ш) я ((1/')) обозначаютъ пары растакеюя и 
вращеня соотвЪтетвенно. Отсюда находимъ: 


РА-- Рь=Е(РА,Рь)==Р-Е Ро + (Ш )-+ (По) + (4) (6%) 


ИЛИ 
+В’ (П) + (Ш) —(РА,Рь)-Е (04) (Мо. 
ПримВняя къ этой эквивалении сказанное выше, получимъ: 
В-ЕРу=о. №--Му==о, (ПУ (ИУ == (РА,Рь). 


Вторая изъ этихъ формулъ показываетъ, что пара растя- 
женя вовсе не вызызаеть вращения в5 какой-нибудь точкъ 
пространства. Формулу третью можно формулировать сл$дую- 
щимъ образомъ: хара растяженя вызывает во всякой точк 
пространства одинаковое растяжене. моменть котораю ра- 
венз моменту пары. 

Очевидно. это лишь иная формулировка теоремы Г. Точно 
также мы докажемъ, что пара вращеная не вызывает» растя- 
женля вз какой-нибудь точкъ пространства, а лишь вра- 
щене. моменлиь котораю зеометрически одинаковз с5 момен- 
том приводимой пары. 

Пусть теперь С—система силъ Р,. Р....Р,. ИШрюведемъ 
каждую силу къ какой-нибудь точкЪ 0. Тотда, по предыду- 
щему. получимъ: 


Р.= Р'-4+(П/)-+ ((1)),..Р=Р®-++(П®) + ((М®)), 


откуда 
Сб=ХР.=хР24У(П’)-+У((М%)). 
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‘Совокупность силъ РО приложенныхъ къ одной и той-же 
точкв О. можетъ быть замЪчена одной силой А, приложенной 
къ тоЙй-же точкЪ. Равнод®йствующая /, аналитически опред$- 
ляетея формулами А) этой главы. Геометрически величина и 
направлен е А, дается замыкающей многоугольника, стороны 
котораго геометрически равны силамъ системы С”). Совокуп- 
ность паръ растяженй (15?) эквивалентна, какъ мы вид%ли, 
одной пар (П,), моментъ которой Ц, ееть алгебрическая сумма 
слагающихъ моментовъ Г. И >((М7)) можетъ быть 
замфнена одной парой вращения ((14.)). Моментъ послфдней 
М. аналитически опредЗляется формулами В) настоящей главы. 
Геометрически онъ опредЪляется, какъ замыкающая многоуголь- 
ника. стороны котораго геометрически равны слатающимъ мо- 
ментамъ 1/5. 

На основании всего сказаннаго получаемъ: 


СЕВ, (И) -+((Мо)). 


Такую замфну системы С силой, парой раетяжешя и на- 
рой вращен!я назовемъ приведешемъ системы С къ точк О. 
Посл дняя — евть начало приведеня, А’. (Ш) и ((44,)) —эле- 
менты послздняго. Положимъ. что даны дв эквивалентныя 
системы силъ Си С’. Цриведемъ каждую изъ нихъ къ какой- 
нибудь точкВ О. Если А, (Ши ((1.)). В, (Ш) и ((04))— 
соотв тетвующе элементы приведеня. то 


с—в,-+(1,)-+((9,)), б=-+ (18) (М, 


Но. по предположентю. 








слЪдовательно . 


аа, + ((4%))==А5- (1 у (м, )). 


*) Вып. Г, стр. 9, глава Ш. 
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Посл дняя эквивалентя влечетъь за с0б0й., по предыдущему. 
слфдующя: 


В =’. (п (П»), (М) ==((М), 
что даетъ намъ теорему: 


Теорема ХУШ. ДвЪ эквивалентныя системы силъ им- 
ютъ одинаковые элементы приведеня во веякомъ началв при- 
веденя. 

Слъдетве. ПвЪ сйлы Р‚) и @; эквивалентны лишь въ 
томъ случа, если он приложены къ одной и той же точкЪ, 
причемъ силы должны быть геометрически равны. . 

Для доказательства приведемъ силу @з къ точкз А. Пуеть 
Ч, (ПА) и ((14,))-— элементы приведен1я. Тотда 


(:==Р == -+(И,)-- (4). 
откуда, по предыдущему. слЗдуетъ: 
РЕ; (По, (=. 


Первая изъ этихъ формулъ показываетъ, что силы Ру и 
()\ одинаковы по величин® и направленю. 

Изъ второй, въ силу 3). вытекаетъ, что центральныя 
плоскости силъ Р) и Ч, совпадаютъ. Наконецъ послздняя, 
въ силу тВхъ-же формулъ 8), доказываеть совнадете прямыхъ, 
вдоль которыхъ дЪйствуютъ силы РА й (Ч, 4. Е. О. 

Пусть С —- система силъ. эквивалентная совокупности 
систомъ 01, 0... О тв 


(==ХС,. 


Пусть ВФ. (ПФ) п ((047)) — элементы приведеня въ 
точкв О слатающей еистемы С. Д,. (П.) и ((,)) — элементы 
приведеня къ той же точк® равнодЪйствующей системы С. 


% 
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Предыдущая эквиваления перейдетъь въ слфдующую: 
В + (Ш )-+(м = -УИФ)-+((Мо)). 


Складывая силы Л” въ одну Ао, пары растяженмя (По) 
въ одну (Пь) и пары вращения ((1457)) въ одну ((14,)}, найдемъ: 


(НЕО) -Н)-+ (4), 


откуда, какъ и выше. 


ВВ, (ПИ) и ((М,))==(М). 


ЗамЪтимъ. что сила Л, есть геометрическая сумма сплъ. 
[< моментъ Ш? есть алгебрическая, а моментъ Л) — геоме- 
трическая сумма моментовъ 1?. ПослЪдними формулами дока- 
зывается слфдующая теорема: 

Теорема ХХ. Моментъ растяжен1я въ точкЪ О равно- 
дЪйствующей системы С равенъ алтебрической сумм момен- 
товъ растяжения въ О слатающихъ сиетемъ С°. Моментъ вра- 
щешя въ О системы С равенъ геометрической суммВ момен- 
товъ вращеня въ той же точкВ О слатающихъ системъ (0%. 

Эти двф теоремы чрезвычайно важны для послфдующаго. 


ВТА ВА 


Плоская система силъ. Система силъ, лежащихъ въ про- 
странствЪ. Винтъ. 


Перейдемъ къ приложешямъ теоремъ предыдущей главы. 
Но предварительно разсмотримъ частный случай сложения силы 
и пары вращеня. 

Теорема ХХ. Совокупность силы ГР, и нары вращеня 
((1/)), моментъ которой перпендикулярень къ направлению 
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силы. всегда эквивалентна одной сил ЁР,,. Силы Рь и Р,, тео- 
метрически равны, причемъ плоскость (Р.. Р„) перпендикулярна 
къ моменту Д/, а прямая ОО’ периендикулярна къ общему на- 
правленю силъ Ри №. | 

Доказательство. Пусть Р, и ((М,)) — данныя сила и 
пара вращеня, моментъ которой М перпендикуляренъ къ направ- 
лен1ю силы Р,. Проведемъ чрезъ послЗднюю плоскость о, иер- 
пендикулярную къ прямой ЛХ. Плоскость и параллельна, по 
предположен1ю, илоскости., въ которой лежитъ пара (№). Пере- 
несемь послфднюю на х и здЪеь зам$нймъ эквивалентной па- 
рой (Р», Рь), слатающя которой имЪютъ одинаковую величину 
съ силой Р.. СлЪдовательно, но теорем® ХТУ, 


РАВ= М. 


Новую пару ((Р.. Р,)) повернемъ въ плоскости а, не 
измВняя длины плеча АБ п величины слатающихъ, такъ, чтобы 
точка приложеня слатающей Р‚\ совпала съ 0. а сама ела- 
гающая оказалась прямопротивололожной силз Г,. Тогда 


ВМ, )==ЕРь + ((Рь, Рв))=ЕР- ГАР, 
причемъ, такъ какъ ОЛ равно нулю. то 
АБ=оОБ: 


Но равныя и прямопротивоноложныя силы Ру ий Р. при- 


ложены теперь къ одной и той же точкЪ; слЪдовательно, 
Е р Р ные 
РА -+-РА==0 Р-(СМ.))=РЬ, 


причемь 0/3 перпендикулярно къ Р‚. 4. Е. О. 
Примъчане. Разстолме ОБ равнодЪйствующей силы ГР» 
отъ Р) дается формулой: 


ОВ = АБ= 


М 
р. 
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Слмьдстве. Совокупность пары Пуансо и силы Р, па- 
раллельной плоскости пары, эквивалентна силЪ Р,. перенесен- 
ной параллельно самой себ въ плоскости, параллельной плос- 
кости пары. 

Доказательство. По теорем® ТУ, пару Пуанео, лежащую 
вт плоскости о, можно замфнить совокунностью пары вращен1я 
(()), плоекость которой параллельна а, и пары растяжения (1). 
Но. по предположеню, плоскость я параллельна Ру; слЪдова- 
тельно, моментъ Л перпендикулярень къ Р,. Откуда. на оено- 


ван1и доказанной теоремы, 


Р- ((М))==Р,, 


гдз сила Р, геометрически равна вил Р,. причемъ плоекость 
(Г, В,) нараллельна ©. СлЪфдовательно. 


Р,-+ (0) (П)==Р, + (П)ЕЕРь. 


 тдз Р,„—вила, дЪйствующая вдоль прямой Р,. С. Е. ПО. 


1. Плоская система силь. Пусть С — пловкая система 
силъ Р.Р.... Р,, приложенныхъь въ точкамъ 1, %... 1. 
Для приведен1я этой системы къ простзйшему виду замфтимъ 
слздующее. ДвЪ силы Р; и Р, еиетемы лежатъ въ одной плос- 
кости: слЪдовательно. ихъ можно сложить, причемъ результа- 
томъ сложеня будетъ, одна сила или пара Шуанео, которая въ 
частномъ случаЪ можеть обратиться въ пару вращеюя или 
пару растяжен1я. Наконецъ. если силы Р; й Р, приложены къ 
одной и той же точкЪ. причемъ силы эти равны и прамопротиво- 
положны, то совокупность ихъ эквивалентна нулю. Основываяеь 
на этомъ замчанш, сложииъ силы Р; и Р, въ одну А,. Гели, 
визсто А. получимъ пару Пуансо или ея частные виды, то, 
по слфдств1ю доказанной только что теоремы, вмфсто совокуп- 
ности пары Пуансо и силы Р.. получимъ одну силу'А, Про- 
должая точно также, пока не исчерпаемъ вофхъ силъ системы, 
мы. очевидно, приведемъ састему С или къ одной вилв Л, - 
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или КЪ парЪ Цуансо: Въ частномъ случаЪ, послфдняя можеть 
оказаться парой вращеня, парой растяжетя или даже эквива- 
лентной нулю. если точки приложенй ея слатгающихъ совпа- 
дуть въ одну. 


ЗамЪтимъ, что приведеме системы (С не зависить отъ 
порядка. въ которомъ складывались силы системы. Это прямо 
вытекаетъ изъ результатовъ предыдущей главы. 


Разберемъ теперь отдЪльно указанные частные случаи. 


А. Случай, кода система эквивалентна одной силь В). 
Назовемъ точку О центральной точкой системы С. Величина 
силы П, дается геометрической суммой силъ Р. Это елЪдуетъ 
ИизЪ доказательства теоремы ХХ. Прилагая къ разематривае- 
мому случаю эту теорему. а также теорему ХУТ, получаемъ: 


Теорема ХАХГ. Еели геометрическая сумма силъ плоской 
системы не равна нулю, то система эквивалентна одной силЪ 
1, приложенной къ центральной точкз системы. Въ этомъ 
случаВ, растяженя систеуы одинаковы во всфхъ точкахъ пря- 
мой у. лежащей въ плоскости системы и пернендикулярной къ 
силв Ду. Растяженя системы равны нулю въ точкахъ прямой 
у, пересфчентя плоскости системы съ центральной плоскостью 
силы А,. Врашентя системы одинаковы во возхъ точкахъ пря- 
мой . лежащей въ плоскости системы и параллельной силЪ 
1. Эти вращешя равны нулю вЪ точкахъ прямой №. вдоль 
которой дЪйствуетъ Д.. Въ центральной точкз О вращене и 
растлжене системы одновременно равны нулю. 


Мы получили такимъ образомъ теоремы ХУГи ХУП пер- 
ваго выпуска. Тамъ прямыя в и \, были названы нулевыми 
прямыми. у 


В. Случай, кода система эквивалентна паръ Пуансо. 
ЗамЪчая, что пара Пуансо уаспадаетея на пару вращеня и 
пару вращеня, мы въ силу той же теоремы ХТХ полу- 
чаемъ : 
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Теорема ХХП. Еели плоская сиетема силъ эквивалентна 
пар Пуансо, то растяжеюя и вращеня системы силъ одина- 
ковы во всЪхъ точкахъ плоскости системы. 
Примъчане. Въ ‘частномъ случаЪ,. если. вмзсто пары 
Пуансо, получимъ пару вращентя. то во веЪхъ точкахъ плос- 
кости системы растяженя равны нулю; если пара Пуансо 06 
ращается въ пару растяжения, то равны нулю вращеня. 
Нами было показано ”). какъ по врашешямъ и растяже- 
нямъ въ трехъ точкахъ судить о томт. чему эквивалентна сйс- 
тема силъ. Равнымъ образомъ, было дано ””) построешме цен- 
тральной точки й нулевыхъ прямыхъ. Отсылая читателя къ ука- 
заннымъ мЪъстамъ перваго выпуска. приведемъ здесь лишь фо} - 
мулы. въ которыхъ заключается вся аналитическая теортя плос- 
кой системы силъ^””). 
Пусть Ох, Оу — прямоугольная система координатъ, ле- 
жащая въ одной плоскости съ системой силъ. Если А и 65— 
слагающия по осямъ равнодЪйствующей силы Д. образующей 
съ осями уголъ а. х,, у, — координаты центральной точки. то, 
полагая : 
М, =У(Х#- Ту), Ч. =>(х7—УХ), 

найдемъ ; 
АЖ - БС. ВМ — АС. 
Е о 





причемъ 


Б 
А—>А, Б=>У. '11= А-В, Ча= 


тд (Х, Г) —слагающия силы Г, дЪйствующей на точку (2,у). 
Уравненя нулевыхъ прямыхъ будутъ: 


Ах--Бу=М,. Б5—Ау=С.. 


*) Вып. Г, стр. 44. 
**) ТЬ14. стр. 43 -44. 
*"*) ТЫ. стр. 46—48, хормулы В, 7, 9, в, 5 аи 6. 


Т. ХШ. Зап. Мат. Отд. 4 
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Система силъ эквивалентна нулю. т. е., находитея въ 
равновз сли. если 


[= О —в 
т. е.. если 


ХХ=о, ХУ, Х(еХ-РуГ)=о, (УХ). 


Эти услов1я равновЪс1я, какъ мы уже сказали въ введе- 
ни, были впервые даны Мэб1усомъ въ его второй работз. 

П. Система силь вв пространствъ. Пусть С — система 
силъ ГР. дВйствующихъ въ пространствВ на точки подобно-из- 
мЪняемой системы. Мы видЪли въ предыдущей глав. что 


=, -+(Ш)- (С), 


тдф А,. (По) и ((4)) — элементы приведен!я системы С къ 
произвольной точкз О. Изъ даннаго тамъ же опредзленя ЭТИХЪ 
элементовъ вытекаетъ слЪдующая теорема: 

Теорема ХХШ. Силы, приложенныя къ точкамъ подобно- 
измвняемой системы, всегда могутъ быть замВнены совокуп- 
ноетью одной силы В,, приложенной къ произвольной точкз () 
системы, пары растяжешя ((П.) и пары вращеня ((14)). мо. 
ментъ которой 1/, вообще не параллеленъ направлению силы 
В. Величина и направленте силы А, не зависятъ отъ выбора 
точки (. 

Это —обобщенте соотвфтствующей теоремы Пуансо “). 

Разложимъ ((1/,)) на слагающия ((9,)) и ((9,)), причемъ 
моментъ 9, параллеленъ направлению силы А’, & 9, периенди- 
куляренъ къ послЪдней. Эквивалениля 


= А, -+(П)-+((М,)) 





*) Ро1пз06. Е 6 топ Че З1айдле, 8-ше 64 Рагз 1842, р. 77. 
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перейдетъ въ слфдующую: 


СА, -+(,)-+((9,))-+ (4). 


Совокупность силь Л, и пары ((9,)) эквивалентна силЪ, 
пересенной параллельно самой 0606 въ нЪкоторую точку О’ 
(теор. ХХ). Итакъ 


(—А„- (Ш) + ((9.)). 


Совокупность силы А, и пары (П.) эквивалентна сил, 
перенесенной по прямой. вдоль которой она д»\Иствуетъ, въ 
нВкоторую точку «. СлВдовательно, 


0—2, + ((4,)). 


Замзчая, что во вефхъ предыдущихъ преобразовашяхъ 
сйла ЛД оставалась параллельной самой себЪ, мы заключаемъ: 

Теорема ХАПГ. Силы, дЪйствующия на точка подобно- 
измнлемой системы, могутъ быть замфнены одной силой и па- 
рой вращен1я, моментъ которой параллеленъ силф. 

Это—обобщен1е соотвфтетвующей теоремы Пуансо”). 

Точку ® назовемъ центральной точкой системы. прямую, 
вдоль которой дЪйствуетъ сила А„.— центральной осью. 

Теорема ХХТ“"). Приведен!е системы къ центральной 
точкЪ единственно. 

Доказательство. Въ самомъ дЪлЪ. допустимъ существо- 
ван! двухъ центральных точекъ ®ю и ®', причемъ А» и ((9))— 
соотвЪтетвующе имъ элементы приведеня системы силъ С. 
Эквиваленци: 


=, ((9)), С==Вы-+Н (9), 
Вь--((9))=ЕВ=-Р((9°)). 


ДАютЪ : 


*) Ро1тз0%. 106. с1%. р. 79. 
*“) Выш, Т, стр, 65, примч, 


УВКАКУ 


ИММЕВСПУ ОЕ НО 
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Изъ сказаннаго въ предыдущей главЪ вытекаетъ, что эта 
эквйвалениая влечетъь за с0б0й дв слЪдующхъ: 


В,==Вь» ((9))==((9’)). 


Первая показываетъ. что точки Фи ®’ совпадаютъ и что, 
кромв того, силы А, и Д., одинаковы по величин и направ- 
лено; изъ второй слЪдуетъ геометрическое равенство момен- 
товъ ди 0". (4. Е. О. 

Назовемъ винтом» совокупность силы А, и пары ((9)), 
моментъ которой параллеленъ направленю силы. Точка « ееть 
иентрз винта, прямая (). вдоль которой дЪйствуетъ сила А,.— 
винтовая 065, плоскость («), перпендикулярная къ О въ ®.— 


ею 
центральная или нулевая плоскость винта. Отношене р №о- 


мента пары къ величинЪ силы называется винтовымъ парамет- 
ромъ. Назовемъ его чрезъ р. Винтъ параметра р. центръ ко- 
торато въ «, 0овью служить прямая О. а слагающая сила есть 
А»„, будемъ обозначать символомъ (А». 2). 

Теорему ХХГ” можно формулировать слЪдующимъ об- 
разомъ: 

Силы Р, дЪйствующая на точки подобно-изм8няемой сис- 
темы. мотутъ быть замфнены винтомъ, приложеннымъ къ н%ко- 
торой точкз. Слатающая сила винта равна, по величинЪ и 
направлен1ю, замыкающей многоугольника, стороны котораго 60- 
отв тственно равны и параллельны силамъ Р. 

Изъ даннаго выше построеня слатающей пары винта сл$- 
дуетъ. что моментъ этой пары геометрически равенъ ортото- 
нальной проекцш на направлене замыкающей многоугольника 
момента вращеня системы сил въ любой точкВ пространетва. 
Отсюда вытекаетъ слфдующая теорема: 

[Теорема ХХУ1Т”). Проекщя на направлене оси равно- 


“) Вып. Т, стр. 65, теор. ХХУШ, сл. 
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дЪйствующаго винта момента вращен1я системы силъ въ какой- 
нибудь точкв пространства есть величина постоянная. равная 
моменту слагающей пары винта. 

Пусть (Аь. р, )—равнодВйствуюний винтъ. Найдемъ эле- 
менты приведен1я послфдняго къ какой-нибудь точк% а (ч. 10). 
Опустииъ для этого изъ а перпендикуляръ аа’ на винтовую 
ось й перенесемъ силу А» въ а’. Тогда 


В, ==Аи в (т. г, 


тдф (п.) обозначаетъ пару растяженя (Ау. ха’). Чрезъ а про- 
ведемъ прямую. параллельную оси винта, и приложимъ въ а 
вдоль проведенной прямой двЪ равныя и прямо-противополож- 
ныя силы А’ и А’. общая величина которыхъ равна величин» 
силы А. Введенная пара эквивалентна нулю. Но теперь, 
вместо одной силы 2, мы получили силу Д’ и пару враще- 
я (А. В). Обозначимъ послфднюю чрезъ ((9,)). На оено- 
ваши предыдущаго. 


Вы==В.- (к) (1). 


Сложимъ теперь въ парой ((9.)) винтовую пару вращентя 
((9»)). моментъ которой 9 даетея формулой: 


а) 9—8. 


Моменты д и 9, обЪихъ паръ взаймно-перпендикулярны. 
Въ вамомъ дЪлЪ. первый параллеленъ винтовой оси, & второй 
периендикуляренъ къ послздней, какъ это слвдуетъ изъ по- 
строеня. 
| Построймъ при а прямыя 49, и 49. геометрически рав- 
ныя моментамъ складываемыхъ паръ. ЛЛатональ а прямоуголь- 
ника 29, М9 будетъ моментомъ равнодзйствующей пары ((0/,)). 

Все вышесказанное даетъ намъ: 


(Вы, во )-ЕВ.- (т.)-Н((М.)), 
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причемъ моментъь м, и Л, опредЪляются формулами: 
В) т.=Аша, М =о-9Т, .9.=В.аа. 


Если а—уголъ 1/49. то 


аа я 
т) мат М.=Р’(аа"-+ р), 


въ силу а) и В). и формулами доказывается слЪду- 
ющуя теоремы: 


Теорема ХХТИ”). Равтяженя системы силъ, дЪйетвую- 
щихъ на точки подобно-изм$няемой системы, одинаковы во веЪхъ 
точкахъ плоскости, параллельной центральной плоскости равно- 
дЪйствующато винта. Въ точкахъ центральной плоскости эти 
растяженля равны нулю. 


Теорема ХХУШ””). Моменты вращеня  теометрически 
одинаковы во всЪхъ точкахъ прямой, параллельной оси равно- 
дфйствующаго винта. Уголъ момента вращешя съ осью послзд- 
няго равенъ нулю лить въ точкахъ оси и равенъ прямому въ 
безконечно-удаленныхЪ точкахт. 

Эти теоремы — основныя. Прежде. чЪмъ перейти къ ихъ 
приложенянъ, напомнимъ главные результаты аналитической 
теор интеревующато насъ вопроса “**). 

Пусть 0 — начало прямоугольныхъ координатъ 2, У, 2. 
Р.—одна изъ силь системы (0, Х, 7, Й — слатающия вилы Р, 
т, у, 2— координаты точки А. Если А, (Ш) и ((, ) — 
элементы приведеня системы силъ къ (0, то 


А) б=В,+(П,)-+ (4). 


*) Вып. Т., теор. ХХ\У и ХХУ. 
“*) Па. стр. 68. 
*=*") ГЬ14., стр. 72—80, хорм. 1, 2, 2', 3, 2" и, 
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Положимъ, что А, Б, С— слатающия ‘вилы В, Г. М, М— 
пары 1. Тогда 


А=хХ, В=хУ, 0=ХУй, В? = А?- В*--С?; 
2[=>(у7—<7). ак 7 №=У(#7—уХ); 
М=тТ- М?-- №? 
Ш=У(#А-у7-+:й)=>Рос5( Г, 6), 
тдв о — разстоянте точки приложеня А силы ГР, отъ начала 


координатъ. 


Уравненя центральныхъ нлоскости и оси суть: 


С) Ах-- Ву С2= Ц, а п урав, 








гдЪ величины $, у. С опредЪляются формулами: 
р) В*=ВМЬ—СМ, В =СЬЕ—АМ, 1% =АМ-— ВИ. 


Для координатъ 5х,. У,. 2» — центральной точки ® и м0- 
мента // слатающей пары равнодЪйствующаго винта будемъ 
ПМВТЬ: 


| 82%, =АМ,-+ВМ—СМ, 1? =ВМ, + 
Е) | +СГ—АМ, В =СМ, + АМ-— ВЕ, 
МЕ=Ат- ВМ--СМ. 


Изъ А) вытекаетъ, что система С эквивалентна нулю, если 
одновременно : 


В, =о. (И )=(( М) 0. 
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что даетъ слВдуюция убловя равновЪелл: 


УХ=0о, ХУУ=о, УЙ=о, Х(уй—2У)=о, Х(#ХЬ—#й)=0, 
У(#7—ухХ)=0, 


У\(#Х-Ну7-=7) => Рос8(Ро)=0. 


Эти условля были впервые даны Мэб1усомъ, какъ мы уже 
сказали въ введеши. 

Пуеть а0-— какая-нибудь прямая (черт. 11), А, (П,) и 
((М.))—элементы приведен1я системы вилъ С къ точкВ а. По 
опредвлен!ю, 


) б=В,-+(П,)-+ (М). 


Приведемъ систему С къ точкз 0. Для этого опустимъ 
периендикуларъ 06’ на А, и перенесемъ силу А, въ 6’. Тогда 


) В=В,КВ, а). 


ЗатВмъ чрезъ 6 провеодемъ прямую, параллельную направ- 
лено вилы Д,. и приложимъ въ 6 вдоль проведенной прямой 
дв равныхъ прямо-противоположныхь силы Д, и А,. общая 
величина которыхъ равна величинф силы А,. Введенная пара 
силъ эквивалентна нулю; слздовательно, 


1) Вы=В,ЕАНЕВ = АГ, А 


такъ какъ силы А, и А,, очевидно. составляютъ пару вра- 
щеня. На основанш а), В) и 1), 


с ВНЕ, НСМ, 55). 


Совокупность паръ растяжешй (Л,) и (А, аб’) эквива- 
лентна одной парз (П,), моментъ которой П, есть алгебри- 
ческая сумма моментовъ первыхъ двухъ. Равнымъ образомъ 
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совокупность наръ вращеня ((1.,)) и ((А,,, 6'5)) эквивалентна 
одной пар ((10/,)), моментъ которой Л/, есть геометрическая 
сумма моментовъ первыхъ двухъ. Итакъ 


(== А Н(ь)--(СМ,)). 


Построимъ моментъ //,. Пусть №, — моментъ пары ((Ё„.0’6)) 
и 06, — прямая, геометрически равная моменту №. ДЛатональ 
М, параллелограмма 00, № есть искомый моментъ ЛИ,. 

Замзтимъ, что моментъ М, перпендикуляренъ къ плос- 
кости баб’ и, ‘слВдовательно, къ прямой а0. Отсюда мы заклю- 
чаемъ, что проекиля момента Л, на аб равна проекцш прямой 
06. Но послЪдняя геометрически равна моменту Л/,, откуда 
вытекаетъ слЗдующая теорема: 

Теорема ХХХ. Моменты врамщен1я системы силъ (7 въ 
точкахъ прямой аб имЪютъ одйнаковыя проеки!и на а6. 

Сльдствае *). Прямая. перпендикулярная къ моменту вра- 
щения одной своей точки, перпендикулярна кЪ моментамъ вра- 
шен1я воЪхъ своихъ точекъ. 

Такую прямую мы назвали лучем5. Итакъ система силъ, 
дЪйствующихъь на точки подобно-измняемой формулы, опредз- 
ллетъ комплексъ лучей—прямыхъ, перпендикулярных къ мо- 
ментамъ вращенля вофхъ евоихъ точекъ. 

Этотъ комплексъ быль изелфдованъ въ [ выпускЪ (гл. Х). 
Вотъ его главпыя свойства: онъ--первато порядка. а каждый 
лучъ есть касательная къ винтовой лиюи, лежащей на пря- 
момъ кругломъ цилиндрЪ. осью котораго служить ось равно- 
дзйствующаго винта. 

Пусть (Вь. Ро)-- винтъ, эквивалентный вистем® силъ С. 
Назовемъ постоянную проекипо на прямую аб моментовъ вра- 
щен!я ея точекъ относительнымь моментомь винта (ПР) 
и прямой аб. 


*) Вып. [, теор. ХХХГ.. 
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Найдемъ велизину этого относительнаго момента. 

Пусть ми— кратчайшее растяженте винтовой оси О и пря- 
мой аб (ч. 12). Моментъь Л/, вращеня винта въ точкз и опре- 
дЪляется слЪдующимъ образомъ: | 

Въ точкЗ п сетроимъ прямую Р,. геометрически равную 
моменту Ар винтовой пары. Затфмъ приводимъ перпендикуляръ 
(4, къ плоскости (п, О) по ту сторону послздней, съ которой 
направлене «АД винтовой силы кажется пдущимъ въ еторону 
движек часовой стр®лки. Длина Ол равна А.тп. Построен- 
ныя прямыя суть, по предыдущему. (стр.43) слатгающая момента 
М, вращен1я винта въ точкЪ п. ЗамфтимЪ. что прямыя Р, й 
С, взаимно-перпендикулярны. причемъ первая параллельна вин- 
товой оси. Такъ какъ у есть обиЙ перпендикуляръ къ пря- 
мыиъ 46 и (0). то тт перпендикулярна, какъ къ плоскости (а6, 
Р,). такъ и къ плоскости (Р, и Ч,). Сл довалельно, эти плос- 
кости совпадаютъ. По извзстной теоремЪ О проекция на ар 
прямой 1/, равна суммВ проекый на аб прямыхъ Р, и Ц,. 
Пусть «—уголъ между осью О и аб. Обозначимъ для краткости 
аф чрезъ (а), а относительный моментъ винта й прямой (а) 
чрезъ 2',,й. На оснований сказаннаго, получимъ; 


21. = Р‚сза-- О, зпа. 


Внося въ эту формулу, вмЪето Р, й @,, ихъ значешя и 
обозначая пт чрезъ 4, найдемъ: 


1) 2„В==А(реза-Ната,), 
откуда 
2) 21. = реза] авпа. 


Формула 1) показываетъ, что относительный моментъ про- 


порщ1оналенъ винтовой силз А. Величина 2... какъ это видно 


*“) Ба] шоп Е1е4]ег. Апа]узеВе Сеошефт1е 4ег Кере|всЬтае, 1887 
В, Ч. 3. 
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_ изъ формулы 2), зависить лишь отъ винтовато параметра, крат- 
чайнато разстоямя сто оси отъ (а) и угла а между этими 
прямыми. 27,.. очевидно, ость относительный моментъ того же 
винта (А. р.) и прямой (@) въ томъ случаЪ, когда винтовая 
сила Л равна единицф.` 

Прямую (4) мы назвали лучемъ, если она пермендикулярна 
къ моментамъ вращеюй возхъ своихъ точекъ. На основан 
предыдущей теореуы мы заключаемъ. что (а) будетъ лучемъ 
въ комплекев винта (В, ро), евли Зи,.-=0, т. в., вели 


реза 4зпа==0. 
откуда 
| = — а р 


АА. 


Возможный коэффишенть двухъ винтовъ. Взаимные винты. 
° Группы винтовъ. Винтовые координаты. 


Т. О возможномз коэффииленииь двухз винтовг. Пусть 
(В. р.) и (В, рз)—два данныхъ винта, 4 — кратчайшее раз- 
столне ихъ 06ей я и В, О — уголъ между послЪдними. Уве- 
личимъ параметръь р, перваго винта на величину пяраметра 
рз вторато и возьмемъ въ этомъ предположени относительный 
моментъ 2%. А новато винта (А,. р.-Ерз) и оси В втораго 
винта. Мы получимъ, на основаши предыдущаго, 


а) 2,8 В=А[(р, в )сзО-Е ат О]. 


_ <) Выш. 1, етр. 90, теор. ХПУ. Тамъ было получено: 419’ =р. Но 
обв Формулы вврны, — такъ какъ углы © и я’ дополняютъ другъ друга до 


180°, Авт. 
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Равнымъ образомъ. увеличимъ параметръ р2 втораго винта 
на величину 7. параметра перваго и возьмемъ въ этомъ пред- 
положенш относительный моменть 2ю;. В’ новато винта (А,, 
р:;-Ере) и 06и а первато винта. Тогда получимъ: 


8) №8 =А'(р,Ерв)е8О-Е ат]. 
Формулы а) и В) даютъ: 
1) Зови == (р. На }сзО- па 0. 


Мы видимъ. что 2ю,, есть величина, вполнз симметрич- 
ная относительно обоихъ винтовъ (А„р,) и (А,. р). Въ силу 
сказаннато въ предыдущей главЪ., 2. есть проекщя па В 
момента вращешя въ какой-нибудь точкЪ прямой В, вызваннаго 
винтом параметра 7, рз, лежащимъ на а, причемъ слагаю- 
щая сила винта равна единицЪ. Равнымъ образомъ, 2а,„з есть 
проекция на х момента вращеня въ какой-нибудь точкз пря- 
МоЙ ©, вызваннато винтомъ параметра р, -Н р», лежащимъ на В, 
причемъ слагающая сила вянта также равна единиц. 

Вифет съ Балемъ ”), назовемъ величину 2ю.2 возможнымъ 
коэффищентомъь винтовъ (А. р.) и (А, рз); величины же 
20. Ви 2, Д’ я назову возможными относительными момен- 
тами послЪднихъ. 

П. О взаимныхь винтахь. Лва винта (А„р.) и (В, ра) 
называются взаимными, евли ихъ возможный коэффипленть 
равенъ нулю. 

Два винта взаимны въ елёдующихъ случаяхъ: 

1. Оси винтов параллельны или совпадаюте. 


*) Вай. ТЬе ТЬеогу оЁ Эсгехуз. БаЪИа. 1876. р. 13. 
Юеш назвалъ величину 2», б0вмоотнымь инварантомь двухъ 
комплексовъ. 
Ср. Кеш Е. Маф. Аппмеп. В. П, 1869. р. 198; Па. р. 866. 
Замзтимъ, что этимъ авторамъ было извВстно лишь аналитическое 
и механическое значен!е возможнаго коэфФфищента. 67. 


В 
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Въ этомъ случаз сумма параметровъ должна равняться 
НУЛЮ. 
2. Оси винтовь пересткаются. 


Въ. этомъ случаз или вуима параметровъ равна нулю, 
или оси пересВкаются подъ прямымъ угломъ. 

3. Оси винтовё не лежать в5 одной плоскости. 

Въ этомъ случаЪ, самомъ общемъ, услов1е взаимности 
можетъ быть выражено слВдующимъ образомъ: два винта вза- 
имны. если ось одною изь нихь есть лу4ё комплекса, опуе- 
дъляемало вторымз винтом. параметрь которало увеличен 
на параметр» первао. 


Это прямо вытеваетъ изъ опредвленя луча. даннаго въ 
предыдущей глав, и опредЪлен1я возможнаго коэффищента 
ДВУХЪ ВИНТОВЪ“). 

Въ частномъ случаЪз, когда параметръ одного изъ двухъ 
взаймныхь винтовъ равенъ нулю, ось этого винта есть лучъ 
комплекса. опредЪляемато вторымъ. Обратно: лучи комплекса, 
опредфляемаго даннымъ винтомъ (А.. р»). Суть оби винтовъ 
нулеваго параметра, взаимныхъ съ винтомъ (Д,. ро). 

Теперь мы можемъ перейти къ изучен1ю винтовыхъ группъ. 

ПТ. Группы винтовз. Пусть (В. р», ), (Во. В», ).. (В, 
р.) — п данныхъ винтовъ, центры которыхъ въ точкахъ 
1. 2...п. а осями служатъ прямыя 9, @....0,. Совокупность 
этихъ винтовъ представляетъ нЪкоторую систему силъ. дЪйству- 
ющихъ въ пространств на точки нодобно-изм$няемой фигуры. 
Мы видЪли въ предыдущей главЪ. что такая система силъ во- 
обще эквивалентна нЪкоторому винту (бь. 2»). Итакъ 


(р», р.) => (В, р»: ). 


*) Ср. Сгауе!аз Н. ТЬеогейзеве Меепап & вфатгег бузфеште. ВегИп 
1889, р. 113. 
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Будемъ теперь м$нять слатающля силы А., А.... дан- 
ныхЪъ винтовъ, оставляя безъ измЪненя центры, оби и пара- 
метры послЪднихъ. Каждой системв значешй А,. А,...А, 6}- 
детъ отвЪчаль опредфленный винтъ (0». 0»). Совокупнссть воЪхъ 
винтовъ. полученныхь такимъ образомъ, составляетъ группу 
винтовъ. Данные винты, называемые основными, входятъ въ 
послзднюю, такъ какъ они отвЪчаютъ сиетемамъ: (А., 0.0... ), 
[Е 

Если, кромз этихъ, нЪть другихъ системъ., которыя опре- 
дВляли бы 60б0ю какой-нибудь изъ данныхъ п винтовъ, то 
послЪдн!е независимы между собой, а группа будетъ % порядка. 

Въ дальнзйшемъ мы постоянно будемъ предполагать, что 
основные винты независимы между собой. 

Найдемъ связь между какимъ-нибудь винтомъ (рь, р») 
группы и основными винтами. Для этого приведемъ каждый 
изъ послфднихЪ къ какой-нибудь точкЪ (0 пространства. Еели 
А, (И?) и ((М?)) — элементы приведеюя основнато винта 
(2. 2»: ), 65 (И) и ((М,)) — аналогичныя величины, со0т- 
вЪтетвующия винту (р», 0»). то 


(Аь в»; ==АЗ- (1?) (М), 
(ры, Ри} НИ) (СМ). 
Но. по предположентю. 


(ры, РЕЖ, ры; 
слЪдовательно. 


во-Е (Ш) (С) Е А + Ш) (СМ), 
откуда, какъ не разъ ужъ было замЪчено, 
Й в=>А®, (ПФ), ((М,))=2(М09). 


Первая изъ этлхъ формулъ показываетъ, что р, есть за- 
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мыкающая многоугольника А. стороны котораго геометрически 
равны силамъ ДС обсновныхъ винтовъ; изъ второй елВдуетъ, 
что моментъ вращеня Л/, есть замыкающая многоугольника 2, 
стороны котораго теометричееки равны моментамъ №09. 


Проведемъ чрезъ О какую-нибудь прямую т. Цо извЪет- 
Ной теорем, проекпля замыкающей многоугольника на прямую т 
равна суммЪ проекцй сторонъ многоугольника. ИрймЪняя это 
.ЕЪ нашему случаю, получаемъ теорему: 


Теорема ХХХ. Относительный моментъ винта (0». 7») 
группы и прямой 7 равенъ сумм моментовъ обновныхЪ вин- 
товъ относительно той-же прямой. 


Итакъ 
0. т == 2 Ты 7%» 


Слъдстве. Лучъ, обпий комплексамъ воЪхЪ осповныхъ 
винтовъ., есть лучъ каждато винта группы. 

Въ самомъ дЪлВ., въ этомъ случа вс т,» равны нулю 
откуда 


. 
"›т==0. 


т. е.. прямая т есть лучъ комплекса, опредЪляемато винта 
(рь, 2»). 

Увеличимъ параметръ каждаго основнато винта на нз- 
которую величину 7. Это значитъ, что къ каждому винту мы . 
прибавили пару вращешя ((рА°)), моментъ которой паралле- 
ленъ ий пропоритоналенъ слагающей силв /” винта. Слздова- 
тельно, слагающая пара ((7.0)) равнод?Ъйствующаго винта 
(6ь. р.) увеличится на сумму >((фА,)). 

Представимъ себЪ мнотоугольникъ (С, етороны которато 
геометрически равны моментамъ 2.А°. Такъ какъ стороны этого 
многоугольника соотвЪфтетвенно параллельны и пропорцональны 
сторонамъ многоугольника 4 (см. выше). то замыкаюния этихъ 
инотоугольниковъ также параллельны и находятся въ отноше- 
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ни сторонъ. СлЪдовательно, если  моментъ пары вращенля, 
эквивалентной У((рА,)), то 


вЕ-О 6; 


кромВ того, прямая м параллельна о, т. е., оби ах винта (рь. 0»). 
Полученная формула доказываетъ слвдующее предложеше: 
Теорема ХХХ1. Если параметры основныхъ винтовъ уве- 

личатся на одну и туже величину. то параметръ равнодйствую-- 

щатго винта увеличится на туже самую величину. 


Итакъ, если 
(А. Р.Е (рь- р»), 


У(В,, р: + р) == (рь, 9. + р). 


Пусть теперь (А. рз) — какой-нибудь винтъ. Возьмемъ 
возможные моменты 2Аб, в, ЗА, а...28“”,„„в обНОвНЫхЪ 
винтовъ относительно винта (Д,. рз). Для этого, по опредВ- 
лен!ю, нужно параметръ каждатго изъ основныхъ винтовъ уве- 
личить на рз и тогда взять моменты полученныхъ новыхЪ вин- 
товъ относительно прямой. На основане послзднихъ двухъ 
теоремъ заключаемъ : 

Теорема ХХХ. Возможный моментъ винта (р». ра) груп- 
пы относительно какото-нибудь винта (Л, рз) равенъ сумм 
возможныхь моментовъ основныхЪ винтовъ относительно тото же 
винта (А,, 03). 

Итакъ 





то. 


2) О.в == ХА. к 


Олъдстве [. Вантъ, взаимный съ каждымЪ изъ основ- 
ныхЪ винтовъ, взаименъ съ каждымъ винтомъ группы. 
Въ самомъ дЪлЪ, въ этомъ случа всф ®,. равны нулю, 


откуда 
Фив — 0. 


т, е., винты (0», 2») и (А, р») взаимны. 


55 МЕХАНИКА ПОДОБНО-ИЗМЬНЯЕМОЙ СИСТЕМЫ, 65 


Пусть (А„. р») — какой-нибудь винтъ. Предетавимъ еебЪ, 
что вдоль лучей комплекса, опредЗляемато винтомъ, дЪйствуютъ 
силы Р. Совокупность воЪзхъ этихъ силъ эквивалентна нЪко- 
торому винту (0»,9.). Каждую силу Р мы можемъ разсматривать. 
какъ винтъ нулеваго параметра. ЗамЪчая, что каждый изъ 
послфднихь взаименъ съ (А„р,), мы заключаемъ, въ силу 
только что доказаннаго предложеня, что и винтъ (бь. Ро) 
взайменъ съ (А„.р,). Итакъ мы получили теорему: 


Теорема ХХХ Ш. Совокупноеть силъ. дЪйствующихъ вдоль 


лучей комплекса винта (А„. 0.), эквивалентна винту, взаим- 


пому съ (В, В»). 

Изивнимъ слатающя силы А®, Д®.. А) обновныхъ 
вИНТОВЪ ВЪ ОДНОМЪ и ТОМЪ же отношени й и раземотримъ, что 
произойдетъ съ равнодйствующимъ винтомъ (0». 2.). Для этого 
обратимся въ формуламъ 1), представляющим приведене по- 
слЪдняго въ какой-нибудь точкЪ ©. Слагающая сила р, винта 
представляется. какъ мы видЪли, замыкающей ‘многоугольника 
Д. стороны котораго геометрически равны сйламъ 2... А. 
Слатающая бо новаго винта будемъ, слфдовательно. замыкать 
мнотоугольникъ А’. стороны котораго геометрически равны но- 
вымъ значенамъ силъ Аб)... А. Но эти новыя значеня, но 
предположению, пропорилональны прежнимъ: Отсюда мы заклю- 
чаемъ. что мнотоугольники А и А’ подобны; слЪфдовательно, 
силы 00 И р, ИмЪютъ одинаковое направлене. причемъ р» равна 
К... ДалЪе, такъ какъ параметры и оси основныхь винтовъ не 
измВнялись. то слатающие моменты 1’ измЪзнятЪъ лишь евои дли- 
ны, какъ это слёдуетъ изъ формулъ 1) предыдущей главы (стр. 44). 
ЦромЪ того, новыя значеня моментовъ Л”, въ силу тЪхъ же 
формулъ., будутъ равны прежнимъ, увеличеннымъ въ томъ же 
отношен!и #. Отсюда, какъ й выше. выводимъ, что новый мо- 
ментъ 1) имъетъ съ 1, одинаковое направлене и равенъ (. Л. 
Наконецъ. такъ какъ и центры основныхъ винтовъ остались 
тЪже. то отсюда вытекаетъ, что моменты Пб растяжеюй, вы- 


Т. ХШ. Зап. Мат. Отд. 5 
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зываемыхъ въ () основными вантами, увеличатся въ отношени К. 
СлЪловательно. въ такомъ же отношени увеличится ихъ сумма 
УП. равная Ц. 

Итакъ элементы приведеня къ О новаго винта отлича- 
ются отъ соотв тственныхъ элементовъ приведенйя винта (р»-Р») 
только тВмъ. что первые больше вторыхъ въ К разъ. Отеюда, 
на основами формулъ 1) предыдущей главы, заключаемъ, что 
новый винтъ отличаетсл отъ (р». Ре) только тВиЪ, что ето сла- 
тающая сила равна Ко. Итякъ, если 


5, р Е, =), 


(АА, Ро ЕЕ (#рь, р»). Я 


то 


Будемъ въ винтВ (бь, р») обращаль внимане только на 
его центръ, ось и параметръ. На основами предыдущаго мо- 
жемъ сказать. что каждый винтъ труппы 7-ю порядка опред?- 
ляется (й— 1) произвольными величинами: отношенями (и—1) 
слатающихъ силъ основныхъ винтовъ къ послЪдней. 

Мы видЪли. что винтъ, взаимный съ каждымъ изъ оспов- 
НыхЪ винтовъ, взаименъ съ каждымъ винтомъ труппы, Сово- 
купиость винтовЪъ, взаймныхъ со всфми винтами труппы 7-ю 
порядка, составляеть новую группу, взаимную съ первой. 
Найдемъ порадокъ этой новой группы. | 

Для этого замфтииъ, прежде всего. что въ опредзлеши 
винта. взаиинато съ даннымъ, центры ихъ и елатьюния силы 
не играютъ никакой роли. Отсюда вытекаетъ, что винтъ, вза- 
имный съ даннымъ, опредфляется 5-ю величинами. Изъ нихъ 4 
опредзляетъ положен!е его оси, пятая — его параметръ. Но 
винтЪ. взаимный во вефми винтами группы и-ю порядка, дол- 
женъ быть взаименъ съ я основными винтами. Слфдовательно. 
между пятью величинами. опредзляющими винтъ, существуеть 
п зависимостей вида: ®„=0. и только 5—9 изъ нихъ оста- 
ются произвольными. Но порядокъ винтовой группы, какъ мы 


—— _ мы 
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только что видЪли, на единицу больше числа произвольныхъ 
величинъ. крторыми можно располатать при опредвлен!и какого- 
нибудь винта групны. Итакъ винты, взаимные с5 данной руп- 
пой п-ю порядка, образують зрупту порядка (6—п}. 

ГУ. О винтовыхз координатахз”). Пусть (В, р»; \}—одинъ 
из и— независимыхь винтовъ. (р,. 2.) — какой-нибудь винтъ, 
группы. построенной на послЪднихЪ, какъ основныхЪ винтовъ. 
Назовемъ величины А®, А... 1 — координатами винта 
(р.› р»), основные винты-—координатными винтами. Для опредз- 
ления этихъ величинъ поступимъ слЗдующимъ образомъ. Возь- 
'емъ какой-либо винтъ (бу. ра), не входянай въ группу. 


Тогда, по предыдущему. 
ров = Ане . 


Беря, вмфето винта (В), еще (и— 1) любыхъ винтовъ (В’), 
(В”).... получимъ еще (и—1Т) уравненйЙ такого-же вида, изъ 
которыхъ можно будетъ опредЪзлить искомыя величины А°. 

ВиЪето винтовъ В, возьмем и основныхъ винтовъ а,. 
Замфчая, что 


Фик Де. 
найдемъ : 


а 
09, = А. „, В р, -- .. Е ВО, 
® 1 

Ох, = д! ат Аб,» -- ‹` +А’р. 


Наконецъ, вмЪсто В, возьмемъ винтъ я. Тогда 


ра = В, „-- Вю - .. Воины. 


*) Примьючате. Но независввшимъ отъ меня обетоятельствамъ я не 
могъ изложить теоро винтовыху, координатъ въ предыдущемъ выпуек% на_- 
стоящаго труда. Авт. 
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Полученныя уравненя даютъ: 
ор —= Др 2ВОД юи,, 


Такимъ образомъ слатающая сила равнодЪйствующато вин- 
та выражена помощью координатъ. Можно прямо найти выра- 
жене этой силы помощью послфднихъ. Для этого достаточно 
замфтить, что о есть замыкающая многоугольника, стороны ко- 
торато геометрически равны АО. Ол$довательно. 


5—4 ХО ез(а,). 


Раземотримъ частный случай. Пусть (А. р»). (А. ро)... 


ал > 25 
(6) .. 
(2), р..)— шесть независимыхъ винтовЪъ, (о, р.)— какой-нибудь 
седьмой винтъ. Въ слфдующей тглавЪ будетъ показано, что 
всегда можно тавъ подобрать величины А”. чтобы винтЪ (ри, Ре) 
группы, построенной на первыхъ 6-ти винтахъ. отличалея отъ 


(р.. 2») только центромъ. Очевидно. 


(о а*) РЕ (би, р.) (к), 


тд моменть п пары растяжеюня (п) равенъ + р.аа’. За коор- 
динаты винта (0.. р.) примемъ б-ть величинъ А“? и величину 
Для упрощеня формулъ выберемъ координатные винты слЪду- 
ющияъ образомъ. Внпить (ЛО. р, } выбираемъ произвольно, 
винт (АО, р,) взаимень съ первымъ, винтъ (ВО, р.) — 
взаименъ съ первыми двумя ит. д.. наконецъ винтъ (А. у, )— 
взаименъ съ первыми 5-ю. Примемъ кромф того. величину р 
за единицу. | 

Тотда. такъ какъ х„»„,==0. т0 предыдуштя формулы при- 
мутъ слВдующ видъ: 

Фа а, Фо 


ВН и ре 


— “. “6 


р. = Вар, р Ва, ..- А® 
1 = 520 + ое. 





# ® 
е 
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Что касается седьмой координаты п, то она, по преды- 
дущему, равна растяжентю, вызываемому въ а винтомъ (0,/. 72). 
Но, по предположен!ю. 


(р, в. (Во, ро). 
СОлЪдовательно. въ силу теоремы ХХ. 
РА 


тдЪ 4,— длина перпендикуляра, опущеннаго изъ а на прямую, 
вдоль которой дЪйствуетъь сила Д°, УХ — знакъ алгебрической 
суммы. 


Мы получили координаты А винта (р, Ре), сила кото- 
рато р равна единиц. Еще р не равна единиц, то коорди- 
наты Д’“. въ силу равенства: 


х(ЕВ°, р.,) = (№, р..), 
р’о е р. Во. 


р. 
будутъ: 


Выразимъ помощью координать А и 7® двухъ винтовъ 
(о. 2.) и (0, р’,) ихъ возможный коэффищенть 20... По 
предыдущему. 


Ч) хо‘ — Або. 
Но. какъ мы только что видЪли, 
Фо‘; == “о, 
слЪдовательно, 
Фиги == УВ, 


Отсюда, замЪчая, что 


од ==... 
снова’ получаемъ: 
р.= ХА, 
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Изъ предыдущаго вытекаетъ, что два винта взаимны, еели 
ХВО т р,,=0. 


Цоложимтъ. что координаты А“) какоте-нибудь винта удов- 
летворяють линейному одпородному уравненю вида: 


2А,ВО=0. 
Полагая: 


АД. 


Й 


ож. ° 
1 Ро: 





и 


р 
найдемъ : 
А = 0. 


т. е., винты (1°)...А®) и (7®...70) взаимны между ©060й. 
Отсюда мы заключаемъ. что, если координаты винта удовле- 
творяютъь и линейнымъ однороднымъ уравненямъ, то этотъ 
винтъ взаименъ съ 2 винтами и. слЪдовательно, входитъ въ 
группу порядка (6—7). 

ВеЪ результаты настоящей главы были получены Валемъ” } 
при помощи принципа Бернулли. Аналитически они были дока- 
занн впервые г. Занчевскимъ ^”). 


РЛАВА УГ 
Группы винтовъ различныхъ порядковъ. 


Здесь мы сдзлаемъ бЪлый обзоръ винтовыхъ групиЪъ, поль- 


ях 


зулеь свойствами взаииныхъ винтовъ””). 


") Ва]. Тье ТЬеогу оЁ Зегемуз. Ра фо, 1876. СЪ. ТУ и рф. 40, 43 и 85. 
Ср. @гауе!аз. ТВеогейзсВе Меспап1Е заггег Бузбете. ВетгИп, 
1889. Кар. У. $ 2—12. 

**) Занчовскй. Г6074я винтовь. Одесса, 1889 г. Глава П., 6 39, 41. 42. 

***) Ва, 1. в. СЪ, ТХ, 6 79, 6%. П, $ 16—21, СВ. Х, 6 86. 
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Группы винтовь первао и пятаию порядка. Пусть 
(А. р.) — основный винтъ. ВеЪ винты групиы получателя, по 
онредзлению. если мы будемъ мЪнять величину А. Отсюда мы 
заключаем слфдующую теорему: 

Теорема ХХХГИ. Винты группы иерваго порядка отлича- 
ются друтъ отъ друга только величиной слагающихъь силъ. 

Группа С, взаимная съ группой перваго порядка. будетъ 
5-го порядка, по сказанному въ предыдущей главЪ. Она 60- 
стоить изъ винтовъ. взаимныхъ съ однимъ винтомъ (А. р). 
Легко прослздить распредзлене въ пространств винтовъ грун- 
ны С. еели мы вспомнимъ. что ось винта параметра т. взайч- 
наго съ (А,. р.). есть лучъ комплекса, опредЗленнато винтомъ 
(А, (0-Е т).). Это даетъ намъ теорему: 

Теорема ХХХТ. Оси винтовъ одинаковато параметра т, 
взаймныхъ съ группой А перваго порядка, образуютъ комплект 
перваго порядка, центральная ось котораго совпадаетъ съ об- 
щей осью возхъ винтовъ труппы А. Параметр комплекса ра- 
венъ рт. гдз р—0общЙ параметръ винтовъ группы А. 

Пусть 7 — какая-нибудь точка, М, — моментъ вращеня, 
вызываематго въ 1 винтомъ (А,. (р-+т) ). Проходяние чрезъ 
т лучи комплекса, опредВляемаго послЪднамъ, лежатъ въ плос- 
кости, перпендикулярной въ 0% къ прямой 1/,”). Кром того, 
замЪтимъ, что воямй винтъ. лежащий па периендикулярВ яиц», 
опущенномъ изъ т на овь винта (А. р.), взайменъ съ по- 
олфднимъ. Отсюда на основаи предыдущатго заключаемъ : 

Теорема ХХХУТ Винты равнато параметра п, проходя- 
ше чрезъ точку т й взаимные съ винтоиъ (А.. р.) лежать 
Въ Одной и ТОЙ же плоскости (7). Плоскости и. соотвЪзтетву- 
юния различнымъ параметрамъ х, образуютъ пучокъ, овью ко- 
торато служить перпендикуляръ 20», опущенный изъ точки 7 
на 06ь х винта (2. р.). 


*) Вып. Г. стр. 84 н отр. 86, теор. ХХХТУ, слвдетве. 
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Пусть (т)--—какая-нибудь плоскость, т— полюсъ ноеслВд- 
ней въ комплексЪ, опредляемомь винтомъ (А, (р--т).). Чрезъ 
т проходять всЪ лучи, лежащие вт, (2). причемъ прямая. с0е- 
диняющая 2 съ точкой, въ которой ось а ветр%чаетъь (т), 
перпендикулярна къ &”). ‘Это даетъ намъ теорему: 

Теорема ХХХТП. Винты равнаго параметра п, лежащие 
въ плоскости (7) и взаимные ©ъ винтомъ (А. р.), проходятъ 
чрезъ одну и ту же точку т. Точки 20, воотвЪтствующия раз- 
личнымъ параметрамъ п, лежатъ на прямой. вотрчающей ось 
а« подъ прямымъ угломъ ^*). 

Мы получили, слЪдовательно, снова вс свойства винтовъ 
группы пятаго порядка. (Ср. выпуекъ Ш, гл. УПТ). 

Группы 2-ю и 4-ю порядка. Группа винтовъ втораго 
порядка была ИзолЪдована во второмъ выпускЪ настоящато 
труда (стр. 20—36). Напомнимъ ея главныя свойства. 

Т. Оси винтовъ группы ветр®чаютъ подъ прамымъ угломъ 
одну и ту же прямую А. называемую директрисой. 

П. Чрезъ каждую точку а директрисы проходятъ вообще 
два различныхъ винта группы: Эти винты совпадаютъ въ двухъ 
точкахъь яиа’ директрисы. Два вивта, проходяшле чрезъ сре- 
дину О отр3зка аа’. взаимно перпендикулярны. Эти винты назы- 
ваются главными, ихъ параметры р, ир, — главными параметрами. 

Точка О— центръ группы. 

ПТ. Оси винтовъ группы служатъ производящими поверх- 
ности цилиндройда. Уравнене послЗдней имфетъ видъ: 


2" у") = (р. — Рау, 


если за оси 2.9.2 примемъ оси главныхъ винтовъ и диревтрису. 


*) ТЬ14., теор. ХХХУ и теор. ХГУ, слвдетве П. 
**) Оба эти предложеня совершенно иначе доказаны авторами выше 
приведенных сочиненйй, 
Ср. Ва|, 1. с1%., р. 85—86; Огахейцв, 1. св., р. 249—250; 
Ср. также ЭеВей, 1. с\., $. Пр. 230. 
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ГУ. Каждый винтъ (А, р) группы опредЪляется форму- 
Лами: | 
2=(р,—1.)зп9сз0, р,=р/с5?0- р.зп?0, 


гдз 2— координата точки а, въ которой ось винта встр$чаетъ 
директрису; 9—уголъ, образуемый осью винта съ осью 2. 


Эти формулы даютъ для 9= +0, 


| 


2= 44. В. ==р—=, 
откуда вытекаетъ; 

У. Между винтами гпуппы существуютъ только два винта 
даннато параметра К. Эти вянты образуютъ одинаковые углы 
съ каждымъ изъ главныхъ винтовъ и вотрзчаютъ директрису 
ВЪ точкахъ, одинаково удаленныхъ отъ центра группы. 

УТ. Между винтами цилиндроида всегда существуетъ одинт, 
ось котораго перпендикулярна къ данной прямой РБ. 

Чтобы убЪдиться въ справедливости этого предложеня, 
проведемъ чрезъ директрису А плоскость, параллельную пря- 
мой Б. Нормаль я къ проведенной плоскости пернендикулярна 
къ Ди Б. Пусть 9,—уголъ, образуемый прямой а съ оеью 2. 
Винтъ цилиндроида, соотв®тетвующий углу 0,, нараллеленъ а 
и, слВдовательно, пернендикуляренъ къ РБ. 

Теорема ХХХТШ”). Прямая а, вотрфчающая два винта 
(№) и (=) цилиндроида. имзюцие равные параметры, ветр$чдетъ 
трети вантъ подъ прямымъ угломъ, 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть \. м-—точки, въ которыхъ прямая 
« ветр%$чаетъ два винта (^) и (м). причемъ 


а) р.=Р.. 


Точки ^ и и прямой а принадлежать цилиндроиду. Но 
эта поверхность третьяго порядка; слздовательно, а вотрчаеть 


*) Выи. П, стр. 32. 
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ее въ трехъ точкахъ. Пусть у—третья точка ветр$чи прямой а 
съ пилиндроидомъ, (у) -- винтъ посхфдняго; нроходяний чрезъ у. 
Докажемъ., что прямыя д и (») взаимно-пернендикулярны. Для 
этого примемъ а за ось нФкотораго винта (9), параметр р. 
котораго опредзллется изъ условля: 


Ь) р —=Ю О —0. 


Такъ какъ (а) пересЗкается съ ()) и (4). то, въ вилу 
условля (6). 
6) ==@,„==0 


т. е., винтъ (©) взаименъ съ (^) и (4). Но въ такомъ слу- 
чаЪ онъ взаименъ 60 вефии винтами цилиндроида и. слЪдо- 


вательно . 
ау —=0, 


Такъ какъ оси винтовъ (а) и (\) пересВкаются, то это 
условте иметь видъ: | 


(р. -|- р,)с$О0 ==0, 


тдь О—уголъ между осяму винтовъ (я) и (%). Но равенетво: 
рН» =0, 
невозможно (У), слВдовательно: 


0 =0, 0=90°. Ч, т 


Сльдстве. Винтъ (х) параметра тп, ветр®чающий два 
винта ()) и (5) цилиндроида, имзюпие обпИй параметръ — м, 
взаименъ со всфий винтами пилиндроида. Винтъ (я) вотр%®чаетъ 
трети винтъ (у) послЪдняго подъ прямымъ угломъ. 

Сльдстве ТТ. Поверхность пилиндротда можно образо- 
вать слВдующимъ образомъ. Пусть Х, и—двз прямыхъ, А — 
прямая, по которой измфряется ихъ кратчайшее разстояне, я— 
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прямая, ветр$ёчающая послёдия. Прямая у, по которой изм- 
ряется кратчайшее разотояне` прямыхъ Аи а, есть произведя- 
щая цилиндроида. 

Теорема ХХХ[Х. Прямая о, вотрВчающая одйнъ винтъ 
(У) циляндроида подъ прямымъ утломъ, ветрЪчаетъ два дру- 
тихъ винта (^) и (№). параметры которыхъ одинаковы. 

Въ самомъ дЪлВ, пусть у, Х и в точки, въ которыхъ @ 
вотрЗчаеть цилиндроидъ. Примемъ а за ось винта (2), пара- 
метръ р. котораго опредЪлимъ изъ условля: 


ОЕ — 0. 
Такъ какъ (а) и (\) пересЪкаются, то 
О ==0. 


ДалЪе винты (х) и (У) также взаимны, такъ какъ ихъ 
оси, по предноложеню, пересЪкалотся подъ прямымъ угломъ. 
Отеюда мы выводимъ, что (я) взаименъ 0 всфии винтами 
цилиндроида; сл$довательно, 


@„„==0. 


Но оби а и м пересЗкаются; слЪфдовательно, полученное 
уравнен1е имфетъ видъ: 


(рН ры )сз0 —0 ) 


тдв О—уголъ между (<) и (#). Уголь О вообще не равняется 
90°, такъ какъ въ этомъ случаЪ но х измЪфрялось бы крат- 
чайшее разстояне прямыхъь у и в, Т. е., а совпадала бы съ 
директрисой цилиндроида. Итакъ 


ре-РРи==0, 


откуда, по формулВ (6), 
ри = р». С. Е. О. 
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Примъчане. Доказанную теорему слфдуетъ считать обрат- 
ной по отношеню къ предыдущей теорем%. 

Теорема ХТ. Винтъ (5), взаимный 60 всЪзми винтами 
пилиндроида, вотрЪчаетъь одинъ винтъ послзднаго нодъ пря- 
мымъ угломъ и два другихъ, имзющихъ равные параметры— о. 

Доказательство. Пусть ), и, у— точки вотрфчи оби а съ 
цилиндроидомъ. (^). (№) й ()—винты послЪдняго, проходяшие 
чрезъ ^, и йу По предположен1ю, | 


4). == Феи =, ==0. 
Но въ данномъ случа эти уравнен1я имЪютъ видъ: 
Ь') (р--Ероуезак=о, (рь-Е ры )сзав=о, (роте р» оу 


Изъ равенетвъ: (х^)=90°, (ал) ==90 и (<>)=90° можетъ 
имрть мВето или одно, или вс три. Въ самомъ дЪлЪ, если бы 
мы имфли: (а^)=(л)=90°, то прямая х совпала бы 6ъ ди- 
ректрисой. откуда вытекало-бы: (а) = 90. Далфе изъ ра- 
венетвъ: р-р =0. р-р» =0. (рр, = о мотутъ имть 
место только два. Въ самомъ дЪзлЪ. изъ этихъ трехъ равенствъ 
вытекаетъ`° ‘р.=р,„==р,. что невозможно, такъ какъ существу- 
ютъ лишь два винта цилиндроида, имВюние оданаковый пара- 
метръ. Итакъ равенства 6’’) влекутъ за собой: 


о\ —90°, ре-Ери=о, рарь=о, 


© 


откуда: р,=р,=—р.. @. Е. О. 


Разсмотримъ теперь группу С винтовъ, взаимныхъ со всЪми 
винтами цилиндройда. По сказанному въ предыдущей главз, 
порядокъ группы С равенъ 4. Доказанная только что теорема 
даетъ: 

Теорема ХШ. Винты а равнаго параметра т, вза- 
имные 60 вони винтами цилиндроида, вотрЗчаютъ два винта 
(и) и (>) нослвдиняго, обиай параметръ которыхъ равенъ — т. 
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Слльдствае 1. Чрезъ каждую точку А проходить лишь 
одинъ винтъ а даннаго параметра м. 

Осью послвдняго служитъ прямая, проходящая чрезъ А 
и ветрВчающая винты (и) и (у). Если А лежитъ на в, то 
винтовъ (а) безчисленное множество. Осями ихъ служатъ всЪ 
прямыя плоскато пучка (А. »). Тоже иметь мВето въ томъ 
случаЪ, когда А лежитъ на у. 

Сльдстве П. Въ каждой плоскости (А) лежитъ лишь 
одинъ винтъ (х} даннаго параметра м. Осью его служитъ пря- 
мая, соединяющая точки вотрфчи ©ъ (.4) винтовъ (№) и (У). 
Еели (№) лежитъ въ (А), то винтовъ (а) безчисленное мно- 
жество. Оси ихъ образуютъ линейный пучокъ, вершиной кото- 
рато служить точка вотрВчи плоскости (4} съ (у). Тоже имз- 
етъ мфето въ томъ случаЪ, если въ (.1) лежитъ винтъ (у). 

Теорема ХШ даетъ еще слЪдующую: 

Теорема ХГ.П. Оси возхъ винтовъ группы С суть пря- 
мыя, перпендикулярныя къ производящим цилиндроида. 

Мы видЪли (Вып. П, теор. 30), что пернендикуляры, 
опущенные изъ какой-нибудь точки А на воз производяная 
цилиндроида, суть производяшля нзкотораго конуса вторато по- 
рядка. Но вез эти перпендикуляры суть оси винтовъ (*) группы 
С, что даетъ намъ теорему: 

Теорема ХИ. Оби винтовъ группы С, проходящ1я чрезъ 
данную точку А, суть производяния конуса (<) втораго порядка. 

Примпчане"). Если А есть точка одной изъ производя- 
щей (^) цилиндроида, то конусъ («} обращается въ дв илос- 
кости. Изъ нихЪ одна проходитъ чрезъ пройзводящую (№), па- 
раметръ которой равенъ параметру нервой производящей, вто- 
рая — перпендикулярна къ (^). 

Пуеть 6 —какая-нибудь прямая. Мы показали выше, что 
между винтами цилиндроида есть лишь одинъ (В), овь котораго 


*) Ср. Занчевекмй. И. с. стр. 72. Этимъ лвторомъ доказана лишь 
первая часть предложеня. 
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перпендикулярна къ 6. Проведемъ чрезъ В плоскость, нарал- 
лельную прямой 6. Прямая я этой плоскости, перпендикулярная 
къ В, будетъ параллельна В. Но каждая изъ прямыхъ а есть, 
по предыдущему, ось винта группы (С. Слфдовательно. мы по- 
лучили теорему: 

Теорема ХИТ. Винты (а) группы С, параллельные дан- 
ной прямой 2, лежатъ въ плоскости, проходящей чрезъ винтъ 
цилиндроида, пернендикулярный къ БР. 

Теорема ХЁТ. Винты труппы С, лежащие въ оцной й 
той же плоскости (.4), обертываютъ параболу. 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть А какая-нибудь точка плоскости 
(А). Винты группы С. проходянйе чрезь 4, суть производя- 
шия вонуса (<). Такъ какъ этотъ конусъ втораго порядка, то 
лишь дв его производящихь лежать въ (4). Отсюда мы за- 
ключаемъ, что винты группы С, лежаше въ ( А), обертываютъ 
коническое сЪфчене, такъ какъ изъ каждой точки А можно 
провести лишь двЪ касательныхъ къ искомой оберткз. Пусть’ 
теперь ВБ — какая-нибудь прямал. лежащая въ (1). По преды- 
дущему, винты группы (С, параллельные прямой 3, лежать въ 
плоскости (8). Плоскость (8) вотрЗчаетъ (А) по прямой а, 
которая служить осью винта (а) группы С. Прямая а есть 
касательная къ вышеупомянутому коническому сЪченю й, кромЪ 
тото, параллельна прямой Б. Итавъ параллельно данной пря- 
мой Б можно провести лишь одну касательную къ коническому 
сЪчентю; слфдовательно, послвднее есть парабола. Ч. Е, [. 

Въ дополнене къ сказанному о груплЪ четвертаго по- 
рядка напомнимъ, что во второмъь выпускЪ (стр. 35) было 
дано построене цилиндроида, взаймнато со вофми винтами 
данной группы четвертаго порядка. 


Группа третьяю порядка. Мы назвали винтъ (А., р») 
входящим въ группу С 7-ю порядка, если 


(В. р), р), (551, 2,. м) 
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причемъ основные винты (В. р.) независимы между собой. 
Но въ предыдущихъ изолЪдоваютяхъ центръ и слагающая сила 
винта группы не яграли никакой роли. Слфдовательно. дока- 
занныя теоремы будутъ имфть мЪето и въ томъ случа. если. 
вибсто винта (В,,р.), возьмемъ какой-нибудь винтъ (А, р.). 
отличаюнийся отъ перваго только центромъ и слагающей силой. 
Вотъ почему мы не будемъ различать такихъ двухЪъ винтовъ и 
скажемъ, что вии (А. р») такое входить вз рупту вин- 
10вё (Вы. р). 

Пусть теперь С\— взаимная съ С группа винтовъ. Въ С, 
входять, по опредфленю, воз винты, взаимные съ каждымъ 
винтомъ группы С. Такъ какъ услов1е взаимности двухъ `вин- 
товъ зависить лишь отъ параметровъ послфднихъ и относитель- 
наго положеня ихъ осей, то отсюда слЪдуетъ. что въ винтахъ 
группы (С, остаются неопредленными центры и слатающ!я силы. 
Если, какъ мы только что сказали, и въ винтахъ группы С 
не будемъ обращать вниман1е на центры и слатающтя силы. то 
придемъ къ слздующей теоремз: 

Теорема Х1.Т1. Винтъ (9), взаиуный в0 всфмй винтами 
группы С.. входитъ въ группу С. Въ свамомъ дЪлЪ. пусть (Вл), 
(8»)...(В,_„) —(6—) основныхъ винтовъ группы С:. Но условтю, 


ов, == Фар, == а —0,2._„=0. 


Этимъ условямъ. кромв (х), удовлетворяютъ вообще без- 
численное множество винтовъ. оси которыхъ образуютъ н$ко- 
торый. вполнЪ опредФленный комилексъ (А). Каждой прямой 
послдняго соотвЪтетвуетъь вполнз опредЪленный коэффицтентъ 
р.-—параметръ винта, лежащато на этой прямой. Итакъ только 
прямыя комплекса (А) мотутъ служить осями винтовъ (9). Но 
каждый винтъ (1) группы С взаименъ съ С;. Отсюда мы за- 
ключаемь что комиплекоь осей винтовъ (1) совпадаеть съ (А), 
причемъ. если у совпадаетъь съ какой-нибудь прямой а послЪд- 
няго. то р, равняется коэффицтенту р» послдней. Итакъ винты 
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(1) и (<) отличаются только центрами и слатающими силами, 
т. е., (а) входитъ въ группу С. О. Е. 2. 

Раземотримъ теперь тотъ частный случай, когда группа 
С-——третьяго порядка. Взаимная съ С труппа С, въ этомъ слу- 
чав тоже третьяго порядка. (Глава УТ, стр. 49). Такимъ об- 
разомъ всЪ свойства одной изъ этих группъ принадлежать 
другой. 
| Положимъ, что (7,), (12) и (13) — три основныхъ винта 
первой группы. Построимъ цилиндроидъ (1..7) и пусть (1, )— 
одинъ изъ винтовъ послздняго. Каждый винтъ цилиндроида 
(1,- 1з). очевидно, входить въ С. Каждому винту (1,) цилин- 
дроида (71...) отвфчаетъ отдВльный цилиндроидъ (1., 1.) вин- 
товъ группы С. Но на цилиндроидВ (1.. 1.) лежать лишь два 
винта одинаковаго параметра. Отсюда мы заключаемъ: 


Георема ХИТПИ. Между винтами труппы третьяго по- 
рядка существуеть безчисленное множество винтовъ равнаго 
параметра р. Осй этихъ винтовъ лежатъ на н%зкоторой по- 
верхности. 

Теорема ХГУШ. Винты груплы третьяго порядка, имз- 
юпие одинаковые параметры. суть производящая одного рода 
однополаго гиперболоида. 


Доказательство. Положимъ, что (а). (6) и (с) —три винта 
параметра 7. входящ!е въ (С. Ня одинъ изъ этихъ винтовъ не 
входитъ въ группу втораго порядка, построенную па двухъ 
остальныхЪ. такъ какъ въ групи втораго порядка есть только 
два винта одинаковаго параметра. Отеюда мы заключаемъ. что 
винты (а). (6) и (с) независимы между собой. Проведемъ пря- 
мыя а, Ви 1, пересЪкаюцля а. би с. и нпримемъ эти прамыя 
за ови винтовъ (9). (В) и (1) параметра—р. Два перескаю- 
щихся винта, сумма параметровъ которыхъ равна нулю, взаимны 
между собой. СлЪдовательно, винты (“), (3) и (1) взаймны еъ 
каждымЪъ изъ винтовъ (а). (5) и (с). Но послздне независимы 
между собой; слЪдовательно, (х). (3) й (1) взаимны 60 веЪми 
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винтами группы С, т. е., по опредзленю, входятъ въ С.. 
Пусть теперь 4— прямая, вотрВчающаяся о. Ви 1. Нринимал 
4 за объ винта параметра р, найдемъ, вакъ и выше, что винтъ 
(4) взаименъ съ (ч), (В) и (1), т. в., взаимень въ С,“). Но 
такой винтъ (4) входить въ С (теор. ХРУГ. Итакъ каж- 
дый. винтъ параметра р группы С ветр®чаеть три прамыхъ 
ви ы В 0. 

Слъдстве. Винты параметра—р группы (С, вуть произ- 
водяшия втораго рода тгиперболоида винтовъ параметра р 
трупцы С. 

Въ самомъ дЪл$. какая-нибудь проязводящая д втораго 
рода вотрЪчаетъ вс производяня перваго рода. Принимая д 
за ось винта (5) параметра—р, найдемъ, что (5) взайменъ со 
возми винтами труппы С. лежащими на пройзводящихъ пер- 
ваго рода. Итакъ винтъ (5) взаименъ съ С и, елЪдовательно, 
входит въ С(.. 

Раземотримъ гиперболоидъ (А) винтовъ нулеваго пара- 
метра. Производящая лервато рода будемъ обозначать чрезъ а, 
втораго — чрезъ я. ЗамвтииЪ, что, если прямыя а суть оби 
винтовт нулевато параметра, входящихъ въ группу С. то пря- 
мая о суть оси винтовъ нулевато параметра труплы С. 

Пусть ОЬ— центръ гиперболоида (4), Ох, Оу, Оё — на- 
правлешя ето осей. Уравнеше гиперболоида имЗетъ слЪдуюпий 
ВИДЪ: 


глЪ а. 6, с — длины полуосей. По извфетной теорем, если 
О, 0,, Оз — углы, образуемые съ осями производящей а, 
4., 4., 4.—кратчайния разетояня поелЪдней отъ осей, то 


бс са _ аб 
41190, = + Е 49 0= + то 4,90. = = и 


*) Примьчалие. Независимость виитовъ (<), (В) и (у) доказывается точно 
также, какъ независимость винтовЪъ (а), (р) и (с). Авт. 


Т. ХШ, Запис, Мат. Отд, 6 
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Въ этихъ формулахъ берутея одновременно вс верхн!е 
или всЪ нижние знаки. Положимь, что производящимъ я с0от- 
вътетвуютъ верхн!е знаки. 


Изъ этихъ формулъ вытекаетъ: 


с са 
= т 6501 -- 4,510, =, — т 50. 4ззтО, =, 
ад 
‚: с3Оз-Е зп О: =. 


СлЪдовательно. если мы примемъ оси 5. У, 2 за оби вин- 
товъ, параметры которыхъ даютея формулами: 


0 са з аб 
А) р — р’ р фор. =, ° 


С 
то винты (7,). (7) и (2.) будутъ взайуны ©ъ каждымъ вин- 
томъ («) группы С, такъ какъ винты (а) нулевато параметра. 
Отсюда вытекаетъ, что винты (7,). (2) и (2.) входятъ въ 
группу С. | 

Мы получили такимъ образомъ теорему; 

Теорема ХТИХ”). Въ групив С третьяго порядка есть 
три винта, оси которыхъ. перес$каясь въ одной точкЪ, взаимно- 
перпендикулярны. 

Винты (7,). (2,) и (2.) называются центральными, а 
точка ихъ пересфченя О центральной точкой группы С. 

Сльдстве. Формулы 2) даютъ: 


2 ® 
Р.Р, р.=006, 0, 0,—=Ь—а*, 1, 0.—=—0*, 0, 0,—6^; 


*) Примпчаюе. Доказательство, предложенное здесь, значительно от- 
личается отЪ тЪхъ, которыя были давы до сихъ поръ. 
Ср. Ва., 1. с. р. 119—120; СгауеПаз, 1. с. 5. 289—290; Зан 
чевсв1й, |. с16. стр. 59 —601. 
Ср. тавже выпуекъ Ш, етр. 53—54. Авт. 
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слфдовательно. уравнене А) приметъ видъ: 


А’ р-р у-р. 2+, р, р,=0. 


Теорема Ё. ВеЪ гиперболоиды имЪютъ общий центръ я 
общее направлене осей. 

Въ самомъ дЪлв. пусть (а)—винтъ параметра—р группы 
С1. Этотъ винтъ, по предыдущему, взаименъ еъ (р,), (22,), (2.); 
слЪдовательно, 


(р.—р)сз0. 4,510, =0. (р,—р)с30, | 4,0, ==0, 
(р.—р)сзОз-Е 4 Оз=о, 
тдё О:, О, и О." а, а, и @—углы ©ъ осями 2, у. 2 и крат- 


чайпия разотояня отъ послфдвихъ прямой а. 
Эти формулы даютъ: 


19 —=Ь—(р,—2). @9490.=—=—(р,—р), 490.=—(р.—2р). 


Но по теорем, на которую мы уже ссылались, этимъ 
условтямъ удовлетворяютъ пройзводящия одного рола типербо- 
лоида, оси которато совпадаютъ съ 5, 9,2, а длины 4..6, и с, 
полуосей опредЪляютея изъ условй: 


0. С с‚а 
В’) = =Р -р,. | Р-Р, — -—=79р—ф.. 
1 1 
Слъьдстве. Изъ формулъ В’) вытекаетъ: 
(р—р,.) (р—р,) (р—?,) = — ас, 
ПИ 2.) -@, (22) в) =-И, 
(и—2.) (ив) 2. 
Но уравнен!е гиперболоида винтовъ (а) имЪетъ видъ: 
1]? 22 


2 
НИ 
РА 


1 
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Исключая а. $94 ис, помощью полученныхъ формулъ, мы 
приведемъ это уравнен1е къ виду: ь 


В") (р р.) + (в-руу + (фе 
+ (2-в.) (#—»,) (вв) =. 


Слъдсетве ПП. Чрезъ каждую точку (5.9.2) пространотва 
проходятъ вообще три винта труппы третьяго порядка. 

Это прямо слЪдуетъ изъ послЪдняго уравнеютя. Считая 
въ немъ величины 4, у и 2 данными, мы получаемъ куби- 
ческое уравнене для опредфлемя р. 

Слъдсетие ПЛ. Параметръ винта группы С обратно-про- 
поршоналенъ квадрату параллельнато Ламетра гиперболоида (4 ). 

Въ самомъ дЪлЪ, винтъ (2) параметра р лежитъ на ги- 
церболоид»: 


(р— р.) -(р—в,уУ-++(р—.)7- (р-р, (о-—р,)(р-—р,)=0. 


Ассимитотически конуеъ послфдияго представляется ураз- 
нен1емъ: 


С) (в— р.) -+ (р-р, (р— р.) ==. 


Пусть я, --пройзводящая конуса, параллельная . Пря- 
мая а, удовлетворяетъ послЪднему уравненю и, кромЪ того, 
вотрЪчаетъ гиперболоидъ (А) въ нЪкоторой точкВ . 

Координаты точкй 72% должны, слЪдовалельно, удовлетво- 
рять уравнешямъ 4”) и 0). 

Но второе изъ этихъ уравненмй даетъ: 


—_ Выру р. 2? 
р 

гдВ 7 разотояте точки 2 отъ центральной точки. Изъ урав- 

нения Д’) слВдуетъ: 


7? й 





р-р, ур. =—р.р,р. , 
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откуда 
в а 

Показанныя теоремы заключають основныя свойства груп- 
пы третьяго порядка. 

Въ заключен!е настоящей главы укажемъ на одно свойство 
трупиы шестато порядка, которое мы раньше (стр. 58) допуе- 
тили безъ доказательства. Прежде всего зам тимъ, что вообще 
НЪТЪ ВИНТОВЪ, взаимныхъ со всфми вилтами группы шестаго 
порядка. Въ самомъ дЪлЪ, одикъ такой винтъ (х) долженъ 
былъ бы удовлетворять мести усломямъ вида: ®,з==0. Но въ 
эти условя входятъ лишь параметръ винта (а) и величины, 
опредЪляюцИя положентя его оби. Такъ какъ прямая опредз- 
_ ляется 4 величинами, то, слЪфдовательно, пять нейзвЪетныхъ 
величинъ должны быть опредЪзлены изъ 6 условныхъ уравне- 
ШЙ; ®,8==0, что вообще невозможно. 

Докажемъ теперь, что всявй винтъ параметра р. осью 
котораго служитъ данная прямая ©, входитъ въ группу шес- 
таго порядка. Въ самомъ дЪлЪ, каждый винтъ группы постро- 
енной на 6 независимыхъ винтахъ (2%), р,), (8%, р»)... 

1 2 5 
(В, р), опредВляется 5-ю отношенями: т о и 

5 6 6 
Винтъ параметра 72, лежапий на прямой а, также опредЪляется 
5 величинами если на центръ винта мы не обращаемъ внима- 
ня. Изъ этихъ 5 величинъ 4 опредЪляютъ положене винто- 


вой оси, пятая — параметръ. Такъ какъ число неизвЪетныхъ 
г 

равно числу произвольных величинъ 70° которыми мож- 
| 6 

но располатать при опредзлени винта группы, то мы заклю- 

чаомъ, что всегда можно такъ подобрать величины А’”, чтобы 

результирующий винтъ труппы имфлъ данный параметръ и дан- 


ную 06 о. @. Е. О. 
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а НЕ 


@ возможщномь перехб’цени подобно-измБняемой системы 

точенъ. Лучистое растяжеше, Обия свойства. Винемати- 

чесми винть. Работа силь, приложенныхь въ точнамъ 
подобно-изм5няемой системы. 


Назовемъ зомолозичными двь положешя Аи А’ подобно- 
измВняемой фигуры А. А и А‘ суть, по опредфленю, двз ло- 
добныя фигуры. Два ихъ элемента я и &', предотавляющихъ 
положен!я въ Ди А’ одного и того же элемента а фигуры А. 
также назовемъ зомолоичными. Если а совпадаетъ еъ а’, то 
элементъ а назовемъ двойным элементомъ фитуръ Аи А. 


Т. О лучистомь растяжени. Пусть А — какая-нибудь фи- 
тура. О — опредЪленная точка послЪдней. Соединимъ съ О всЪ 
точки х фигуры А и на прямыхъ Оя построимъ точки я’ такъ, 


чтобы 
Оз’ 
1) Е Е, 

гдз Е—н%которое чиело, а отр%зки Ох и Оа' имВютъ одина- 
ковое направлене. Точки о’, очевидно, образуютъ фигуру 4", 
подобную фигур А. О есть двойная точка, а веякая прямая 
Ох’ — двойная прямая обЪихъ фигуръ. Такъ какъ фигуры А 
и А’ подобны, то каждую изъ нихъ можемъ считать положе- 
нтемъ подобно-измфняемой фигуры 4, точки а которой изъ по- 
ложеня я перешли въ положешя о’, причемъ точка О фигуры 
неподвижна. Такое движене фитуры А назовемъ лучистымь 
- растяженемь (скатемъ). точку О — чентромз поелЪдняго. 
Итакъ лучистымъ растяжешемъ называется такое движенте по- 
добно-измВняемой фигуры А. при которолъ одна изъ ея точекъ, | 
центръ растяженя, остается неподвижной, а ве} остальныя 
точки движутся по прамымъ, соединяющим ихъ съ центромъ 


ТОРА РАЗЦИ 
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| 


| т М | 
растяженя. Отношенте т =т пути, проходимаго при этомъ 
и 


какой-нибудь точкой а, къ первоначальному разетояню этой 
точки отъ центра О растяженя (сжал!я) назовемъ коэффишен- 
томъ растяжеюшя (сжат!я). Очевидно, 


Оч’ —Оа 
Ри в 

Пусть (а, и’), (В, В’). (1, т) — три пары гомолотичныхъ 
точекъ фитуръ Аи Л". 


Изъ равенствъ: 
О (3 (0 


т Оха ОР 





тв 0’ ) 


мы заключаем, что прамыя оЗ и 96’, чу и а1', Питт 
соотвтственно параллельны. СлФдовательно, параллельны и 
плоскости а31, &В’1'. Но эти прямыя и плоскости томологичиы. 
Мы получили такимъ образомъ теорему: 

Теорема [.1. Пели подобно-измвняемая фигура испыты- 
ваетъ лучистов растяжоне (сжат!е), то прямыя и плоскости 
фигуры движутся параллельно самимъ се6Ъ. 

Слъдсетве. Прямыя и плоскости. проходлийя чрезъ центръ 
растяженя остаются ненодвижными. 

Эта теорема волн обрисовываетъ лучистое растяжен!е. 

П. Обиия свойства. Раземотримъ здЪеь соотношеня между 
двумя положемями А и 4’ подобно-измфняемой фигуры А. 

Теорема ГЛ. Если два положемя А и А’ подобпо- 
изивняемой фагуры А пиЗютъ двойную прямую Ё. то они пм$- 
ютъ двойную точку О на той же прамой. 

Въ самомъ дзлЪ, пусть ©. В. 1...-—оточки прямой [›, при- 
надлежащ1я фигурз А. Такъ какъ /[/-—- двойная прямая. то го- 
мологичныя точки а’, 5’. 1’ фигуры А’ также лежать па Г. 
Итакъ на прямой №, лежалъ два ряда точекъ (а, В, т....) и 
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3 о Но ряды подобны; слЪдовательно, теорема 
доказана ”). 


° Теорема Г/П. Евли двь положешя Аи А’ подобно- 
измвняехой фигуры А пмЪютъ двойпую точку О, то они имз- 
ютъ одну двойную прямую Г. проходящую чрезъ 0. 

Доказательство. Пусть А и А’—два положенмя фигуры 
А. О— двойная точка фитуръ А и А’. (а, 9”) — нара гомоло- 
гичныхъ точекъ ноелЪднихъ. Подвергнемъ фигуру А вЪ поло- 
жеши 4” лучистому растяжевию (сжатио), за нентръ котораго 
примемь точку О, до тЪхъ поръ, пока растояшя Ох’ новыхъ 
положен точокъ я’ отъ О не стачутъ равными разетояшямъ 
Ох отъ той же точки О гомологичныхь точекъ фигуры А. 
Точки а” образуютъ фигуру А”, которая, очевидно, конгру- 
энтна фигур» 4, причемъ О — общая точка фигуръ Аи 4”. 
Но двЪ конгруэнтныя фигуры. имфюцля общую точку, имзютъ 
двойную прямую, проходяшую чрезъ О"”). Назовемжъ ее чрезъ 
Г. Съ Г, вовладаютъ. слЗдовательно, гомологичныя ирямыя Ги 
Г’ фигуръ А и А”. Прямая Г фигуры А', гомолотичная иря- 
мой Г” фигуры 4’'. гомологична и прямой 7. Но прямыя Г’й 
Г совпадаютъ (теор. ЫТ. вл%д.); слФдовательно. свовпадаютъ 
прямыя Ги [', т. е.. Ё есть двойная прямая фигуръ А й А' 
О: пла 


Перейдемъ теперь къ общему елучаю. 


Пусть А и А’—два положеня фигуры А, (а. “’) нара 
гомологичныхь точекъ. Эти точки суть центры пучковъ томо- 
логичныхь прямыхъ [и Г. Перенесемъ фигуру А, какъ нейз- 
мВилемую фагуру, параллельно самой себЪ тажъ, чтобы точка & 


*) Лрощенко Проэктивная геометр!я. стр. 129. 
Замфчу, что, кромв 0, ряды (2, В. 7...), (м”, В", у’...) имвють дру- 
гую двойную точку, которая лежитъ въ безконечности, 
**) СОйазез. Зиг 1с 46р]асетепт$ 4’апе Веоте 4е Гогве 1лпуага ]е дапз 
Гезрасе. Сошр{!ез гепёиз №еЪ4. @4ез Б6бапсез 4е ’Аса46т1е 4ез беепеез, 
Раг1з, 1860, Т. Ш. 
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совпала съ а’. Пусть новое положеше фигуры А есть АД”. 
Гомологичныя прямыя ^ и ^'’ послфднихъ параллельны между 
собой. Но дв фигуры А’ и А”. по только что доказанной 
теорелВ. имЪютъ общую прямую Г, (Г. ['). СОлЪдовательно, если 
[прямая фигуры „4, гомологичная прямой Г’. то прямыя Ги Г 
параллельны между собой. 

Пусть теперь (8, 8") другая пара гомологичныхъ точекъ. 
Проведемъ чрезъ В прямую 12%, параллельную прямой /. Гомо- 
лотичная 72 прямая 7’ фитуры А’ проходить чрезъ В’ и иа- 
раллельна прямой [’, такъ какъ къ подобно-измЪняемой фи- 
гурЪ прямыя остаются прямыми, а углы не измЪняютея. Но 
прямыя Ги Г параллельны; слЪдовательно, параллельны и 
прямыя 17. #0. 

Мы получили такимъ образомъ теорему: 

Теорема ПИТ. Если нодобно-измфняемая фигура А пе- 
решла изъ положемя АД въ А’. то чрезъь каждую точку я Фи- 
гуры 4 проходить опредЪленная прямая /. параллельная гомо- 
логичной прямой фигуры А’. Прямыя [. соотвЪзтетвуюния раз- 
личнымъ точкамъ х фигуры А. параллельны между 6060й. 

Пусть А и 4’—два положешя фигуры А. (а, ®’) — пара 
гомологичныхь точек, ((, ")—параллельныя гомологичныя пря- 
мыя, проходянИя чрезъь х и’ соотв тетвенно. Проведемъ чрезъ 
1 плоскость ^. Гомолотичная »\ плоскоеть ^’ фигуры А’ про- 
ходить чрезъ [. Точку плоскостей \, проходящихъ чрезъ [, 
отвзчаеть въ 4’ пучекъ плоскостей ^', проходящихъ чрезъ Г. 
Уголъ ()1. ^.). образуемый двумя плоскостями ^: и ^, первато 
порядка, равенъ углу (№1. ^,), образуемому двумя гомологичныхи 
плоскостями втораго, такъ какъ въ подобно изм няемой системЪ 
углы не измВняются. Но оси [ и [’этихъ пучковъ параллельны; 
слЗдовательно. гомолотичныя плоскости пересекаются по пзоиз- 
водащимъ $ прямого круглаго цилиндра о. проходящато чрезъ 
Ги Г. Такъ какъ поверхность, подобная прямому круглому 
цилиндру. есть также прямой круглый цилиндръ, то, слздова- 
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тельно, цилиндуру с гомологиченъ въ А’ прямой круглый ци- 
линдръ с’. Но в проходить чрезъ [- слЪдовательно, о’ проходитъ 
чрезъ [’. КромЪ того, по предыдущему, Г лежитъ на с. Отеюда 
мы заключаемь, ч10 о и ©’ инфютъ еще одну общую произво- 
дящую $. ЗамЪчая, что плоскоети ([, $) и (Г. $) томологичны, 
мы заключаемъ, что прямая $’, гомологнчная прямой $. должна 
лежать въ плоскости (Г. $). Но эта прямая должна лежать й 
на пилиндрВ с’ п, кромф тото, не совпадаотъ съ Г; слдова- 
тельно. она совпадаетъ съ $. 
Мы получили такимъ образомъ теорему ”). 


Теорема ГТ. Пва положемя А и А’ подобно-измВияе- 
мой фигуры всегда имзютъ двойную прямую $ и, слЪдовательно, 
двойную точку О. (Теор. ШО. 

Прямую $ назовемъ центральной прямой, точку О—цен- 
тральной точкой фитуръ Ди Д.. 

Проведемъ чрезъ $ двЪ плоскости о, с». Гомологичиыя 
имъ плоскости о. 0, фигуры А’ должны проходить чрезъ $ 
такъ какъ 5$— двойная прямая. Уголъ (с1, в.) равенъ. но пре- 
дыдущему, углу (1, 9,). Прибавляя къ каждому изъ этихъ уг- 
ловъ или вычитывая обий уголь (01, в,), пайдемъ: 


(6: 1} > О , }, 


что даетъ теорему: 


Георзма ГУТ. Гомолотичныя плоскости обЪихъ фигуръ, 
проходяния чрезъ центральную прямую, образуютъ между собой 
одинъ и тотъ же уголт. 

Назовемъ этотъ утолъ у0мз вращения фитурь А и А' 
ий обозначимъ его чрезъ 9. На основами предыдущато для 
того, чтобы перевести фигуру А изъ положешя А’ въ положе- 


*) Примъчае. Обращаю вниман!е на предложенное здзеь доказа- 
тельство. Оно легко можетъ быть приложено къ гомограхическимъ хигурамъ- 
Авт. 


РР 
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не А’ нужно фигуру. не измЪняя ея разм$ровъ, повернуть 
вокругъ центральной прямой © на уголь 09 и затВмъ подверг- 
нуть лучистому растяжешю (сжато), центръ котораго въ цен- 


тральной точкз О. Воэффишентъ растяженя или сжаия равент 
! 


| 
отнонтен1ю ба ` если (я. а’)—пара гомолотичинхъ точекъ цен- 


тральной прямой. 

Для случая двухъ безконечно-близкихъ положенй подобно- 
измзняемой фигуры получаемъ теорему: 

Теорема ГИП. Элементарное движен!е подобно-пзмВняе- 
мой фигуры состоитъ изъ элементарнато вращеня 43 вокругъ 
опредЪленной прямой © и элементарнаго лучистаго растяженя 
<, центромъ котораго служитъ опредфленная точка О прямой ©. 

ПТ. О кинематическомь винтиь. Назовемъ центральныхъ 
ВИНТоМЪ Совокупность элементарнато вращеня 4$ вокругъ би 


лучистаго растяжентя (сжат!я) 4, центромъ которато служитъ 


{: 
опредзленная точка О прямой ©. Отношене РА назовемъ 7а- 
д 


раметромь р винта. Самый винтъ будетъ обозначать символояъ 
(49., ро). 

Условимея считать 4} положительной величиной, а 4=— 
положительной въ случа растяжентя, отрицательной въ случаЪ 
сжатия. ‘Тогда параметръ р будетъ положителенъ въ первомъ 
случаЪ. отрицателенъ во второмъ *"). 

Для того, чтобы геометрически от: винтЪ (409,, 1%), 


‚ 


_ откладываемъ на осп ©. отрЪзокъ Оф. равный т › и стрЪлкой 


*) Примъчаще. За недостаткомъ мъзета я немогу изложить здЪеь тео- 
р1ю центральныхъ винтовъ и вынужденъ огоелать читателя къ елвдующему 
выпуску наетоящаго труда. Ограничуеь зэмъчавемъ, что свойства кинемл - 
тлческихъь и силовыхъ винтовт подобно-измЪняемой системы тожественны. 
Такимъ образомъ отнозительно подобно-измВняемой системы можно повторить 
слова Баля, сказанныя имъ въ пряивненми къ твердому тзлу: ‹.... зако- 
ны сложен1я кинематическихъ винтовъ ((\/18) исиловыхъ (угепей) тожеет- 
вены». Ва, 1. её. р. 11, $ 12. Ср. Ро1пзо&, Твое попуе Пе 4е ]а гобой 
4ез согрз. доаг. 4е Елопу1Ше, 1851 г, Т. ХУГ р. 22, примвчаше въ 5 20. 
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`’указываемъ сторону вращентя 43, затЗуъ откладываемъ на той-же 
прямой ю отрззокъ Ор, равный параметру р винта. ОтрЪзки 
0% и Ор имЪютъ одинаковое направлене., если параметръ р 
положителенъ ; — противоположное, есля параметръ отрицателенъ. 

Выведемъ теперь формулы для возможныхъь перемфщенй 
точекъ подобно-измфняемой фигуры. Замфтамъ прежде всего, 
что на основаши предыдущато всякое возможное перемфщелте 
фигуры сводится къ опредЪленному центральному винту (49. ро). 
Примемъ центръ О послЪдняго за начало прямоугольныхъ ко- 
ординатъ 2, у. 2, причемъ ось 2 направимъ по оси & винта. 
Тогда, если т. У. 2-— координаты точки я фигуры, ф — уголъ 
съ осью 2. образуемый прямой Ох-==0р, Ф—уголъ, образуемый 
плоскостью (5. Оа) съ осью 5. то 


А) х=р5тосзф, у==рзтовт, 2==0с$т. 
На обсновани предыдущаго. 
04—09. бр=рбт==0р09, бф==0: 
слЪдовательно, формулы А) дадутъ: 
0% =38706810р — 0810/0500 = 05150368) —8тф) 


бу ==81950о- р8пс 8001 == рзпоб (узо - с80) 
В) 


` 


02 = 680; == 006559 


08? ==0а?--0у?-- 02? ==0р?-|- 0?3п?Ф0? == 0°03?( р? зи Ф) 


Послфдняя изъ формулъ В) показываетъ, что элементъ 9$ 
пути точки ях лежитъ вЪ касательной плоскости къ прямому 
круглому конусу, вершина котораго въ О. а осью служить о6ь 5. 
При этомъ 

$57004 т 
С ет. 
0 
| р р 


- 
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Формулы В) можно помощью формулъ А} предетавить въ 
слЪдующемъ. боле удобномъ видЪ; 


В’) 05=(рх—9)59. ду=(ру-+ 259. 62=1г09. 


Пусть а, В—двЪз точки фигуры. Обозначая «3 чрезъ г, 
а 63’ы угловъ, образуемыхь этой прямой съ осями координатъ 


_ Чрезъ а. В. 1, найдемъ: 


НН ты Вы 
РО Ор 


ть 2,9’, =" — координаты точки 6. Формулы В’) дають: 


0бе— ба =[р(и—') —(у—9') 69 =в(ре— В), 
В") { буди’ =[р(у-—у’) + (а— або а), 


08—02 ==1(2—2')59 =07109.. 


Вычиелимъ теперь работу нары вращеня ((Р. оВ)}, пле- 
чомъ которой служить отрЪзоЕъ о8. Нели Х, 7, # — елата- 
юпия силы Р, дЪйствующей нь точку я, то влатающия силы-— 
Р, дЪйствующей на В, будутъ: —Х,—У,--й. Обозначая сы 
угловъ, образуеныхь съ осями координать направлеемъ силы 
Р, чрезъ Х. и, у, нифемъ: 


ХР УР, ИВ. 


Кром того, прямая аВ перпендикулярна къ панравленю 
вилы Р, елъдовательно, 


«Авер. 


Возможная работа 0 пары (Г, аВ) предетавляется вы- 
ражентемъ: 


п = Х(8%— 8") + Ув") 2(82—8') 
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ИЛИ 


СП == Ррб8 | р(а\ + Вы-| 1) (аи-- ВА) |, 
что въ силу послздней формулы принимаетъ видъ: 
|=: Роб9 (и, — ВА). 


Но, если М моментъ пары, р т. ® —с5’ы угловъ съ осямя 
координатъ прямой 11, го 


М=Рь, ат ту=о, А тит, 


такъ какъ прямая Л перпендикулярна къ плоскости пары. 
Изъ послфднихъ формулъ выводимъ; 


[ т п й 


——-. 


ВУ— и 5 Д—м чи а 
гдЪ 


рр (ео о-в 
=(е-НР-Ет) б-Ны-у) — @-В--= 


въ сйлу формулы: а^--Ви--|=0. 
Итакъ ^ | 
ар —В\ = ЕП, 


благодаря чему. предыдущее выражене для ОП обратится въ 
слфдующее: 
2} &И= + Ми = №8, 


гдз Л—слатающая момента М по оси вращеня 2. 

Формула /)) ноказываетъ. что работа нары вращеня вы- 
числяется точно также, какъ работа пары Пуансо въ твердомъ 
ТЪлЗ. 

Слъдетве. Пара вращешя. моментъ которой перцендику- 
лярепъ къ оси центральнаго винта, не производить никакой 
работы. 


- 
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Вычислимъ теперь работу 51, пары растлженя (Р.5). 
Въ первой главЪ мы видЪли. что 


= Р%р. 


Замфняя здЪеь бр на 120 и замЪчая, что Ро есть мо- 
ментъ Л, пары, получинъ: 


Е) И. =М, р. 


Намъ остается вычислить работу 81, силы Р». Для этото 
воспользуемея формулами 2’). 

Если Х, 7, И—слагающия силы ГР, х. у, 2— координаты 
точки ©, то 


ЗП, = Хдд-- Зу- 702 ==139( Ха«- Уу-- 2з)--03(«/У—уХ). 


Эту фориулу можно также получить, если приведемъ силу 
Р. въ центральной точкЪ, но этотъ выводъ сложнЪе. 

Внося въ послзднюю формулу. вмето Л, У, И ихъ вны- 
ражешя помощью велячины силы Ри с5’овЪ ^, и. у, образуе- 
мыхЪ послЪдней съ осями, найдемъ : 


Г) = Ро ра-ру-)-Н(ар— №). 


Теперь мы можомъ вычиелить работу силоваго `винта 
(Р.. 2,), центръ котораго въ а, осью служить прямая о. За- 
о МВЧая, что моментъ винтовой пары равенъ Гр, найдемъ для 
искомой работы ОП: 


1; =8И-НЗП, = Рр,у83-- РО ро -Ниу- уз) (хи —9)!, 
(1) о. = РО ур. НОж-ну-Рур-Е (их —ч) 1”). 


*) /римъчате. Это выражен! работы снловаго винта значительно отли - 
чается отъ соотвЪтетвующей работы винта, дзйствующаго на твердое т%ло*). 


1) Ср. Ва. 1. ев. р. 12. 
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Изъ полученной формулы вытекаотъ, что винть (р.) не 
производить никакой работы по отношевю къ винту (р), если 


Н) ур Е Ое-Ньу-Руе)р-Н(ьз— Ау) =. 


Назовемъ такой винтъ (р,) 0собымз по отношентю къ 
винту (2). Полученному условно не трудно дать геометрическое 
толковане. Для этого замфтимъ, что уравнене оси (с) имфетъ 
ВИДЪ: 


Проекщя этой оси на плоскости (т, У) представлятея 


уравненемъ: 
г ^^ = ы 
ВЕ М =иа— У. 


Кралчайшее разстояе 4 этой проекщи отъ начала коор- 
динатъ есть: 


Ау _ м м 


Е ———ы=—=ы=ы=ыы— ыы —————_  — 


если —уголъ, ©з’Ъ которато равенъ у. Далфе вводл: 
2—9, У, 2=08, 


Алт-Е ву -Ру2=068 (р. в). 


получимъ : 


Итакъ предыдущее услове приметъ видъ: 
р.сзО -Р азпО0-Еросз(о. в)=0. 


Можно было-бы геометрически вывести это услов1е. Но 
на этомъ останавливаться не будем и перейдемъ къ изелВдо- 
ван!ю формулы М. Предетавимъ ее для этого въ слфдующихъ 
видахъ: 


ра 
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п’) (ра У) -Нири- а) ра-Нь =, 
И") 2(А-ь)-Нрь— №) =ру ур. =, 


к® воторыуъ раде прибавить услов1е: 


р у-е-=1 


Изъ формулы Ы”) вытекаеть. 

Теорема СГГУШ. (Центры параллельных бсиловыхъ вин- 
товЪ равнаго параметра р,. особыхъ по отношеню къ кинема- 
тичеекому винту (р). лежать въ плоскости Р. 

Въ самомъ дЪлз. въ этомъ случаВ величины /, упр, 
постоянны. 

Уравнеше плоскости Р имЪетъ видъ: 


1) жа-ь-Рирь—Х-ар-ур,=0. 


Такъ какъ р, входитъ въ членъ, независяниИ отъ (5.7, 2). 
то мы получаемъ теорему: 

Георема ГЛХ. Плоскости Б, соотвЪтетвующия различнымъ 
параметрамъ р;, параллельны между собой. Параметры р, про- 
поритональны разстоящямъ 4 плоскостей Р отъ центра кинема- 
тйческаго винта. 

Въ самомъ дЪлЪ. этотъ центръ есть начало координатъ. 
Изъ уравненя 1) для 4 получаемъ выражанте: 


Ур. Ур 


Убе (р-р УР 


вЪ силу 1). 











у? 





Каждому направлено (^. и. у) силовыхъ винтовъ отвЪ- 
чаетъ отдфльный пучекъ п параллельныхъ плосгостей Р. Если 
(а, В. 1) направлене общей нормали ЛУ къ плоскостяиъ Л, то 
направлентя (^, в, у) и (5, В, 7) назовемъ сопряженными. 


Т. ХШ. Запие. Мат. Отд. 7 
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Между сопряженными направлешями имЪютея бслЪдующия 
соотнотенля : 


2) рА-Еи=РВа, рь—^= 88, ру=А, 


гдВ — нфкоторый множитель. Возвышая эти уравнешя въ 
квадратъ и сложивъ результаты, находимъ: 


2) р-ЕЕ=А 
9) УЕ, 
Въ силу 2’) и послВдней изъ формулъ 2) находимъ: 


р = р-р’) ру=р 1-Е р), 


откуда 


откуда 





к +=. 


Умноживъ уравненя 2) ча \, шит соотвЪтственно и ело- 
живЪ результаты. найдемъ: 


р=В (а - Вы) =Асз(с. №), 


слздовательно, 


4) с5(с, Ме т: Пу 


и, 


Изъ 2) и 3) слВдуетъ: 


ей Ре ры В. 
утери" утки?" Ур 
ан А 


Проведемъ чрезъ начало координатъ прямыя © (^, в, у) и 
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Т (@, В. 1). Эти прямыя и`оеь 2 ветрЪтятъ шаровую поверх- 
ность, центръ которой въ началЪ координатъ, въ точкахъ ©, 
и У 


По извфетной формулЪ 
3 @Т=сз сз Г-зпиюзпоТ сю. 
Но въ данномъ случаз 
И 1/4 (9 №), 
слЪдовательно. въ силу послфдней изъ формулъ 5), 
6) 55—50, 


что даетъ теорему: 


Теорема ГХ. Плоскость, параллельная осямъ 2 и с ки- 
нематическаго винта и особаго силоваго винта. перпендикулярна 
КЪ плоскости, параллельной оси с послфдняго и сопряженному 
съ с направлен1ю. 

Вышеупомянутый сферическ1й треугольникъ 57.0. уголъ 5 
котораго равенъ прямому, даетъ: 


моТ=зПИЮЙ 
или въ силу 4) 





ЕН 
р 
откуда 
1) соб=Р. 


Мы получили такимъ образомъ теорему: 

Теорема 1,Х1. Плоскость, параллельная осямъ кинемати- 
ческаго и особаго еиловато винта (р.)., образуетъ постоянный 
уголъ { съ плоскость, параллельной оси кинематическаго винта 
и направлен!ю, сопряженному съ о. (0 равенъ параметру р 
кинематическаго винта. 
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Каждому направленю (\, в, у} особых" виптовъ (р.) отв. 
чаетъ отдЪльный пучекъ параллельныхъ плоскостей Р, а между 
ними одна илоскость Р,. точки которой служатъ центрами вин- 
товъ направленя (^, му) и параметра р,;. Замвчая, что урав- 
нен1е 1) 


а(рА-ь) -НУфь- К) -Е а -Еур‹=0 
удовлетворяется велячинами 


ре 


1—9У— 0. УЕ 5 


мы заключаемъ: 


Теорема 2[ХИ. Плоскости Р,., соотвЪтетвующия одинако- 
вому параметру р. и различнымъ направленямъ (^, м, у) 060- 
быхъ винтовъ. проходатъ чрезъ опредзленную точку Х оси кине- 
матическато винта. 

Точку >» назовемъ полюсом» параметра ро. 

По данному полюсу с легко построить плоскость Р,. 60- 
отвЪтетвующую данному направлено ().. и. у). Для этого чрезъ 
с проводимъ прямую с (), м, у). ЗатЪиъ чрезъ ось кинематй- 
ческаго винта проводимъ плоскость ю. образующую съ плос- 
костью (2.5) уголъ И. соРь которато равенъ параметру кине- 
матическато вйнта. Плоскость А. проходящая чрезъ прямую с 
и перпендикулярная къ плоскости (2.0), вотрЗтитъ плоскость 
© по нормали М къ искомой плоскости Р,. Такъ какъ послЪд- 
няя проходитъ чрезъ полюсЪ с, то она вполнф опредФлена. 


Положимъ. что прямая с (\, и. У) перпендикулярна къ оси 
д кинематическаго винта. Тогда плоскость № будетъ перпенди- 
кулярна КЪ 2; слЪдовательно. и прямая Л периендикулярна 
КЪ 2. Отсюда мы заключаемъ, что въ этомъ случаз ГР. прохо- 
дить чрезъ 2. ЗамЪчая, чте | 


19(з, Р.) = соКа, №) 


ра 


`91 ‚ ^ МЕХАНИКА ПОДОБНО-ИЗМЪНЯЕМОЙ СИСТЕМЫ. 101 


и что въ данномъ случаз 


о. 


мы въ силу второй изъ формулъ 4) получаемъ: 


19 (5, Р;)=р, 


чВмъ доказывается слВдующая теорема: 

Теорема ГАШ. Если силовой винтъ (р.), ось которато 
перпендикулярна къ оси кинематическаго винта (р), будетъ 
особымъ по отношелю къ поелЪднему. то &9’5 угла, образуе- 
мато съ осью первато винта плоскостью. проходящей чрезъ его 
центръ и ось втораго винта, равенъ параметру послфднлто. 

Замфтимъ, что въ этомъ случаЪ плоскости Р.. сопряжен- 
ныя ©ъ направленями винтовъ р., проходятъ чрезъ ось кике- 
матическато винта, а параметръ р, можетъ быть произвольнымт. 

Въ самомъ дЪлЪ, въ разсматриваемомъ случаЪ, уравненте 
плоскости Р; и ублов1е М”) принимаютъ видъ: 


2(А-ь)-Ну(ре—^)=о, 


это —уравнен!е плоскости, проходящей чрезъ оеь 2, и въ нето. 
дЪйствительно, параметръ р. не входитъ: 

Положимъ, что прямая с (^Х. м. у) совпадаетъ съ осью =. 
Плоскость (2.0) вЪ этомъ случаВ становится неопредЪленной. 
Но нормаль М вполнЪ опредЪфляетя предыдущим построешемт. 
Въ самомъ дЪлЪ, въ данномъ случаЪ 06% плоскости Л и © про- 
ходатъ чрезъ и не совпадаютъ одна съ другой, такъ какъ 
одна изъ нихъ перпендикулярна къ плоскости (2.5), а другая 
образуетъ еъ послЪдней уголъ, отличный отъ прямото. Отеюда 
мы заключаемъ, что прямая А’ совпалаетъ съ 2; слЪфдовательно, 
Р, перпендикулярна къ =. Замфчая, что въ этомъ гелучаВ Г, 
евть центральная плоскость винта (р.)., мы завлючаемъ: 

Теорема ГАУ. Если спловой винтъ (р.), овь которато 
параллельна оси кинематическато винта, будетъь особымъ по 
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отношеню въ послФднему. то разстоян1е центральныхЪъ илоскос- 
тей обоихъ винтовъ равно (по абсолютной величин®) отноше- 


5 


н1Ю и параметровъ винтовтъ. 


Пусть А (т, С) — какая-нибудь точка пространства. Из- 
слфлуемъ распредвлен!е оеобыхъ винтовъ (р.) проходящихъ 
чрезъ А. 


Уравнения оси с винта имфютъ видъ: 


—# _ "—-у _ вы. 
и ы ат 


ГдЪ <, у, =—координаты центра. Исключая ^, и иу между этими . 
уравненями и М’), находимъ: 


8) (:—2) (р2—у)-Ра-— уч) (у-+=)-+(—2) (рё-ре)=0 


что можно представить въ слфдующемъ видЪ: 
8') рае) (ре) — ут —2(р—ро)=роб. 


Это уравнен!е шаровой поверхности ©.. ЗамВтимЪъ. кромз 
тото. что поверхность ©, проходить чрезъ А й точку: о. о, 


РИ т. е., чрезъ полюсъ » параметра р.. Это прямо слЪ- 


дуетъ изъ уравнен1я 8). Мы получили, слфдовательно, теорему: 


Теорема ГАТ. Существуетъ безчисленное множество си- 
ловыхъ винтовъ параметра р., проходящихь чрезъ точку А и 
особыхъ по отношеню къ данному кинематическому винту (7). 
Пентры этихъ винтовъ лежатъ на паровой поверхности ©, 
проходящей чрезъ А и полюсъ параметра р.. 

Слъьдстве. Особые винты равнаго параметра р., центромъ 


которыхъ служить А, лежать въ плоскости (4), касательной’ 
въ А къ шару ю.. 
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Уравнен1е плоскости 4), очевидно, есть уравнеюше (8), 
если мы въ поелвднемъ будемъ считать перемВнными Е, 7 и 6, 
& постоянными 5, у, 2, которыя въ этомъ случа слЪдуетъ раз- 
сматривать, какъ координаты точки А, принимаемой за центръ 
особаго винта. 

Воординаты о, 3,1 центра шара ©) опредфляютея изъ 
формулъ : 


9) 2ре=рз-т, 2р8=ри—®, Зру=ре— р. 


Зам чая, что хи В отъ р. и не зависять, заключаемъ: 

Теорема Т.ХТ1. Центры шаровъ 5., воотвЪтствующихъ 
различнымъ параметрам р,, лежать на прямой [, параллель- 
ной оси кинематическаго винта (р). Прямыя Г, соотв тствую- 
пол различнымЪъ точкамъ А прямой /Л/, параллельной оси винта 
(2), совпадаютъ. 

Слльдстве. По предыдущему. особые винты равнато па- 
раметра 7,. центръ которыхъ въ А, лежитъ въ плоскости (А). 
касательной къ шару ©.. На основанш  послфдней теоремы 
заключаемъ : 

Геоема №4ХУТЛ. Плоскости (А), соотвЪтетвующя различ- 
нымЪ параметрамъь ф., обертываютъ прямую //‚, перпендику- 
лярную въ А къ плоскости, проходящей чрезъ точку А и пря- 
мую [. 

Эту прямую ЛМ, назовемъ осью точки А. 0ь М, есть 
ось пучка плоскостей (4), въ каждой изъ которыхъ лежитъ 
бечисленное множество особыхъ винтовъ параметра р., имзю- 
щихЪ пентромъ точку А. Ось точки А на основани теоремы 
ГХУТ перпендикулярна къ оси кинематическато винта (р). На 
основании той же теоремы заключаемъ: 

Теорема ГХУШ, Оси точекъ прямой, параллельной оси 
винта (р), параллельны между с060й. 

Такъ какъ ось М, точки А лежитъ во вофхъ плоскос- 
тлхЪ (4), то, елЪдовательно, винтъ произвольнаго параметра, 
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ось котораго совпадаетъ съ Л/;, а центромъ служить А, 6у- 
детъ особымъ по отношению къ кинематическому винту (р). 

Пуеть теперь (а)—какая-нибудь плоскость. На осповани 
предыдущихъ изслфдоваюй мы можемъ судить о распредЪлени 
въ (а) особыхъ винтовъ даннаго параметра ро. 

Такъ. пентры параллельных винтовъ лежатъ на прямой. 
Центры винтовъ перес$кающихся въ одной и той же точк$ А 
лежать на окружности. проходящей чрезъ А. Каждая точка А 
есть вообще центръ лишь одното винта. Только въ томъ слу- 
ча, когда 0о6вь точки А лежитъ въ (а), точка А есть центръ 
плоскаго пучка винтовъ равнаго параметра р.. Точку А въ 
этомъ случаЪ назовемъ иолиюсомь плоскости (а) по отпошентю 
къ параметру р.. 

Легко доказать, что каждому параметру р. соотвЪтетвуетъ 
въ (а) лишь одинъ полюсъ А. Для доказательства обратимся 
къ уравнению 8): 


а) (5—2) (рх—у) Е (у) (ру =) (С—=) (рё-Ерз)=0. 


Выше было указано. что, если <, у, =—координаты центра 
А силоваго винта (р,), то это уравнеше предетавляетъ плос- 
кость, въ которой лежать вс особые винты одного и того же 
параметра р.. СлВдовательно, А—полюсъ плоскости ©). Рашимт 
обратный вопросъ. Дано уравнене 


плоскости а); требуетея найти гя полюбъ 2 (5, у, 2). 


Для этого необходимо выразить, что уравнешя я) и а’) 
предотавляютъ одну и туже плоскость. Написавъ «) въ видЪ: 


(ржу) (ру) Е (фё-Ерз)= рае -у-=)- 2, 


находимъ слфдующйя уеловя, при которыхъ точка (1,9, 2) 
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будетъ полюсомъ плоскости ©): 


ра—у _ рух _ рерз _ рту) арз 
А ПХ ЧО р 





Но первыя три отношеня даютъ: 


рё—у _ р-р г) ро. 
А Аз Ву--О2 ' 
слЪдовательно. 
Аз ВУ 0:=0 


что бамо с0бой очевидно и могло быть написано сразу. Для 
опредзлен1я точки 2, У. 2 у насъ имЪются, слфдовательно, 
уравнен1я: 


рх—у. _ рух ре ре. а 
и. м ай 
а ТО Аз-- Ву (= 


Замзчая, что эти уравнентя первой стенени, мы заключа- 
емъ, что дЪйствительно. существуеть лишь одйнъ полюсъ А 
плоскости &) по отношен1ю къ данному параметру р. 
| Между координатами (5. У. 2) полюса имЪются два 600т- 
ношен1я 


А т Ви 
И — В * Аз-- Бу-- С ИЯ 


не зависящ]я отъ параметра р.. Эти уравненя представляютъ 
прямую линю. Отсюда мы заключаемъ: полюсы плоскоети а) 
по отношеню къ различнымъ параметрамъ лежатъ на прямой. 

Этимъ мы заключимъ изелздован1е свойствъ силовыхъ 
винтовъ, по отношению къ данному кинематическому винту. Это 
изслВдованте не можетъ претендовать. на полноту и закончен- 
ность, такъ какъ въ этомъ выпускВ нашего труда мы имЪли 
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Въ виду лишь коснуться боотношенй, существующихъь между 
винтами силовыми и кинематическими. ‘Только въ четвертомъ 
выпускв, посвященномъ кинематикз и динамикВ подобно-измз- 
няемой системы. мы будемъ имЪть возможность обрисовать эти 
соотношеня съ достаточно полнотой. ЗамЪчу лишь въ заклю- 
чен1е, что свойства силовыхъ винтовъ. не производящих ра- 
боты. значительно измзняются при переход отъ твердаго т$ла 
къ подобно-измфняемой систем» ”). 


1891 года 25-е Февраля. 
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*) Ср. Ва|. 1. её. СВ. П, $ 13 и 14, СЪ. 11. $ 22 я33, СВ. 1Х, $ 80. _ 
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ПРИЛОЖЕНТЕ. 


ГОМОЙОГРАФХФ Ъ. 


ЭдЪеь помЪщу описаше сложнаго циркуля, въ которомъ 
три точки движутся такъ. что треугольникъ. вершинами кото- 
раго служатъ эти точки, остается подобнымъ самому се6Ъ. 
Этотъ приборъ можно назвать гомойотрафомъ ”). 

Существенную часть томойографа составляютъ два ромба 
АВСЬ и АЕЕС (ч. 13), имзюпие точку А общей вершиной. 
Вершины Ви /) первато ромба соединены съ вершинами Ни С 
втораго равными стержнями ВЕ и ПС. КуомЪ тото. на О 
поетроенъ треугольникъ ОСН, въ которомъ 


АВЕРС Н. 


Докажемъ. что углы треугольника СЁН не измвняются. 
Прежде всего замЪтимъ, что треугольники АВЕ и АСР 


равны, откуда 
БАН Дао: 


Но въ ромбз ЕАСЁЕ датональ АК есть равнодзлящая 
угла ЕАС. СлЪдовательно. въ силу ©) АЁ будетъ равнодЪ- 


*) Примъчане. Гомойограеъ былъ мною построенъ въ 1887 году и 
тогда же его теор1я была изложена на одномъ изъ засздан!й Новоросейскаго 
Общества Естествоиспытателей. Авт. 
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лящей угла ВАД. Но равнодзлящей послФдняго служитъ д1а- 
тональ АС втораго ромба. СлВдовательно, прямыя АС и АЕ 
совпадаютъ. Точка С во вве время движешя остается на окруж- 
ноети, центръ которой въ 0. такъ какъ стержни АД, Ср и НО 
равны. Замфчая, что хорда АН этой окружности не измЗняетя, 
заключаемъ, что и уголь АСН также не измфняется. Но точки 
А,С и Е лежать на прямой, слфдовательно, не м%няетея и 
уголъ ЕСН. Точно также не измВняется утолъ СЁН, такъ 
какъ точка К остается на окружноети, центръ которой въ (, 
радлувами елужатъ равные стержни АС. Ра и ЯН, а неизм®- 
няемой хордой линя АН. Но, если въ треутольнин СЁН 
остаются постоянными два угла, то и трей не йзмЗняется. 
Итакъ, дЪИствительно, въ олисанномъ приборз измФняемый 
треугольникъ СЁН остается подобнымъ вамому себз. 


Одесса, Сентябрь 1887 годъ. 
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(о сиимаемостя ртути Я Стекла. 


ОПЫТНОЕ ИЗСЛЬДОВАНТЕ 
Г. Г. Де. Метца. 
Веевегевез ехрёгипеп(а]е; 4е 1а сотаргезя! ре 4и таегеиге еф 4и уетте, 


рат а. Ое-Ме. 


ПРЕДИСЛОВТЕ. 


‘Задача, которую мы преслФдуемъ въ настоящей работ, 
состоитъ въ опредълени числовой величины коэффищента аб- 
солютной сжимаемости ртути. Съ этою пфлью мы одновременно 
изслвдовали ее по двумъ принатымъ въ наук методамъ—Ве- 
опа и Тапит’а—и еще по третьей, которую легко установить, 
исходя изъ уравнешй Глалб, данных въ его «166018 зат 
ГеТазст66 4ез сотрз з014ез» и въ седьмомъ мемуарз Веста: 
«Пе ]& с0тргез1 66 4е$ Пе. 6 еп рагйейЦег. 4е 
сеПе и тегепге». Сопоставленте полученныхъ такимъ образомъ 
трехъ рядовъ чиселъь приводить насъ къ убёжденю, что ме- 
тода дЧаши’а не вполнз согласна съ требовантяни теори упру- 
гости, и что она, въ другомъ только видз, заключаеть въ себ 
недостатки старой методы Сапфот’а. Теоря упругости указы- 
ваетъ вмзотВ съ тЪиъЪ путЕ, по которому можно перейти отъ 
коэффишента сжимаемости, получаемато по методЪ ЛатПга, къ 
истинному коэффишенту сжимаемостя, и тЪмъ самымъ рЬшаетъ 
вопросъ ясно и опред$ленно. Такимъ образомъ. наше изелЪдо- 
ван!е заключаеть въ себЪ данныя, на основами которыхъ мы 
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_ можемь подтвердить справедливость теоретическихь формулъ 
Тмиб и объединить экспериментальныя методы Салфот’а. Ве- 
опал и Ташп’а. Такъ какъ. однако, формулы Гашб въ ихъ 
общемъ видЪ требуютъ знамя двухъ коэффицентовъ упругоети 
п1езометра, то мы посвятили этому вопросу отдЪльное изелзвдо- 
ван1е, причемъ подвергли шезометричесвя трубы гнутио и вру-, 
чен1ю. Оказалось, что разница между вычисленями, произве- 
денными по полнымъ формуламъ и по упрощеннымъ. заклю- 
чается всего въ предЪлахъ ошибокъ опыта, велздетв1е чего 
мы считаемъ возможнымъ пользоваться послфдними, лишь бы 
п1езометры были приготовлены изъ стекла. 

Это изслЗдоване было задумано и отчасти уже выпол- 
нено до появленя работы М. Атаоаф. затротивающей тотъ же 
воиросъ; хотя методы наши значительно разнятся между с0б0ю. 
тЪмъ не мензе мы приходимъ къ тождественнымъ результа- 
тамъ, и оба высказываемся въ пользу теори упругоети. 

Настоящая статья заключаетъ въ себЪ три главы. Въ 
первой —— въ историческомъ порядкЪ вкратцз изложены йзелз- 
довашя по сжимаемости жидкостей. причемъ главное внимане 
обращено на развит1е методъ: во второй — заключены резуль- 
таты опредзлентя кубической сжимаемости стекла и приведены 
числовыя значен1я, характеризующия постоянную Ро15з0п’а раз- 
личных твердыхъ тзлъЪ. Бъ третьей — помЗщены результаты 
собственныхъ нашихъ изелздовае!И сжимаемости ртути й стекла. 

Это изелфдоване было произведено въ физической лабо- 
ратори Императорскаго НоворосеЙскато университета, и мы 
считаемъ своймъ прятнЪйшимъ долгомъ выразить здфеь напу 
глубокую признательность завздывающему ею профессеру 9ео- 
дору Никифоровичу Шведову. который не только любезно пре- 
доставилъ въ наше распоряжене необходимые инструменты и 
матерталы, но съ живЪйшимъ участемъ относился къ усизхамъ 
этой работы я не отказывалъ намъ въ своемъ совЪтз. 


Одесса, 25 февраля 1891 года. 
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ГЛАВА 1. 
Историческ!й очеркъ. 


1. Первыя изелфдоваюя по сжимаемостй жидкостей отно- 
сятся къ началу ХУП стольтя, когда Васоп 1). въ 1620 г., 
заключив воду въ полый свинцовый шаръ, запаялъ отверсте 
и сплюснулъ ето сначала ударомъ молота, а затВиъ подъ прес-. 
сомъ до просачиваня воды черезъ его стёнки. Васоп вынесъ 
изъ этого опыта убфждене, что вода сжимаема, хотя и въ 
очень слабой степени; свое заключен1е онъ основывалъ на томъ, 
что объемъ деформированнато шара меньше начальнато, стало 
быть. начальный объемъ жидкости уменьшился на величину 
сжимаемости воды. 


Въ 1667 году, члены извЪетной акадеши 4е1 Спиепфо 2) 
занялись этимъ вопровомъ и сдфлали пфлый рядъ опытовъ. ко- 
торые привели ихъ къ отрицательному результату. 


Сначала они выдули большой шаръ изъ стекляной трубки 
и наполнили ето водою; къ свободному концу капиллярной 
трубки они принаяли другой резервуаръ, также наполненный 
водою, а соединительную капиллярную трубку изогнули. Погру- 
зивъ шаръ въ тающ ледъ и подогрфвъ резервуаръ, они раз- 


1) Васоп. Моупш отоапит. ТАЪ. П, сар. ХЪУ; см. У1оПе. Соптз 4е 
рАузаче. Тоше Т, Зесоп4е рагИе. Рат1з, 1884, р. 513. 
2) баоо1 41 паб ига! зрегеп2е Га4е пе’Асса4ет1а 4е] Спиешо ; сар.У, 


Е1геп7е. 1667. 
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считывали замфтить понижене уровня въ капилляр?Ъ, такъ какъЪ 
пары воды подотрфваемаго сосуда должны были производить 
значительное давлен1е; однако. ихъ ожидане не оправдалось. 


Такую неудачу легко объяснить самою постановкою опыта: 
приборъ академиковъ былъ въ сущности дистилляторомъ, и 
пары воды резервуара при охлаждеши у стВнокъ холоднаго 
капилляра производили увеличен!е начальнаго объема жидкости. 
Если бы между шаромъ и резервуаромъ былъ слой масла или 
ртути, то они нашли бы искомое явленше ). 


2. Послз первой неудачи они произвели второй опытъ 
сжимаемости воды въ Мартоттовой трубкЪ при давлеши ртут- 
наго столба въ 9.6 атмосферъ. но искомаго явлен1я опять-таки 
не замътили. 


3. Наконецъ, они изготовили серебряный шаръ. наполнилй 
ето водою и отверст1е наглухо зазинтили гайкою. Когда они 
подвергли его сильному давлен1ю. то вода стала просачиваться 
наружу, и стЪнки его покрылись росою. Этотъ рядъ попытокъ 
привелъ академиковъ @е] СПтепфо къ заключению, что вода не- 
сжимаема. къ заключению невЪрному ий обратному тому, къ Бо- 
торому гораздо раныше пришелъ Васоп. 


4. МнЪне о несжимаемости жидкостей господотвовало пЪ- 
лое столЪт!е, пока, въ 1761 году, Лови Салфоп?) не взялся 
вновь за этотъ вопросъ. Ему удалось не только показать. что 
вода и нФкоторыя другя жидкости сжимаемы, но ему хотЪлось 
даже исключить влиян1е деформати самото сосуда. Онъ поету- 
палъ слфдующииъ образомъ: приготовивЪ сосудъ на подоб1е 
большато термометра, онъ точно опредЪлилъ отношев1е объема 
одного дЪзлен1я капилляра въ объему всего шара; наполнилъ 


1) Возможно, что въ прибор было недостаточное давлен1е, такъ какъ 
въ сообщающихея сосудахъ съ различными температурами упругая сила пара 
равна давлению. соотв тетвующему низшей температур®. 


?) Сашоп. РЫИ. Тгапз., 1761 и 1762. 
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его изучаемою жидкостью. прокяпятилъ послЪлнюю, чтобы осво- 
бодить ес отъ воздуха, и запаялъ капилляръ совершенно такт, 
какъ поступаютъ при приготовлени термометра. Подобный со- 
судъ онъ помфетилъ подъ колоколъ воздулнаго пасоса, въ 
верхней части котораго было высверлено отверет1е для того, 
чтобы запаянный конец капилляра можно было выдвинуть 
за предЪлъ безвоздутнаго пространетва въ окружающий воздухъ. 
Лавъ установиться температур® и замфтивъ уровень жидкости 
въ капиллярз, онъ отламывалъ оконечность послЪдняго, вол$д- 
ств1е чего уровень падаль на 0 дЪленй. Онъ считалъ, что на- 
болюдаемое понижене есть сумма двухъ эффектовъ;: сжимаемости 
жидкости и упругаго расширеня сосуда; чтобы исключить по- 
слЪднее, онъ впускалъ воздухъ подъ колоколъ насоса, велЪд- 
етве чего уровень жидкости въ сосудЪ поднималея на 6’ дЗ- 
лешй. Сатфоп полаталъ, что истинная ожимаемость жидкости 


0-0’ 
а 1) 
РИ.’ ( 


гдз И’, есть внутренн!Й объемъ сосуда, а Р—давлен!е въ ал- 
мосферахт. 
Этою методою онъ пашелъ, что коэффищентъ сжимаемости 
воды 
Хх. = 0.000046. 


число довольно близкое къ установившемуся теперь въ наукз, 
хотя оно выражаетъ такъ называемую кажущуюся сжимаемость 
/.. & не абеволютную у.. 

5. Опыты Сащоп’а прошли бы безолёдно, еели-бы въ 
1819 т. за нихъ не взялся Фасор Регкшз "), а въ 1833 г. 
извзетный Оетзфе$, изъ Копенгагена. 

Регкз впервые даетъ назване «шШезометра» прибору, 
служащему для изученя сжимаемости жидкости, и его работы 


1) Регкзпз. РЬП. Тгапв., 1820. 
Т. ХШ. Зап, Мат. Отд. 8 
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интересны, какъ по значительности давленй, которымъ отъ 
подвергалъ жидкости. такъ и по разнообразлю сповобовъ, кото- 
рые онъ примВнилъ къ рьшенто вопроса; можно только пожа- 
лЪть, что они не отличались необходимою точностью. Онъ упо- 
треблялъ металлические шезометры, съ одного конца наглухо 
задзланные, а съ другато запертые цилиндрическимь поршнемъ, 
ходившемь на мягкомъ трени въ кожанномъ кольш® (ое & 
сит); натолнивъ п1езометръь водою и заперши его поршнем, 
онъ отиВчалъ глубину погруженя поршня особымъ внЪшнимъ 
кожаннымъ кружкомъ, который на мятгкомъ-же трени сколь- 
зилъ по внзшней части поршня; въ начал опыта этотъ кружокъ 
плотно прилегалъ къ верхнему донышку сосуда. ЗатФиъ онъ 
потружалъ шезометръ въ пушечный каналъ, также наполнен- 
ный водою, закрывалъ вбЪ отверст1я. кромВ того, черезъ кото- 
рое передавалъь помпою давлеюе внутрь канала. и производилъ 
сжат1е. Во время сжатя кружокъ перемфщалея по поршию на 
разетоян1е. соотвфтотвовавшее величинз погруженя поршия. 
Эная всЪ разизры сосуда й поршня. можно было опредЪлить 
сжимаемость воды. но. конечно. о большой точности результата 
здЪеь не могло быть й р%чи. 

РегЕтз придумалъь между прочимъ еще одинъ с1060бъ 
доказательства И опредЪленя сжимаемости жидкостей, замЪ- 
нивъ изифрене объемовъ измзрешемъ вЪсовъ. Онъ устроилъ 
цилиндрическ1И сосудъ, еъ одной стороны закрытый наглухо. 
% съ другой—клапаномъ, открывавшимея внутрь его. Напол- 
нивъ босудъ водою. онъ взвЪфшивалъ его ий помфщалъ въ пу- 
шечный каналъ. Подъ вллянемъ большато внфшняго давленя 
и волвдетне сжимаемости жидкости. клананъ открывался внутрь, 
и часть жидкости переходила изъ пушечнаго канала въ совудъ. 
Когда онъ его взвзшивалъ вновь, то находилъ приращене 
вфеа. Изъ своихъ измвренй Регкшз нашелъ для воды 


х.=0.000048 *). 


') Оегзбе@$, Апп. 4е сЪ1и. её 4е рБуз., 1823. %. 92, р. 196. 
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6. Боле точныя работы по интересующему насъ вопросу 
начались Оегзфе@Гомъ!), въ 1823 тоду. Подобно своймъ 
предшественникамъ. онъ также изучалъь сжимаемость воды, но 
только при малыхъ давлешяхъ оть 0.33 до 6 атмосферъ и 
при одной и той же температурЪ. Приборъ его общеизв% стенъ?); 
онъ употреблялъ первоначально латунный шезометръ съ весьма 
толстыми стзнками, съ цЪлью избфтнуть растиреня стЪнокъ 
(1823), а затЪмъ (1828)-—стекляный, свинцовый и оловянный; 
онъ прикрфплялъь шезометръ къ латунной пластинеВ. на кото- 
рой помзщалъ термометръ и воздушный манометръ. Пригото- 
вленный такимъ образомъ шезометръ погружалея въ крик 
стекляной цилиндръ, запаянный ©Ъъ одного конца, а оъ другаго 
оканчивавиийся металлическою оправою и водяною помпою. 
Пилиндръ былъ наполненъ водою, и чтобы она не смъшива- 
лась еъ испытуемою водою шезометра, Оетзбеф въ вид ин- 
декса впускалъ каплю ртути въ его капилляръ. Отеюда видно, 
что Оетзфей$. подобно РегКтз’у. производилъ одновременно вну- 
треннее и внЪшнее сжате и опредзлялъ, слФдовательно, кажу- 
щуюся сжимаемость жидкости , 


0’ 


Аа РУ. ) (2) 


гдЪ 0’ есть кажущееся уменьшене первоначальнаго объема 
птезометра И” при двухотороннемъ давлени Р. Сотласно воз- 
зрзню Гол между величинами 0 и’. наблюденными Сатфо- 
п’омъ, п величиною 0”', наблюденною Регктз’омъ и Ост ом, 
существуетъ связь, 


0" =0, (3) 


1) Осгэе4$. Апп, 4е сЪ1ю. её 4е рЬуз., +. 21, 1822, р. 99; %. 22, 1823. 


р. 192; +. 38, 1828, р. 326. 
2) Лат1п её Воифу. Сопгз 4е рвузаие. Тоше Т, #азе. П, 1882, р. 121, 


116 Г. Г. ДЕ-МЕТЦЪ. 8 


которая позволяеть намъ вникнуть въ вмыелъ ихъ измврен!й, 
& именно, что этими, на первый взтлядъ, разными пруемами 
вов они измЪрали лишь кажущуюся сжимаемость у, И вовсе 
не исправляли своихъ результатовъ на кубическую сжимаемость 
 стзнокъ шезометра. Изъ свойхъ измзрен!й Оетзфе нашелъ, 
что сжимаемость воды ') 


у.=0.000045 


и показалъ. что она постоянна въ предЪлахъ давлеюшй отъ 
0.33 до б атмосферъ. 

Остзфе6 полагалъ, что кажущаяся сжимаемость у, близка 
ЕЪ дЪйствительной у,, если производить опыты съ тонко-стЪн- 
нымъ сосудомъ и подвергать его одновременно внутреннему и. 
внЪшнему сжато. Чтобы подтвердить эту мысль, онъ измфрялъ 
сжимаемость воды въ стекляномъ и свинцовомъ шезометрахъ; 
найдя изъ этихъ опытовъ одно и то же число для коэффи- 
цента сжимаемости воды. онъ считалъ свою мысль доказанной, 
& выводы теорий упругости опровергнутыми *). Согласно дальнЪй- 
шему развит!о этого вопроса можно предположить, что изм%- 
рен1я Оетз$еРа не были настолько точны, чтобы обнаружить 
разницу между кубическою сжимаемостью Ё стекла и свинца, 
разницу весьма малую по своей абсолютной величинЪ. такъ 


какъ | 
стекло к=0.0000020. 


свинепъ к=0.0000059. 


7. Ре5ргеф?), въ 1823 году, вневъ нЪкоторыя улучшеня 
въ экспериментальную сторону этото вопроса, замнивъ вЪ воз- 


1) Осгзёеа$. Апп. 4е сь1и. её 4е рпуз., 18233. $. 22, р. 196. 

3) Узое. „Гос; ©14., р. 519. 

3) Пезргефл. С. В, ХХГ, 1845. М№4е ваг 4ез ехрёгепсез ехёсаф вез 
еп 1823. 
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дутномъ манометрв воду-—ртутью и ртутный индекоъ надъ во- 
дою въ капиллярз шезометра —воздухомъ. КромВ того, онъ 
погружалъь шезометръ въ ванну постоянной температуры, но 
зато, подобно своимъ предшественникамъ, игнорировалъ по- 
правку на деформащлю стзнокъ. Онъ доказывалъ, что сжимае- 
мость не пропорц1ональна давленю, но это утверждене впо- 
олЪдетви не оправдалось въ предЪлахъ его же давленй. 


3. Въ 1837 году, СоПайоп её Убигш!). изъ Жекевы, пред- 
приняли новую большую работу, посвященную сжимаемости жид- 
костей, причемъ интересно то обстоятельство, что они значительно 
приблизились къ истинному опредзлен!ю деформати тпезометра. 
Съ этою цзлью опи опредзлили коэффищенть линейнато рае- 
тяженя стеклянато стержня и нашли, что а=0.0000011. От- 
сюда они выводили величину кубической сжимаемости шШезо- 
метра К, положивъ 


к=3а=0.0000033. (4) 
что, однако, не вЪрно. такъ какъ, согласно теорли упругости, 
к=39(1— 25), (5) 


тд с есть отношен1е поперечнато сокращеня 3 къ линейному 


^ 


| 3 
растяженю а. Положивъ, согласно Ро1550т’у. = 9—0) 


для весакаго изотропнаго тВла. находимъ 
За 
&——5 =0.00000165. (6) 


Что касается ихъ методы, то она цЪликомъ была займствована 
у ОстзфеРа. съ тою лишь фазницею, что ихъ манометръ быль 





1) СоПаоп еф Зита, Апп. 4е съ. её 4е рВуз.. %, 36, 1827, рр. 
113-—159 и рр. 225—257, 
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воздушно-ртутный, и езометръ погружался въ ванну постоян- 
ной температуры. Эта работа по своймъ достоинетвамъ выд%- 
ляется изъ ряда только что поименованныхъ, за что и была 
удостоена преми Парижской Академи Наукъ въ 1837 году. 


Они нашли, что кажущаяся сжимаемость воды 


у.=0.000048 при 0°. 
& ИСТИННАЯ 


/.=0.0000513 при 0°. 


Это число слишкомъ велико. такъ какъ Е было ими вычиелено 
невзрно; если-же взять 


к =0.00000165. 
то 


у,=0.0000496 при 0°. 


Меня особенно интересуетъ работа СоПайоп еф Убигига. потому- 
что они первые опредЗляли сжимаемость ртути и нашли: 


у.=0.00000173 при 0°, 
откуда 
у,=0.00000503 при 0° и Ё=3а, 


а въ лйствительности 
3 
у, = 0.00000338 при 07 и =“. 


Относительно числа у, = 0.00000173 слЪдуетъ замфтить, что 
оно вычислено СоПа@ой еф Зиги’омъ только изъ большихъ 


давленй. Я передЪзлалъ вычисленя ихъ опытовъ по таблицамъ 
рр. 137—138 ихъ мемуара и нашелъ боле точное число 


/.=0.00000187 при 0°. 
и тогда 

/,==0.00000517 при 0° ий = 3о, 
ор За 
ы Х,==0.00000352 пря 0° ий = с: 


11 О СЖИМАЕМОСТИ РТУТИ И СТЕКЛА. | 119 


Посл днее число тождественно съ числом Веста 
Х, = 0.00000352, 

равно какъ и коэффишентъ сжимаемости воды 
у, = 0.0000496 

очень близокъ къ тому же коэффищенту @тазя 
х, = 0.0000502. 


Приведенныхъ сравнен!й вполнф достаточно, чтобы указать на 
степень точности наблюденй СоПафоп её Убигш’а. Остается по- 
жалВаль, что многочисленный матералъ ихъ наблюденй, обни- 
мающ: ртуть при 0°, воду безъ воздуха при 0°. воду съ 
воздухомъ при (0° алкоголь. сЪрный эоиръ, насыщенный раст- 
воръ ампака. эвиры: азотной. уксусной, хлористоводородной 
кислотъ; уксусную кйслоту. сФрную концент. кислоту. азотную 
кислоту. терпентинъ,—забытъ въ наетоящее время; они опериро- 
вали съ давленями до 40 атмосферъ й нашли, что сжимае- 
мость воды пропорцокальна давленю. 

9. Въ 1843 году, Апиб Г) предпринялъ рядъ опытовъ, 
основанныхЪ на 0собомъ премВ вычйесленя сжимаемости жид- 
каго тЪла, хотя шезометръ по прежнему подвергался одновуе- 
менно внутреннему и внфшнему давлешямъ. которыя получа- 
лись при погруженш ето въ мор. на значительную глубину. 
Своему шезометру Апиб далъ назвае арратеЙ А абуегзетет?; 
онъ состоялъ изъ стекляной камеры а. къ которой съ одной 
стороны была припаяна изогнутая капиллярная трубка 0с. какъ 
показано на фиг. 1-Й. Передъ наполненшемъ камеры а изучаемою 
жидкостью конепъ ел 4 былъ открытъ, й черезъ него проис- 
ходило наполнен1е жидкостью. послЪ чего конецъ 4 запаивался. 


`1) Апаб. Апшп. 4е спи. еф 4е рБуз., 1843, (3) +. 8, р. 257. 
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Другой открытый конецъ с служилъ для наполнеюмя камилляра 
с ртутью и для передачи давленя внутрь камеры. Когда жид- 
кость сжималась. то въ камеру а изливалась часть ртути изъ 
трубки 0с, и объемъ влившейся ртути представляль въ точ- 
ности сжал1е заключенной въ камер а жидкости. Вычиелене 
коэффицента сжимазмости Апиб сводилъ на расширене жид- 
кости. причемъ поступалъ слЗдующинъ образомъ. Онъ опредз- 
лялъ прежде всего температуру камеры а, при которой ртуть 
капилляра 6с касалась оконечности его 0, положимъ 15°0.. на- 
носилъ на трубкЪ 0с произвольную черточку Л й потружалъ 
камеру а въ теплую ванну такой температуры, положимъ 3090... 
чтобы жидкость, заключенная въ камер, расширившись. оттолк- 
нула уровень ртути отъ 6 до 1. Опустивъ этотъ приборъ въ 
море. онъ замЪчаль, что подъ вллянемъ давленя часть ртути 
вливалась въ камеру а, потому что послЪ извлеченя его изъ 
воды уровень при 15°0. уже не приходилея въ точкЪ 6, а 
столялъ нЪеколько ниже, у точки 9. Чтобы свести задачу сжи- 
маемости жидкости на задачу разтиреня, онъ опредзлалЪъ вновь 
ту температуру. при которой уровень ртути переходилъ отъ 
точки 9 до штриха №; эта температура, очевидно. должна была 
быть теперь меньше 30°С., положимъ 22° 0. Отсюда легко 
вычислить. какому числу градусовъ С соотвфтетвовало данное 
сжалте; именно сжат!е 69=0% —09й; но ОА эквивалентно рас- 


ширеню (30°—15°), а 9 —(22°—15°), елБдовательно. иеко- | 


мое сжат1е выразится растиренемъ числа градусовъ 


(30°—15°)—(22°—15°)=84. ет 


При этомъ мы предполагали, что температура моря была 15° 0., 


& если бы она была 12°.6, какъ въ опытахъь Ашиб, то при- 
веденное число градусовъ нужно было бы уменыпить на (15°— 
12°. 6), такъ что вообще 


9=(30—15°)—(22—15°)-—(15°—13.6), 


32 —- и. 4, 
ё.. 
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или проще | 
бу—(30°—15°)—(22°—12°.6)=5°.6 0.  (7’) 


За единицу объема онъ принималъ объемъ камеры при 12°. 6 С., 
& давлене въ его опытахъ м%Ънялоеь оть 86 ати. до. 220 атм. 
Онъ воспользовался изслЗдовашемъ СоПаоп еф ЮУбигига, чтобы 
поправить свой наблюденя на кубическую сжимаемость стекла, 
причемъ впервые вычиелилъ К по формул теорли упругости; 
онъ положиль К=0.00000105; противъ этото числа, однако, 
можно возразить, такъ какъ неизвЪзетно— обладало-ли стекло 
СоПайоп еф Эйшгша тЪми-же упругими свойствами. Онъ изу- 
чиль сжимаемость: воды, алкоголя 32°/., 40°/,; киелотъ: 
щавелевой, уксусной, сЪрной, хлористо-водородной, раствора 
аизпака, морской воды, сЪрно-кислато натря, нефти, тернентина, 
ртути. Сообщу коэффиценты сжимаемости, найденные имЪъ для 
воды и ртути: 


вода 7,=0.0000502 при 12°. 6 С., 
ртуть /,=0.0000040 при 12°. 6 С.; 


послЪднее число получено изЪ 5-хъ опытовъ, въ которыхъ дав- 
лен!е мВняхось въ предзлахъ 97, 160, 112 ам. 

10. Въ 1847 году. по тому же вопросу опубликовалъ 
работу Веста. отнеспийся къ дЪфлу 60 свойственными ему 
обстоятельностью и точностью. Онъ изучилъ всего дв жид- 
кости: воду и ртуть, но самые опыты были предприняты съ 
цфлью провЪрять формулы теорти упругости. основанной на н%- 
которыхъ гипотезахъ относительно взаимодЪйствя молекулъ 
однороднаго и изотропнаго твердато тЗла. Главнымъ образомъ, 
ото интересовалъ вопросъ непосредственнато опредзлентя куби- 
‚ ческой сжимаемости стВнокъ шШезометра К, а не коевеннаго, 
какъ напримзръ изъ вытяженя силошнаго стержня, хотя бы 
изготовленнато одновременно и изъ той же самой массы, изъ 
которой и труба шезометра. 
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Веспаи не считалъ даже строгимъ опредЪлен1е коэффи- 
цента К, сдЪланное изъ предварительныхъ опытовъ еъ трубою. 
которая служила затЪиъ для приготовленя шезометра, такъ 
какъ, по его инфию, необходимо допустить совершенную одно- 
родность стекляной массы, чтобы дальнзйшая обработка трубы 
не нарушила первоначальнаго ея упругато состояюя. Онъ при- 
водитъ далЪфе рядъ чиселъ. характеризующих Юнговъ модуль 
стекла, и оказывается, что значения его колеблются между 


кт 


кт 
ы 5) 
тт 


тт? 


Е=10000 и Е=5419 





соотвЪтетвенно чему колебаюмя коэффипента растяжешя © про- 
исходятъ (на 1 атм.) въ предфлахъ 


ый т 
а—10.3%140`°и а=18.8Ж10, 


2 





а коэффищентовъ ё=-— въ предзлахъ 


9 о 
—=15.4Ж10 и #=23.2Ж10. 


Эти числа ясно указываютъ на то. что различныя бтекла обла- 
даютъ различнымй упруглий свойствами, и что, елздовательно. 
матерталь каждато шезометра долженъ изучаться индивидуально. 


Съ этою цЪлью Веста предложилъ свою методу. ©о- 
гласно которой наблюдатель опредЪляеть кажущуюся сжимае- 
мость жидкости у, по видимому пониженио уровня жидкости 
въ капиллярв шезометра 0”, подвертаемому внутреннему и внЪш- 
нему одновременному сжатю; а затЪиъ къ этой величинз 7, 


1) Веспай!+. Ве]аЯ оп 4ез ехрёгепсез.... Мётойтгез 4е 1’Гозйтаь @е 
Егапсе. Тоше ХХГ, 1817, р. 429—464. 


15 О СЖИМАЕМОСТИ РТУТИ И СТЕБЛА. 123 


придаетъ кубическую сжимаемость стВнокъ шезометра №, тавъ 
что истинная сжимаемость 


=. К. (8) 


Величину К Веста опредзлялъ помощью слёдущаго прое- 
таго опыта: онъ подвергалъ пезометръ одному внЪзшнему дав- 
лентю. подобно Сашот’у. отчего уровень жидкости въ капил- 
‘лярз шезометра поднималея на 0’ дЪлен1й. По величин 6’ 
легко опредзлить кубическую сжимаемость &, на основани фо}- 
мулъ, которыя Гатб'), по провьбВ Веста. вывелъ для по- 
лаго цилиндра съ плоскими основанями, для шара и для ци- 
линдуа съ полусферическими основан!ями. Эти формулы будутъ 
мною выведены въ другомъ м?ЪстЪ настоящаго изелфдованя, 
пока замЪчу только, что онЪ требуютъ тождества 


6—0’ 0”. (3) 


въ которомъ 0 есть видимое понйжен!е жидкости въ капиллярЪ 
шезометра при одномъ внутреннемъ давлеши, & 9 и 0'’’ суть 
уже извЪстныя намъ перемвщеня жидкости. Это тождество въ 
опытахъ Веста всегда было провзряемо. и оно вполнв под- 
твердилось. Однако. относительно формулъ Гатб слздуетъ за- 
уфтить, что онЪ выведены въ предположени справедливости 
закона Ро15зоп’а. предположении, которое впослЪ детв1и не оправ- 
далось. 

Веста имфлъ слЪдующе шезометры при изучении воды: 
шарЪ краеной мзди. латунный шаръ и стекляный пилиндръ съ 
полусферическими основантями; при изучен ртути только стек- 
ляный. Давлене онъ мЪфнялЪ отъ 2 до 10 атмосферъ и про- 
изводилъь опыты, вЪроятно. при комнатной температур$., такъ 
какъ никакихъ указан на этотъ бчетъ въ его мемуарВ н}тЪ. 
Онъ нашелъ слфдующтя числа для истинной сжимаемости воды. 


1). Веспаа{, Мётотез 4е РТоз {а 4е Егапсе. Тоше ХХГ, 1847, 
р- 438—442, | 
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Шезометръ красной м8ди 7у,=0.00004'771 


Шезометръ лалунный /,=0.00004829 
Шезометръ стекляный х,=0.00004668. 


Хотя эти чиела довольно близки между с0бою, однако, Ве- 
опап не ечитаеть этого сотласля достаточнымъ для оправдая 
твори. МнЪ кажется, что ему можно сдЪлать серьезное воз- 
ражене — не объяеняетея-ли прежде всего эта разница раз- 
ностью томпературъ, при которыхъ имфли м5сто его опыты, 
такъ какъ изъ позднфИшихъ измфренй @тазз1 й другихъ лицъ 
стало извЪетнымъ, что въ предфлахъ отъ 10°.80. до 17° С., 
т. е. въ предзлахъ колебан1Й комнатной температуры, сжимае- 
мость воды измфняется отъ у,=0.000048 до у,=0.000046. 
Хотя съ другой стороны. дЪфИствительно. часть ошибокъ можно 
отнести на счетъь формулъ Гашб, основанныхъ на невзрномъ 
законз Ро1ззоп’а; именно, новзйния изслёдованя Г) даютъ Ро13- 
зоп’овекой постоянной значенте 


с=(.330 для латуни 
с—=0.335 для мЪди 


с == (0.235 для стекла, 


Поправявъ формулы на новое значен!е с, можно нЪеколько 
(на 0.0000005) приблизить коэффипенты иетинной сжимае- 
мости воды въ мЪдномъ и латунномъ шарахъ къ коэффищенту 
истинной сжимаемости въ стекляномъ тезометрз. 

Ртуть была изслфдована Воспа! только въ одномъ: етек- 
ляномъ шоезометрЪ, въ томъ же самомъ. который служилъ для 
воды. и получилось число 


у, == 0.00000352. 


1) См. таблицу постоянныхъ Ро13300’а, гл. И, 


= 


Ваттьенф ых мы = 
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которое @тазз1 относить, вфроятно со словъ Веста. къ 0°. 
Это число совершенно тождественно съ числомъ СоПафоп © 
биги’а. поправленнымъ мною. 


11. Въ 1851 году, Сбтазя!) опубликовалъ большую ра- 
боту но сжимаемостя различныхь жидкостей. Въ его работф. 
въ смыслВ методы. новаго н%Ътъ ничего, такъ какъ онъ про- 
должалъ. по порученю Веста. работу Веспал. Только 
вмфето формулъ Гашб. основанныхь на законЪ Ро1ззоп’а. онъ 
употребилъ формулы \Уегбтепи’а?), отличающяся отъ предъ- 
идущихъ тфмъ. что УУегбпеши на основан1и своихъ весьма разно- 
образныхъ опытовъ считаетъ с‹=0.33. Сбтазз1 употреблялъ только 
стекляные шезометры, числомъ 5; давлешя его не превышали 
10 атмосферъ. 


Наибол$е обстоятельно Стазя1 ИзелЪдовалъь сжимаемость 
воды въ зависимости отъ давлешл и темпералуры, причемъ на- 
шелъ. что сжимаемость ея возрастаетъ съ падемемъ темпера- 
туры. именно въ одномъ и томъ же п1езометрв Д 


/,=0.0000502 при 0°, 
Хх, =0.0000455 при 25.9° С., 
у, = 0.0000440 при 53.3° С. 


Кром воды, @тазя1 изслВдовалъ: обыкновенный эоиръ, 
абсолютный алкотоль. древесный спиртъ, хлороформъ, растворы 
хлористато кальыя, хлористато натрия. 1одистато калля. азотно- 
кислатго натр1я, углекислато натр1я. искусственную морскую воду, 
растворы сЪзрной кислоты. Изъ нихъ сжимаемость алкоголя, 
эойра и хлороформа возрастаетъ съ возрастамемъ  темпера- 
туры. 


1) Сгазз1. Апп. Че спа. её 4е рнуз., (3) 31. 1851, р. 437—478. 
2) Уег Мет. Апп. 4е спим. её 4е рБуз., (3) +. 23, 1848, р. 52. 
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Я долженъ здфеь возбтановить одно недоразум не. 6о- 
стоящее въ томъ. что иногда приписываютъь таз! опредзленте 
коэффицтента сжимаемости ртути 


х.=0.00000295 при 05, 


однако. самъ @тазз1 никотда подобныхъ опредзленй не дЪлалъ, 
& перечислилъ тольто опыты Веста по формуламъ \\Ует- 
Вепи’а. | 

12. Въ 1868 году, вопросъ вступилъ въ новую фазу, 
такъ кахъ Зал предложилъ, на лервый взглядъ, совершенко 
иную опытную методу для изслЪдованя сжимаемости жидкихъ 
тфлъ. Онъ стремился свести всЪз измФревтя къ одному только 
опыту, чтобы вовсе не имфть соприкосновеня съ теорей. ко- 
торая. во-первыхъ. какъ мы видфли. требуетъ зная для каж- 
даго шезометра постоянной Ро1530п’а. а во вторыхъ-— извфетныхъ 
представлетй о молекулярномъ строенти твердаго т®ла. Съ этою 
пфлью. онъ предложилъ сжимать жидкость только одноеторон- 
нимъ внутреннииЪ давленемъ, отчего въ капиллярв шезометра 
уровень жидкости падаль на 9. ПослЪднее перемфщене можно 
разематривать какъ совокупность двухъ эффектовъ: абсолютной 
сжимаемости жидкости 7), и упругаго расширеня тшезометра 9,, 
т.е, 


0=х,-- 0, ; (9) 


олЪдовательно, для опредфленя у, необходимо имЪть олытную 


величину 9,. Для этого Тапии заключилъь шезометръ въ за- 
крытый сосудъ, наполненный ртутью и оканчивавпиийся вверху 
капиллярною трубкою, названною имъ — поправочною — «ие 
сотгесфеиг». При расширени стЪнокъ шезометра уровень ртути 
въ поправочной трубкЪ перемвщается въ сторону кажущатоея 
возрастаня внЪфлиняго объема; назовежь это перемвщенте 1. 


Тогда. согласно Затт?’у. слЗдуетъ написать: 





1) Тат. Сотрёез Вепдаз @е ГАсай6ш1е 4ез Зеепсез, $. 66, 1368, 
р. 1104. ? 


зи. 


м, =" Ее к Е ‹ : ь 
аби Е НАВАЩИ 
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0 — ЕТ, (10) 
ь=0— 1. (11) 


Изъ только что сказаннатго ясно, что у, опредЪляетея исключя- 
‘тельно изъ опыта. но вопробъ только въ томъ, справедливо-ли 


равенство 
ой (12) 


Какъ мы увидимъ впослфдетвти '). Тапип въ этомъ предполо- 
жени опибся, ибо 9, не равняется 1, что легко доказать. ис- 
ходя изъ уравнеюй теорм упрутостй и подтвердить опытомъ 
справедливость послфдняго заключешя. Небезъинтересно бу- 
детъ замфтить, что кажущаяся простота методы апит’а под- 
купала вЪ ел пользу. и еслй-бы опыты съ сжимаемостью ртути 
не привели къ числу 


откуда 


у,= 0.00000187 при 15° С., 


отличающемуея па половину отъ чисель СоПайоп 6$ Эбитига, 
Апиб и Веста. то она. вЗроятно, удержалась-бы прочно на 
своемъ мЪстз. | 

13. Найдя методу, лмит поручилъь Атшалгу © Пезсатрз?) 
произвести помощью ея йзелВдоваме. Опытное выполненте со- 
отвЪтетвовало теоретической простотз, и авторы пе только не 
опредВлили постоянныхъ упругости своихъ езометровъ. но 
даже не упомянули о качеств стекла — обыкновенное-ли оно. 
или-же хрустальное; кромЪ окончательных чиселъ, они не со- 
“общили никакихъ пеобходимыхъ подробностей которыя позво- 
ляли-бы судить о достойнствахъ и недостаткахъ методы. Я пола- 
гаю., что въ этомъ обстоятельств» можно искать объасненя 
того факта, что эта мстода осталась въ течени послЪднихъ 


') См. главу ПГ $$ 13 и 14. 
*) Атапгу её Оезсатрз. Соларёез геп4цз. Т. 68, 1869, р. 1564. 
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двадцати лЪтъ 0езъ приложеня и дальнЪзЙшей разработки. 
Пезеалирз 1) приводитъ слфдующий рядъ тьлъ, изслЪдованныхъ 
имъ вамимъ и Ашайгу: 


вода 9,== 0.0000490 при 0°С 
вода 9,== 0.0000440 пря 25° С 
ртуть х,=0.00000187 при 15° С.. 


Кром тото еще 15 жидкостей: растворъ аммака, хлористо- 
водородная кислота, растворъ хлористаго аммомя, растворы 
хлориетато кая (5°/,. 10°, 15°, 20°/, 25°/.. 30°/,), 
уксусная кристаллизующаясея кислота, алкоголь метиловый, алко- 
толь безводный, алкоголь 90°’ алкоголь амиловый, чистый 
сзрнйястый углеродъ. эссенши тернентина, лимонныя эссенции, 
кристаллизующиИЙся бензинъ, хлороформъ, оБрный эепръ 2). 

14. Въ недавнее время появились въ печати зам чая 
противъ этой методы. Эейишапп?) справедливо указывалъ на 
ея необработанноеть въ экспериментальномъ отношени, такъ 
какъ Ашайту © Пезсалар$ не привели достаточныхЪ данныхъ 
для вуждешя о ея точности, а СВ. Е4. баШаите“) доказы- 
валъ, что коэффицентъ 


.=0—1 (11) 


слишкомъ малЪ, и именно на величину кубической сжимаемости 
отЪнокъ деформированнато сосуда К, т. е. 


==09—1- К. (13) 


1) Резсатрз. Ефа4е 4е 1а сотр: езз 5 166 4ез Иаи14ез. ТЬзез 4е 4ос- 
фогаф. Рат1з, 1872, р. 1—35. 

?) Пет. р. 24. 

3) Бепитапо. УУ1е4. Апп., Ва. 31, р. 15. 1887. 

*) СЬ. ЕЗ. СбаШапше. АгсЬ1уез 4ез зе1епсез рЬузачев. (3) Т. 17, 
1887, р. 155 и р. 117. 


РОЩИ ем 
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Принявъ для К величину 
к=0.00000211, 


СииШалие Г) иеправилъь коэффищенты сжимаемости ртути 


и воды: 
ртуть 9,=0.0000039 при 15° С. 


у,=0.0000504 при 0°. 
вода 
у, =0.0000454 при 25°. 


15. Въ позапрошломъ году. я?) произвелъ по этой ме- 
тодЪ изелФдован!е сжимаемости н%$которыхъ маселъ и коллои- 
довъ и опубликовалъ полученные мною результаты. Такъ какъ 
ВЪ то время я былъ занятъ ‘не столько теоретическою поста- 
новкою вопроса, сколько полученемъ ряда чиселъ для выясне- 
Ня связи между упругостью названныхъ жидкостей и оптичес- 
кииъ эффектомъ проф. А. КипаРа 3). то и я не изел$довалъ 
упругихъ свойствъ своихъ п1езометровъ. а удовлетворилея тЪмъ, 
что получилъ для воды 


х,= 0.00004766 шезометрь 4 
| при #=12°. 58 С. 
\, = 0.00004'720 шезометръ В | 


Для той-же температуры таз“) далъ 


„, = 0.00004779, 


1) ТЫ Чета, р. 189. 

2) Г. Де-Метцъ. Опытное изелвдован!е механическихъ свойствъ маселъ 
и коллоидовъ. Записки Мат. отд. Новорос. Общ. Еств., т. 9, стр. 139. 1889. 
Тоже короче: Труды У съвзда русскихъ еетествоиспытателей и врачей. 
Спб. 1890; отдвлъ ЦП. стр. 42 и У1е4. Апп., Ва. 41, 1890, р. 663. 

3) Кипа, У1е4. Апп., Ва. 13, 1881. р. 110. 

*) (газ, 106. ©1%., р. 477. 


Т. ХШ. Зап. Мат. Отд. 9 
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Вощфоеп ци Эевиеет ') 
у, = 0.00004735. 


Кром воды, я изучиль ежимаемость маселъ: рициннаго» 
льнянато, рыбьято жира, миндальнато. оливковаго, оливковато 
съ примЪсью 5.5°/, и 6.9°/ жидкаго параффина, оливковаго 
съ бензоломъ (пополамъ); коллойдовъ: студенистой желатины, 
гумми араз1Искаго въ вод, нестуденистой желалины, канадекаго 
бальзама въ бензол, коллодлума ирех; жидкаго параффина, 
кристаллизующагося бензола, глицерина, раствора метафосфор- 
ной кислоты въ водЪ. раствора сахара въ водЪ и жадкаго 
стекла (Мабтопуаззето1аз). Давлене не превосходило 9.5 ат- 
мосферъ, а температуры колебались около 12°—15° С 

Я старалея рядомъ чиселъ оправдать методу Фашига; 
имя значительный рядъ чиселъ. характеризующий новазаня 
попразочной трубы. л составилъ изъ нихъ слфдующую таблипу?): 


КолЕвАНТЯ ПОКАЗАШИ 1, И 1) ПОПРАВОЧНОЙ ТРУБКИ. 





итт М. Е. | Я. Е. ыы „2 М.Е. Е 








Шезометръ А | 7.613 | 0.124 ый 7.668 | 0.137 10.089 











› В 1.059 0.119 | 0.080 | 7.076 | 0.12 |0.084 


ЭдЪеь 1, и 1, предетавляютъ показаня при возраста я 
давленя отъ (0 до 9.5 атм. (1,) и при падеви давлешя отъ 
9.5 до О атм. (1,). Чиела этой таблицы, равно какъ и вее из- 
слЪдован1е. пройзведенное этою методою. привело меня къ за- 


1) Вбийюеп ппа Зевпе!4ег. \У1е4. Апп., Ва. 33, р. 660, 1888. 
2) @. 4е-Меёх. У 1е4. Апп. ВЧ. 41, р. 663, 1890. 
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ключен!ю, что для сильно сжимающихея жидкостей, она даетъ 
числа постоянныя и весьма близня въ принимаемымъ за ис- 
тинныя. Это сотласе должно. впрочемъ, вытекать изъ замЪча- 
шя (ииалше’а. который предлатаетъ увеличивать коэффишенты 
сжимаемости тидкости, полученные по методз Ташпга, на ве- 
личину кубической сжимаемости стекла Ё. Еели остановиться 
на значеши к—=0.0000021, то по отношению къ водЪ ошибка 
выразится 4°/, по отношению къ алкоголю 2°/, а по отноше- 
но ЕЪ сЪрнистому эоиру всего 1.3°/. Принимая во внимане 
простоту методы, этимъ результатомъ во многихъ случаяхъ 
можно удовлетвориться. 

16. Въ 1872 году, появилаеь работа Саефеф '), овобен- 
ность которой заключается въ употреблени необыкновенно боль- 
шихъ давлен, до 705 атмосферъ, изиБрявшихся манометромъ 
Оозпойеа. 

Опытъ пройзволилея въ слЗлующей форм8: въ стальной 
сосудъ, налитый ртутью, въ которомъ при насосв СаШефе ?) 
обыкновенно помфщаютъ трубки съ сжимаемымъ газомъ, онъ 
вставлялъ стекляный пезометръ такъ. чтобы, при сжатши на- 
полнявшей его жидкости. ртуть могла подниматься внутрь 1е- 
зометра по вызолоченной трубкЪ. ИзмВрен1е кажущагося умень- 
пеня объема СаШебеф производилъ особымъ премомъ. осно- 
ванномъ на разложен!и ртутью золота, которымъ покрыты стЪнки 
Шезометра. Поправки на кубическую сжимаемость шезометра, 
подвергавшатося одновременно внутреннему и внзшнему давле- 
нямъ. СаП]ефеб не дЪлалъь; онъ изолЪдовалъь воду, эоиръ, 
алкоголь и сфриистый углеродъ и нашелъ для воды, напри- 
мВръ: 

у.=0.00000451 при 750 ати. и 8°С., 


такъ что если принять 


Е = 0.00000225, 


1) Са1Шефеё. Сотрфез гепие, %. 75, р. 77, 1872. 
2) аш! её Вопёу. Соцгз 4е рвуз1дае. Тоше Т, {аз. Т, р. 129, 1882, 


132 Г. Г. ДЕ-МЕТЦЪ. 24 


то 


/,=0.0000493 при 705 ати. 8° С., 
& по @га$я1. 


‚,—0.0000487 при 10 ати, и 8° 6. 


Сравнен1е этихъ чиселъ показываетъ. что вода сжимается 
пропори1онально давленю. Съ другими упомянутыми жидкостями 
получился подобный же результатъ. что приводитъ къ вфродт- 
ному заключенио. что сжимаемость испытанных жидкостей по- 
стоянна на значительномъ протяжен!и скалы давлешй. 

17. Въ течени 1871—1873 тг. Пиргб и Рахе!") обна- 
родовали двЪ статьи, въ которыхъ между прочимъ ови йзел%- 
довали сжимаемость воды, спирта и ихъ смЪеей. Ихъ метода 
была метода Веспат!-@таз81. а къ величинЪ кажущейся сжимае- 
мости жидкости у, они придавали коэффищентъ кубической 
сжимаемости стекла 


к == 0.0000020. 


Такимъ образомъ, они получили слфдующйя числа для воды 
Х,=0.00004774 при #=9° 0.2), 


/,=0.00004741 при #=16.8° 0.3). 


Они впервые показали на @мфелхъ воды и метиловаго 
алкоголя, что сжимаемость смЪсй нельзя вычиелять изъ ежи- 
маемости составныхъ частей; оказалось, что для упомянутыхъ 
растворовъ разноеть между вычисленною сжимаемостью и на- 


') Риргё ипа Расе. Росв. Апп., Его. Ва. У. р. 231, 1871; Биаргб. 
Рос. Апп., ВЧ. 148, р. 236. 1873. 

3) и 3) Гое. е|., р. 240. Эти статьи появилиеь въ 1869 г. въ РЬЦоз. 
'Ттапзае отв и въ 1872 г. въ Ргос. Коуа1 Бос1ефу. 
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блюденною возрастаетъь съ возрастамемъ процентнато содер- 
жаня алкоголя й доститаеть шахипии’а при 50°/, состава 
смеси. 

18. Въ 1877 году. Атасаф Г) помфетилъ работу но во- 
просу объ измфпеми сжимаемости въ зависимости отъ темие- 
ратуры въ предзлахъ отъ 11° 0. до 100°0. Онъ иекалъ, что 
дфлается съ сжимаемостью такой жидкости, какъ наприм®ръ 
эеиръ хлористоводородной кислоты. который искусственно удер- 
живалея значительнымъ давлемемъ при температурв 100° С. 
Въ жидкомъ состояни. Эта работа интереена не только по эк- 
спериментальному матералу, но главнымъ образомъ по оправ- 
дано нЪфкоторыхъ формулъ механической теори тенла. Въ ней 
выясняется также зависимость сжимаемости отъ давленя. ко- 
торое мЪнялось отъ 4 до 37 атмосферъ. 

Онъ изучилъь эопры: хлористоводородной кислоты, бро- 
мистоволородной кислоты, обыкновенный. метиловый эеиръ ук- 
вусной кислоты, этиловый эоиръ уксусной кислоты. алкоголи: 
обыкновенный, метиловый и амиловый; углеродистые водороды: 
водородистый амиленъ, водородистый гексиленъ, водородистый 
тентиленъ и бензинъ ; ацетонъ; хлороформъ. сзрнистый углеродъ. 

Его метода состояла въ томъ, что онъ подвергалъь шезо- 
метръ только одному внутреннему давленю. велЪдетв!е чето 
получалъ слишкомъ больше коэффищенты кажущейся сжимае- 


мости 
0 


о 





(14) 


Чтобы перейти къ истинной сжимаемости и найти поправку 
на упругое растирене п1езометра 9, Ашасаф дЪлалъ сравни- 
тельные опыты съ водою. Получивъ свой коэффииентъь у и 
вычтя изъ него истинный у,, взятый изъ наблюдешй @газз, 
онъ находилъ поправку 


*) Ашасаё. Аппа|ез Че сЬ1. её 4е рБуз. (5) 11, р. 520, 1877. 
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9, =х—». (15) 


которою затЪмъ и пользовался во вофхъ опытахъ, считая ее 
постоянной въ предЪлахъ отъ комнатной температуры до 100° С. 


Онъ погружалъь шезометръ въ ванну, температуру кото- 
рой, отъ 11% С. до 100°С., регулироваль соотвФтетвеннымъ 
притокомъ газа къ горящему рожку. а манометръ онъ употреб- 
лялЪ воздушный. Точность измфреюй удостозЗрялаеь по сразв- 
нен1ю коэффицтентовъ сжимаемости воды, полученныхъ двумя 
шезометрами А и РВ въ начал и въ конц изелфдованя. 


Ашасаф обращаетъ внимане на фактъ, что нЪкоторыя 
жидкости приходятъ подъ вмяюемъ давленя вЪ сталлонарное 
состоянте только черезъ 15 минутъ; таковъ, напримвръ. эоиръ 
хлористоводородной кислоты. Кром того. онъ замЪтилЪ, что 
влян1е воздуха. раствореннаго въ жидкостяхъ. не играетъ той 
роли, которую ему часто прилисываютъ; онъ нашелъ, что ал- 
коголь. э0иръ и ацетонъ даютъ одни и тЪ же коэффищенты 
сжимаемости — прогнать-ли изъ нихъ воздухъ кипячешемъ или 
НЪТЪ. ` 

19. Въ 1883 тоду, дшиеке ') искалъ соотношеше между 
сжимаемостью жидкостей и измзнепемъ показателя прелом- 
леня сжимаемыхъ жидкостей. Такъ какъ онъ оперпровалъ 
надъ еще неизел$дованными жидкостями и при малыхъ давле- 
шяхЪ, всего около 0.5 атмосферы, то онъ сдЪлалъ самостоя- 
тельное опрэдЪлене коэффиплентовъ сжимаемостй слЗдующихъ 
тЪлъ: глицерина, маселъ— сурзпнаго, миндальнаго и оливко- 
ваго, воды, сЪрнистаго углерода, терпентина, бензола изъ бен- 
зойной кислоты, бензола, петролеума. алкоголя и эеира. Его 
метода была общепринятая; шарообразный пезометръ пом щался 
подъ колоколъ воздушнато насоса. откуда выкачивалея воздухъ 
до 0.5 атмосферы. велдетве чего жидкость поднималась въ 


1) @. ОФимеке, У’1е4, Апю., Ва. 19, р. 401, 1883. 


свя 
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капиллярЪ; затзмъ впускалея воздухъ, шезометръь испытывалъ 
приращен1е давлен1я внутри и извнЪ, и жидкость сжималась 
на 0”. ОФшиске не опредзлилъ коэффицента кубической сжи- 
маемости стЪнокъ шезометра, а вычислиль его по сравнентю 
свойхъ коэффицентовъ кажущейся сжимаемости воды съ аб- 
солютными числами @газя1. Благодаря этому ий ничтожности 
давлешя. его результаты не представляютъ 060баго интереса. 
Коэффищенть сжичаемости К, вычисленный такимъ способомъ, 
достигаетъ у него значений: 


‹ /=0.00000246 шезометръ тюрянгонек1й, 


стекло к=0.0000467 шезометръ хрустальный, 


&=0.0000033'7 шезометръ тюрингенекй. 


ПослЪдня два числа слишкомъ велики. сотлаено опредЪ- 
лешямъ Веста Сгазз, новЪЙйшинъ Ашасаф и моимъ '). 


Ошшеке констатируетъь интересный фактъ увеличеня сжи- 
‚маемости глицерина съ уменьшенемъ температуры; такймъ 0об- 
разомъ, не одна вода слЗдуетъ этому закону. 

20. Въ 1883 году, появилась статья Огескега?) по во- 
просу о внутренней работЪ раеширенля смЪеей сравнительно съ 
внутренней работой ихъ составныхъ частей, для разрфшеня 
котораго ему пришлось между прочимъ изслВдовать сжимаемость 
воды. алкоголя, сБрнистаго утлерода. хлорофоруа и ихъ см}- 
сей. Особенность его‘ методы состоитъ въ томъ. что его пезо- 
метр имЪлъ дв капиллярныя трубки съ одного конца для 
облегченя манипулян1Йй чистки, наполненя и т. д.; онъ под- 
вергалъ шезометръ внутреннему и вн®тнему давлению до семи 
атмосферъ и, чтобы перейти отъ наблюдей кажущейся сжя- 


1) См. таблицу кубической сжимаемости стекла, глава П, $ 16. 
2) Огескег. Улей. Апп., Ва. 20, р. 870, 1883. 
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маемости къ истинной. прибавлялъ на основами опытовъ Ве- 


паша 
Е = 0.00000185. 


Наполнен!е шезометра жидкостью происходило при обык- 
новенной температур. а не при кии, изъ боязни измЪнить 
процентное отношенте составныхЪ частей смеси; это отстулле- 
н1е ПОгескег считаетъ оправдываомымъ только что описанными 
опытами Ашаоаф съ эоиромъ, ацетономъ и алкоголемъ. Для 
воды онъ нашелъ 


у, = 0.0000478 при 12°. 8 С.. 


число весьма близкое къ числамъ газ. При этомъ онъ впер- 
вые паблюдаеть полное измВнене объема сжимаемой жидкости 
1), и мгновенное /)„. между которыми. на основами формулы \\. 


Тот 50п’а 
“) = А 9. м О, 
16 
( о о и) 


онъ устанавливаетъ соотноменте 


от 
96а. (17) 


{.==0,= =Д,- 


Въ этихъ выраженяхъ 4 есть приращене тепла, кото- 
рое испытываетъь т%ло въ ад1абатическомъ процесез, еели его 
сжать на 4р; Т=273--Е есть абсолютная температура, а, — 


коэффишентъ расширеня, ©, — начальный объемъ. с, удЪльная 


тепловой экви- 





теплота при постоянномъ давлени, А== 


‘ 


валентъ единицы работы; х измВнен!е температуры тзла, сжа- 
‘тато на одну атмосферу; кажущаяся сжимаемость /,==/),. Радъ 
опытовъ, произведенныхь при #==25° (., вполнв оправдалъ 


формулу (17). 
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Интересно поэтому отмЪтить величину т и связанныя съ 





нею измЗнешя объема те ‚ вычисленныя для нЪкоторыхъ 
жидкостей изъ этихъ опытовъ. 
оО | 95а 
Алкотоль....... 0.01620 | 0.0000175 
СЪрнист. углер. 0.02812 | 0.0000333 
Хлорофориъ... 0.02696 | 0.0000344 
о... | 0.00185 | 0.0000469 


Эта таблица показываетъ, что различныя жидкости нагрз- 
ваются при сжат!и неодинаково, ий что вода натр$вается значи- 
тельно слабЪе остальныхъ приведенныхъ зд%сь жидкостей. Число 
Огескег’а меньше числа Веспай, равнаго (5. (02 0. на 10 ати.. 
которое было получено путемъ прямыхъ измзренй. При изелЪ- 
дованти смзсей ПОгескег подтвердилъ наблюден1я Пиргё и Расе’а 
васательно разногласля между вычисленною сжимаемостью смЪси по 
сжимаемости составныхъ ея частей п непосредетвенно наблюденною ; 
разности бываютъ то положительныя. то отрицательныя. Нако- 
нецъ. онъ помЪстилъь рядъ чиселъ, характеризующихь отно- 
пентя = уд%льной теплоты при постоянномъ объем къ удЪль- 


Р 
ной теплотЪ при постоянномъ давлени; вотъ нЪеколько чиселт: 


И | 1.010 
Алкотоль....... | 1.183 
Хлороформъ.... | 1.472 





СЪрниет. углер. | 1.525 
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21. Въ 1884 году. Расы е У1сещйш (П Мпоуо Спиещо 
(3) +. 16, 1884. рр. 27 и 161) прослздили сжимаемость воды 
отъ 0° до 100°С., употребивъ етекляные п1озометры, й подобно 
Атасаф, только внутреннее давлене, которое м$нялось отъ 1 атм. 
до 4.5 ати. Переходъ отъ наблюдаемой сжимаемости къ истинной 
онй дЪлали на основании сравнешя своихъ измЪрешй съ иетин- 
ными коэффиитентами у, @тазз!. Называя черезъ 9, полное упру- 
гов расширен1е внутренняго объема И’, шезометра, они нашли 
ив (18) 

РОЙ, а 


причемъ для шезометра А и ВБ, при 0°. оказалось: 
0,=0.0060361 (4), 
9, =0.0000308 (5). 


Чтобы при помощи этихъ значенй перевести ве евои на- 
блюдентя въ абсолютные коэффипленты сжимаемости у„. они допу- 
стили, что коэффишентъ 9, не зависитъ отъ температуры, соглас- 
но чему, выразили свои наблюден1я въ елёдующей таблии® (3). 


ТавлицлА [ КОЭФФИПТЕНТОВЪ СЖИМАЕМОСТИ ВОДЫ. 

















1. 2. 3. 4. ЭТ 
т || | М 
0° С. 0.0,811 10.0,503 (С) 0.0,308 | 0.0,503 
)—3.5 806 498 309 497 
83—10 185 477 312 412 
15.59 766 453 316 450 
31.06 148 44() 323 425 
40.31 136 428 328 408 
49.31 736 428 333 403 
57.04 729 421 331 392 
61.15 128 420) 339 389 


11.36 145 437 341 395 


66.25 130 422 341 389 
99.20 167 459 358 409 
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Этими наблюдентями онй констатировали шшиииш ежи- 
маемости воды около 63° 0. и, вопреки @газз1. отсутетве ша- 
хпииш’а около 4° 0.:; такъ что сжихаемость воды правильно убы- 
ваетъ отъ (° до 63°С., начиная откуда возрастаетъ й при 100°С. 
достигаетъ той величины. которую ока имфетъ приблизительно 
при 15.5° С. Результаты своихъ наблюдеюй они изобразили 
графически. причемъ ходъ ихъ кривыхъ очень правиленъ для 
каждато шезометра въ отдфльности. но кривыя расположены 
далеко другъ отъ друга, что и доказываетъ мысль о невозмож- 
ности сравнивать даже коэффипленты у,. не зная коэффицента 
&, отъ котораго. какъ видно изъ уравнемй Гашб. зависить 
коэффищенть 9. 

У\№елая поэтому придать прочность своимъ изизренямъ, они 
нашли по метод Фалии’а, помощью поправочной трубки. изм?- 
нен1я 7 внЪфиняго объема шезометра 7, пря 0°С. и пря 100°С. 
ий опредзлили коэффицленты 


ое 
а 7 (19) 





для обоихъ шезометровъ. которые оказались: 
си 
0, = 289Ж10 при 0°С., 
ей 
9, = 336Ж10 при 99°. 4 С. 
замзнивЪ найденное отнотене коэффитлентовъ 


9, (0) 


0, (100) 





отношентемъ 


. 
0, (100) 


въ которомъ 9, вычислено, какъ уже указано въ ур. (18), 
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они получили для шезометра Б 
9, =0.0000308 пря 0°С. 
9, а,›==0.0000358 при 100°С. 


Изъ этихъ чиселъ они составили 4-ю и 5-ю колонны 
предъидущей таблицы и числа послЪдней колопны перевели 
въ кривую С. 

Какъ легко усмотрЪть. колонна 3-я значительно разнится 
отъ колонны 5-й, и хотя характеръ соотвЪтственныхъ кривыхъ 
почти тотъ же самый, тъЪмъ не менфе однако—-абсолютный ихъ 
ходъ различенъ. а это обстоятельство и указываетъ на необхо- 
димость точнаго знаня коэффишентовъ 0’. 

2%. РазПат1 е Ра]а22о ') пробовали изслздоваль ту за- 
висимость сжимаемости отъ температуры на смЪси воды и ал- 
коголя и нашли: что съ примфсью спирта въ водЪ до 19°/, 
коэффищентъь сжимлемости смей убываетъ съ возрастанемъ 
температуры; что при высшихъ концентрамяхъ сжимаемость 
смеси возрастаетъ съ возрастанмемъ температуры; что каждой 
смЪси соотвфтотвуеть температура, при которой коэффиненть 
сжимаемости доститаетъь своего шшиици’а, посл которато онъ 
вновь растетъ. Температура наименьшей сжимаемости смеси 
всегда ниже. чзиъ чистой воды, и притомъ настолько ниже, 
насколько выше процентное содержане алкоголя. 

23. Съ 1886 года появилея рядъ работъ, предметъ изу- 
чен1я которыхъ составляеть сжимаемость не простыхъ жидкос- 
тей, но растворовъ солей. Въ чиелЪ первыхъ работъ по вре- 
мени находится изслздоване Вбтеет’а и Эеппеег’а ?), кото- 
рые задались широкою цЪзлью изучить одновременно различныя 


1) Рахат! е Ра]а220. Ве!]АМег 2и еп Аппа]еп 4ег Рвузк иппа 
Спепие. Ва. 8, 1834, р. 795; также РасПап1. Ве аЦег. Ва. 14, 1890. р. 94. 
*) Вошееп ис@ Берпе ег. У1е4. Апа. Ва. 29, 1886, р. 165. 


не анывнии Хе ооо иннен ак 





33 О СЖИМАЕМОСТИ РТУТИ И СТЕКЛА. 141 


свойства растворовъ. причемъ они пользовались въ своихъ из- 
олЪдовашяхъ по различнымъ вопросамъ растворами, пригото- 
вленными разъ навсегда и посл того тщательно сохраненными. 
Они желали изучить: поверхностное натяжене, сжимаемость. 
внутреннее трене. упругость паровъ ит. д.. и остановили свое 
вниман1е на водныхъ растворахъ: 1одйстыхъ, бромистыхъ. хло- 
риетыхъ. азотнокислыхъ, сЗрнокислыхъ и углекиелыхъ соедине- 
нНяхъ водорода. аммовя, лит1л, кал1я и натр1я, а также ихъ ги- 
дратовъ. Изъ этого ряда были исключены 1одиетоводородная 
кислота и углекислый аммонй велвдетв1е ихъ непрочности, а 
углекислый лит волЪдетве его слабой растворимости; воъхъ 
такихъ растворовъ было приготовлено около 80. Концентрац1ю 
растворовъ они опредЪзляли не процентнымъ содержанемъ соли, 
& нЪоколько иначе; они сравнивали между собою таке раст- 
воры. которые содержали въ опредфленномъ числЪ молекулъ 
воды постоянное число молекулъ растворенной соли. 

Ихъ метода была общепринятая Сапфоп-Оетзе Ра. елдо- 
вательно, они опредЪляли не истинную. а кажущуюся сжимае- 
мость. При этомъ они поступали слфдующимъ образомъ: на- 
звавъ черезъ у” и )„” кажущуюся сжимаемость воды и рас- 
твора. они опредзляли коэффицтентъ относительной кажущейся 


сжимаемости 
(7 


де ) (20) 


\. 


отнесл вов свои измЪреня къ водЪ при 18° С. Они пользова- 
лись двумя стекляными п1езометрами № Ти № ЦП, къ которымъ 
канилляры были пришлифованы; самые капилляры были весьма 
тщательно прокамбрированы по методВ Т№еззеп-Меитали?а. 
Оба п!езометра одновременно находились въ приборв Оетзфеафа, 
причемъ шезометръ № Г служиль въ качествЪ манометра; 
кромЪ него, оня имзли ртутный манометръ до 8 атмосферт. 
Наблюдешя производились черезъ 15 минутъ, чтобы темпера- 
тура была строго сташтонарна; термоэлектрическое измфрене 
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тепла, развиваемаго сжатемъ, не привело къ точному заклю- 
ченю о величинз нагрЪванля. 

Они также задались цфлью выяснить, каково вляне сма- 
чивантя стёнокъ капилляра изслфдуемою жидкостью. Оказалось. 
что колонна различныхь растворовъ въ 1 см. длины укорачи- 
валась при перемвщени на 1 сш. на 0.012 ем. 

Вообще Вбщоет’у и Эсппе4ег’у слздуетъ отдать спра- 
ведливость и признать ихъ изслВдован1е тщательно выполнен- 
нымъ; они старались выяснить. роль каждой ошибки въ отдзль- 
ности. всздетв1е чего и считаютъ свои результаты точными до 
единицы третьей значущей десятичной цыфры. 

Не ограничившись опред$лентемъ относительной сжимае- 
мости, Вбтееп ип БЭеппеег занялись также и абеолютной. 
Въ виду этого, они сначала нашли коэффицентъь кажущейся 
сжимаемости воды 


у.=0.0000438 при 17°. 84 С., 


& чтобы перейти отсюда къ истинной сжимаемости у„, они при- 
дали поправку на кубическую сжимаемость стекла, взявъ по 
Висвапап”у') 

&=0.00000292 при 13° С., 
такъ что 
х.=0.0000467 при 18° С.?), 
по 0тга3$1 


‚ у,=0.0000460 при 18° С. 


Посл этого относительную кажущуюся сжимаемость у,.. 


изученныхь ими растворовъ, легко было выразить въ абсолют- 
ныхЪ числахъ при помощи соотношентя 


= -НЬ=х, х,,--=0.0000438 у,.--0.00000292. (21) 





*) Виспапап. Ргое. Воу. 50е. ЕЧ1тЪ., Уо1. 10, 1878, р. 697—698. — 

*) Они достигли бы большаго соглас1я. если-бы положили для простаго 
стекла &—=0.0000022; коэфФхицентъ Васрапал’а, очевидно. принадлежитъ хру- 
еталю. 


у и 
а 
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24. Однако, Вощоеп и Эсппе4ег ') не удовлетворились 
этимъ результатомъ и занялись ечепальнымъ изучетемъ сжи- 
маемости воды. Ириборы остались прежн1е, только теперь былъ 
введенъ въ употреблен!е ртутный манометръ въ 610 см. длины, 
показан!я котораго приводились къ 0°’икъ 45° широты. Вода 
была изелздована при 0°. 9° и 17°.95 С., причемъ ве тер- 
мометры, разновзски и мЪфры длины были сравнены съ этало- 
пами Могша]а1сВии5601и15810п въ Берлин. 

Результаты ихъ измЗренй можно выразить въ слзлующей 
табляцЪ : 

Ха | 


0.00004910|] 0°С. 
0.00004602 9 
0.00004413 | 17.95 


Сравнивая эти числа съ числами газ и РаоПат е 
У1сеп ит, они приходятъ къ заключено: 

1) Никакого шахпиап’а сжимаемости около 4° С. нЪтъ, 
вопреки утверждентю (12581. 

2) Нанесши наблюденя @та391 на координатную сЪть, 
видно. что его наблюденйя заключали случайныя ошибки, такъ 
какъ полученная кривая не имфетъ правильнато хода. 

3) Ихъ кривая идетъ правильно. й ходъ ея согласенъ съ 
ходомъ кривой РаоПат е У1сепи1, хотя убываме коэффи- 
цента 7), съ возрастанемъ температуръ у нихъ медленн%е. 
чВиъ у РахИали- У1сещпи 2). Кром этихъ трехъ кривыхъ, они 


1) Вопюеп ппа бевпе!4ег. У1е4. Апп., Ва. 33, 1888, р. 644. 

2) Такъ какъ Х,==х,—\, а коэФффищентъ & различныхъ етеколъ раз- 
личенъ, то ходъ кривыхъ при различныхъ сортахъ стекла п1езометровъ и 
не можетт, быть одинаковъ. 
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вычертили еще одну но наблюденямъ Пг Иеви4ег’а"), основан- 
нымъ на уравнени Сад опе-ГапдоРа 


пй—1 


а 


въ которомъ % есть показатель преломленя среды, а 4—ея 
плотность; ходъ этой послЗдней совершенно тождественъ 6еъ 
ходомъ ихъ кривой. 

Переходъ отъ коэффицентовъ у, къ коэффицентамъ у, 
они сдЪлали въ этотъ разъ. на основаши своихъ измфрешй 
кубической сжимаемости каменной соли; путемъ вычислешй они 
опредзлили. что сжимаемость стЪнокъ ихъ шезометра 


к=0.0000021. 


Такимъ образомъ ихъ наблюденя резюмируются слздую- 
щей таблицею: 





— 60738.. 














54 | | 
0.000051 | 0°С. 
0.0000481 | 9 


0.0000462 | 17.95 


Эти числа вполн сотласуютея съ чиелами @газ91. 

Они. между прочимъ, еще изелздовали сжимаемость воды, 
прокипяченной и содержащей воздухъ. и нашли, что въ сжи- 
маемости такихъ образцовъ нЪтъ той значительной разницы, о 
которой упоминаютъ СоПафон её Эви”). 

25. Въ непосредотвенной связи еъ работами Вбифеей”а и 
с№пе14ег’а по иде и но временй находлтея изелЪдованя 
Вгапи’а, Мах Бепишати’а и Огезкег’а, къ изложению которыхъ 
мы теперь и перейдемъ. 


:) 2еъпйег. УЧей. Апп., Ва, 34, 1888, р. 115 ее. 
*) По вонроеву о сжимаемости жидкостей, содержащихъ газы, см. [ват- 


Бетё. Сошрёез геп4из. Т, 105. 1887, р. 375 и р. 1173. 


Г №4 
"ИЯ 
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Втгаил Г) изелфдовалъ вопробъ о растворимости твердыхъ 
тВлъ и о сопровождающихь ее измненяхъ объема и энергии, 
для р»шеня котораго ему необходимо было произвести спеп- 
альное изслЪдован!е сжимаемостй нЪкоторыхъ солей й ихъ рас- 
творовъ 2). | 

ЗаключивЪ растворъ въ дилатометръ съ пришлифованнымъ 
капилляремъ. онъ кипятилъ его для освобождения отъ воздуха, 
а затВмъ помЪщалъ въ приборъ Оегзфе4Ра. Коэффишентъ # 
Втаип опредзлилЪ, какъ разность между коэффицентамя сжи- 
маемости воды у,—х,. причемъ принималъ у,==0.000051 при 
1°С., а у, наблюдалъ непосредетвенно. ОпредВлене сжимае- 
мости твердыхъ солей было произведено слфдующимъ образомъ; 
онъ наполнялъ дилатометръ концентрированнымъ растворомъ 
данной соли при высокой температурз, около 33° С., вел$д- 
сте чего при охлаждени его до ()° на дно сосуда оважда- 
лась кристаллическая соль; такимъ премомъ ему удавалось 
довести наполнене твердою солью до половины дилатометра. 
Сжимаемость соли ему приходиловь вычислять: по сжимаемости 
раствора. по удЪФльнымъ вЪсамъ раствора и твердой соли, по. 
вфеамъ раствора и соли, и онъ получилъ елздующие резуль- 
таты при #=1° С. 





'Сжимаемость Ожимаемость 


Названте соли 
ра соли нас. раствора 





Хлористый аммон!й 0.000049 0.000038 


Ввасцы.......... .| 0.0000019 0.000046 
Хлористый натрий .. | 0.0000014 0.000027 











Глауберова соль ..|0.0000071| 0.000042 


1) Вгапп. \\1е4. Арп., В4. 30, 1887, р. 250. 
2) Вгаип. Гос. ец., р. 264. 


Т, ХШ, Зап, Мат Отд. 10 
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Вбщееп и Бове ег") подобнымъ-же щиемомъ опредЪ- 
ляли кубическую сжимаемость твердой соли хлористаго натрия 
и нашли 


—6 
у,=0.2210. 


Такъ какъ это число значительно разнится отъ числа 
—6 
1.4Ж10 Вгалп’а, то для контроля они вычислили кубическую 


сжимаемость этой соли изъ наблюденныхь \Уо1Фомъ модулей 
гнутя и кручешя й нашли 


—6 
р=4.2Ж10. 


Эти два числа говорятъ противъ измёренй Вгаига, въ 
чемъ онъ и самъ соглашается 2). 

26. По способу ЧФишеке и въ его лаборатоми Мах Бейч- 
шали 3) продолжалъ изелЪдоваше сжимаемости жидкостей, 
остановивъ свое внимане на водныхъ растворахъ хлоридовъ 
натр!я, кая, калышя, аммошя, бая и строншя. Метода, 
средства и даже часть шезометровъ были взяты изъ предъиду- 
щихъ изелвлованй @иштоке (см. $ 19), вотъ почему въ этой 
работ$ мы не вотрЪзчаемъ ничего новаго въ смысл» методн. 
Пезометры были изтотовлены @ез$егомъ изъ тюринтенекаго 
стекла. а коэффишенты кубической сжимаемости найдены по 
разности 


/„— «=, (22) 


въ которой у, взято йзъ опытовъ газ! по сжимаемостй воды, 
а х. найдено авторомъ для всЪхъ шезометровъ при 0°; такимъ 
образомъ. оказалось для шезометра 





1) Вбр4оеш & бевпе14ег. У 1е4. Ашп., Ба. 31, 1887, р. 1008 и Ва. 34 
1888, р. 551. 

*) Вгапи. УПе4. Апп., ВЧ. 33, 1888, 239. 

3) Мах Бевишати. У 14, Апп., Ва. 31, 1887, р. 14. 


39 О СЖИМАЕМОСТИ РТУТИ И СТЕКЛА. 147 


№ЖТ 1= 0.00000135. 
ЖП №= 0.00000090. 
№ Ш = 0.00000342. 
№1у №=—0.00000084. 


о Сжимаемость стекла, однако, въ такихъ предфлахъ на 
самомъь ДЪлЪ не колеблется; новЪйпия изелВлованя Г) пока- 
зали, что для французекаго обыкновеннаго стекла 


к=0.00000221. 


для хрусталя 


к =0.00000274. 
для нЪмепкаго стекла 


к=0.00000244. 


ВелЪдетв1е этого, я не считаю возможнымъ допускать та- 
ВЯ —6 
кля значения, какъ 6=0.90%10. и тБмъ мензе ё=—0.84Ж10. 


Эти числа показываютъ, что коэффищентъ у, эспишапи’а влиш- 
комъ великъ сравнительно съ коэффицтентами @га$81; въ этомъ от- 
ношен!и наблюденя (ишеке безупречнЪе. и въ нихъ видна 0об- 
ратная разница, т. е. коэффицентъ у, маловатъ. Нужно пола- 
тать, что въ этой неточности й лежитъ причина разноглаея 
между нзкоторыми выводами Эсватали’а и выводами Вбощееп 
& оспиеега и Пгескег’а. Наблюденя были произведены при 
0° и комнатной температур, а давленя были очень малыя, 
всего въ 100—500 ш.м. ртутнато столба. 

Вотъ заключеня, къ которымъ приходитъ Уепишапаи. 

1) Сжимаемость воднаго раствора одного и того же хло- 
рида и при одной и той же температур тзмъ меньше, чЗмъ 
больше концентрашя раствора. 


1) Сы, таблицу \ кубической сжимаемоести стекла, гл. П, 5 16. 
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2) Малыя количества примфииваемыхь къ водЪ солей 
измВняютъ ея сжимаемость весьма различно; измнене зависить 


не только отъ количества и рода соли, но и отъ температуры. - 


3) Слабые растворы хлористаго камя и хлористаго каль- 
ця при 15° 0(., хлористаго аммошя и хлористато стронтля при 
()° обладаютъ большею сжимаемостью нежели вода при тЪхъ же 
температурахъ. Поэтому веегда возможно найти растворъ этихъ 
солей, который обладаетъ такою же сжимаемостью. какою обла- 
даетъ вода при той же температурЪ. 

4) ВсВ разжиженные растворы солей повторяютъ анома- 
ло воды; при (0° они сжимаются сильнве, чЪыъ при боле 
высокихъ температурахъ. 

5) Раетворы хлористато аммошя., хлориетаго кая и, 
вфроятно, хлористаго бария при всякой концентраии обладаютъ 
свойствомъ — уменьшать свою сжимаемость съ возрастанемъ 
температуры. 

6) Растворы хлористаго натря, хлористато калышя и хло- 
ристаго стронцйя, начиная съ нЪкоторой концентраами для раз- 
личныхЪ солей весьма различной, напоминаютъ больнтинетво 
жидкостей, т. е. ихъ ожимаемость возрастаетъ съ возрастантемъ 
температуры; при этомъ въ боле концентрированныхъ растворахъ 
хлористато натуя и хлориетаго отронщя вл1ян!е температуры 
не зависить отъ концентраци. 

1) Та степень концентраши, начиная съ которой растворы 
трехъ упомянутыхъ солей обладаютъ нормальнымъ свойствомъ 
сжимаемости (возрастане ел съ возрастамемъ темнературы), 
даетъ для каждой изъ нихъ такой растворъ, сжимаемость кото- 


раго не зависить отъ температуры. Это свойзтво жидкостей 


устанавливается впервые. 

8) Между сжимаемостью и плотностью изученныхь тЪлъ 
нельзя установить какой-либо простой зависимости. 

21. Въ 1888 году, Огескег !} опубликовалъ а 


т) Пгескег. УУ1е4. Апп., Ва. 34. 1888, р. 952. 


Е 


м 
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свои Изолздовашя но ежимаемости жидкостей (ем. $ 20), 
остановивъ на этотъ разъ свое внимаше также на растворахъ 
хлористато каля и хлористаго калыйя. Онтъ приготовил по 
семи растворовъ каждой соли различнаго процентнаго содержа- 
ня, причемъ наполнялъ теперь шезометръ при кипни. такъ 
какъ при холодномъ 610600 наполненя всегда обнаруживалось 
присутств1е воздуха; вопреки ожидан1ю. кипзн1е весьма ничтож- 
но измЪняло концентращтю раствора. приблизительно 0.1 от. на 
250 от.; кромЪ того, для контроля процентное содержане опре- 
дЪлялось титрованемъ. Дазлете до 5 атмосферъ измЪрялось 
болфе чувствительным воздушнымъ манометромъ; предзлы от- 
клоненШ его измфрен1й не превышали (.4°/.; вычислеше коэффи- 
цента ежимаемости у, было всецзло оеновано на формулЪ (17). 
согласно которой онъ наблюлалъ лишь мгновенныя измЪненя 
объема /),. Изъ этихъ опытовъ онъ нашелъ для воды 


у,=0.0000443 при 17.84° С. 
& по Вощеоту и Зевпеегу 
у.=0.0000438 при 17.84° С. 


Переходъ отъ коэффишента у, къ коэффииленту у. 6дз- 
ланъ при помощи взятато у Веспмый числа 


к=0.00000 18. 


Подобная же разница въ 1.5°/, обнаружилась при срав- 
нени коэффишентовъ сжимаемости растворовъ, которую Огескег 
справедливо приписываетъ различной сжимаемости шезометровъ. 
Съ наблюдентями Эепитапп’а такого сотлася нЪтъ., и раз- 
ности— то положительныя. то отрицательныя.—иногда достига- 
ютъ 10°/,. Результаты этото изслздовашя стоятъ въ противо- 
ри съ иЪкоторыми выводами Эейитали’а: во-первыхъ, 
Отескег отрицаетъ открытую ЭЗейитапп’омъ аномалию разжи- 
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женныхь растворовъ хлористаго кая и хлористаго калыия, 
состоящую въ томъ, что при 15° 0. они обладаютъ большею 
сожимаемостью, чЪмъ чистая вода. Эта аномамя отрицается 


также Вбшоеп & Эейпеегомъ'); а во-вторыхъ, онъ не. 


признаетъ того. чтобы сжимаемость растворовъ хлористаго ам- 
мон1я. хлористаго кальшя и. взроятно, хлористато бар1я. умень- 
шалась съ возрастанемъ температуры. 

Зало онъ вполнз подтверждаеть выводы Вбифееп’а и 
эеппе!4ега. 

На обноваНи своихъ измфренй Ггескег высказываеть 
слЗдующия положена: 

1) Сжимаемость раетворовъ хлористаго кая и хлористато 
кальшя всегда меньше сжимаемостй воды. 

2) Уменынене сжимаемости, однако. не пропорщонально 
содержантю соли. : 

3) Сжимаемость этихъ растворовъ до опред$ленной кон- 
центращи убываетъь съ возрастающей температурой аналогично 
вод$. а поелЪ нея возрастаетъ съ возрастанемъ температуры, 
подобно спирту. эвиру и т. д. Такая степень концентрашя для 
раетворовъ хлористато кашя равна 16°/), а для хлориетаго 
калыйя — 20°%/,. и сжимаемоеть этихъ растворовъ не зависйтъ 
отъ температуры. 

28. Въ этотъ перодъ времени Вошееп и Эейпе4ег *) 
опубликовали еще одинъ мемуаръ, въ которомъ едфлали воз- 
раженя Эспатапт”у: 

1) Слабые растворы (2.52°/, и 3.86°/.) хлориетаго ка- 
шя и хлористаго калышя имЪютъ, согласно Эематапи’у, при 
15° С. большую вжимаемость, чЪиъ вода при той же темпе- 
ратурз; посл провфрки этотъ выводъ оказался ошибочнымъ. 

2) Они не признали также того согласля, которое убматри- 
валъ Эойишапи между своими измренями и ихъ. такъ какъ 


г) Вбшюеп чп@ берпе14ег. У1еа. Апп., Ва. 31, р. 1000, 1887. 
*) Пу4ет. : 


О ИИ ЦИИ 


У, Ея 
В белы Бы Зная = - ‚сажи 


4-65. 54 


ДР 


` 
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уклоненя иногда достигаютъ 10°/; о столь значительныхъ 
уклонентяхъ упоминаетъ и Отескег. 

29. Начиная съ 1883 и до 1888, профевсоръ Та ону- 
бликовалъ рядъ мелкихъ замВтокъ по сжимаемости нЪкоторыхъ 
жидкостей и въ частности воды и ртути Г). Общ результать 
этихъ изелЪдованй данъ въ Вей]АЦег та 4еп Аппаеп (ег 
РВузИк ип@ СВеше, В4. ХТ. р. 442, за 1889 тодъ. По- 
добно Апиб, Тмф погружалъ свой шезометръ въ море на зна- 
чительную глубину. такъ что давлен1я достигали 150—450 ати; 
онъ измврялъ ихъ помощью поршневыхъ манометровъ Атаса$ 
( шапошобте & р13б0п Шге). Региетрироване уровня жидкости 
въ шезометрВ совершалось различными способами: разложенемъ 
серебра на стзнкахъ капилляра, помощью электрическаго тока 
и подвижныхъь указателей, какъ въ термометрахъ 51х4-СазеПа 
А шахпиат и шопици. Для перехода отъ кажущейся сжи- 
маемости у, къ истинной у,, онъ измФрилъ кубическую сжи- 
маемость стЪнокъ п!езометра помощью опыта, въ которомъ стек- 
ляный стержень укорачивалея подъ дЪйствемъ всесторонняго 
гидростатическаго давленя. и налелъ для хрусталя 


к=0.0000026. 
а коэффиитентъ сжимаемости ртути 
у,=0.0000036.. 


Таф подробно изслВдовалъ сжимаемость воды, взятой изъ 
источника, при разныхъ давлешяхъ р (выраженныхь въ тоннахъ; 
тонна == 150 ати.) и при разныхъ температурах Ё и убтано- 
вилъ связь между ними въ форм слЗдующаго уравневя: 


—7 —9 —9 
х.=10(520—17р-Е5°)—10 (355-Е5р)Е--10(3-Нв)е (23) 


:) Кратые разборы его работъ помвщены въ Вей &ег, Ва, 8, р. 12, 
р. 439; Ва. 9, р. 374; Ва. 10, р. 149. 
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Это уравнен!е показываетъ, что сжимаемость падаетъ съ возра- 
отантемъ томпературы и давлешя; пиипицт сжимаемостй воды 
лежитъь около 60° 0. при малыхъ давленяхъ, а при большихъ 
давлешяхъ онъ перемъщаетея ниже. 


РасПам ') провзрилъ эту формулу въ зависимости отъ 
температуры. т. е. 


—7 
„=10(520—3.55#-- 0.032) (24) 


и вполив оправдалъ ее; онъ нашел 2): 


ТльлицА [] СЖИМАЕМОСТИ ВОДЫ, 





: ое .жа0шаб] 42 1.10 ВЫЧ. 
0 521 ош 520 
10 489 4871.5 

20 463 461 
30 442 440.5 
40 421 426 
50 416 417.5 
60 4()8 4:5 
70 409 418.5 
80 415 — 
90 421 ое — 


100 430 





1) Числа второй колонны исправлены на основанйм опытовъ Аштасаф 
(С. В. 104, 1887). 
*) РазИаю. Ве АЩег. Ва. 14, 1890, р. 93. 
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Для морской воды Таф даль уравнен1е 


7 —9 —9 
х,—10 (481—21.25р+2.25 р”) 10 (355+52)/+10 (3+р)е, (25) 


согласно которому пита у, при атиосферномъ давлени ле- 
житъ около 56° С. 

Кром того. онъ изелФдоваль еще четыре раствора хло- 
ристато натря. 

Изъ своихъ опытовъ надъ сжимаемостью воды й опытовъ 
Пезртеф% надъ отношенемъ плотности воды при 0°’и 450. 
Гм вычислилъ понижен1е точки шахииаш?а плотности въ за- 
висимости отъ давления и нашелъ, что при давлеши въ 150 
атмосферъ она должна понижаться на 3°.17 0С.. изъ опыта-же 
оказалось всего 3°0.; при давлени въ 327 атмос. точки шах!- 
ши плотности и замерзан!я совпадаютъ на дфлени—2.4° 0.1). 


30. Въ 1887 году, Ашасаб ?) независимо отъ ТмРа опу- 
бликовалъ изелВдован!е о сжимаемости воды, но предЪлы его 
давлен!й были значительно больше, около 3200 ати.?), й тем- 
пература м$нялась также въ большихъ предзлахъ отъ 0° до 
50° 0. Онъ нашелъ, что шахпииш плотности при давлени въ 
200 атмос. перемфстилея до дзленя 0°.5 С., т.е. на 3.5° С. 
ниже. что согласуетея съ вычиелен1емъ и наблюденями 'Гафа. 


При 700 атмосферахъ давленя шахицит опустился ниже 
нуля— результатъ. также указанный Таомъ.. 

Атасаф показалъ далфе, что при значительныхь давле- 
шяхъ уменьышен!е коэффишента сжимаемостй воды съ возраста- 


') Въ сожалвн!ю, я не знаю оригинальныхъ статей ТаЦ’а, напечатан- 
ныхъ въ Веррогё оЁ {№е зеепИйс геза]{з оЁ $1е уоуасе оЁ Н. М. $. СВа|- 
]епоег. РЬуз. ап Свеш1{гу 2, ратё ТУ, р. 76. ЬопФоп-ЕтЬагов апд 
Ра т, 1888, котораго н%зтъ въ библ1лотекв Императорекаго Новоросс!йскаго 
университета. 

2) Сотрёез Веп4цз. Т. 104, 1887, р. 1159. 

3) Давлен1я измврялись манометромъ & р13юп ПЬте Атаса$ 
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н!емъ температуры сглаживается, и при давлени въ 3000 атм. 
вода уже входитъ въ нормальный рядъ остальныхъ зкидкостей;. 
всВ пертурбаши опъ приписываетъ существованю тахииии’а 
плотности. Уменьшете коэффищента сжимаемости постепенно за- 
медляется также съ повышентемъ температуры. и какъ показали опы- 
ты Рас ати е У1сепйит, окончательно останавливается за 60° С. 

Кром воды, Атаоа!) еще изелздоваль въ тЪхъ же. 
предзлахъ давлешй п температуръ обыкновенный эоиръ, алко- 
голи: этиловый, метиловый, пропиловый, аллиловый; ацетонъ; 
хлористый, бромистый, 1одистый этилы; сЪрнистый углеродъ, 
хлористый фосфоръ. Воэффишентовъ сжимаемости онъ не даетъ. 
такъ какъ пока ему неизвЪфетны коэффипленты упругости 1езо- 
метровъ. 

31. Въ 1888 году. Ое-Нееп?) въ евоемъ сочинени по 
сравнительной физик и теорти жидкостей отводитъ мЪето сжи- 
маемости жидкостей. причемъ интересуется, главнымъ образомт, 
измнен!емъ сжимаемости съ измненемъ температуры. Онъ 
пзучиль слЪдующйя жидкости: ксиленъ, толуенъ, бензойнокис- 
лый бутилъ, бензойнокиелый амилъ, валерляновокиелый метилъ,— 
этилъ, —бутилъ и— амйлъ., бромистый этиленъ, хлористый этиленъ. 
хлористый углеродъ (С,01,), маслянокиелый метилъ, —этилъ.-— 
бутиль и—алилъ, въ предфлахъ температуръ 10°0.—100° С. 
и давленя 5.25 ати. Шозометръ наполнялея всегда при ки- 
пни жидкости въ пустотв и подвергалея только одному вну- 
треннему давлению; чтобы опредЪлить величину поправки Ом) 
и 9, а». ОНЪ воспользовалея коэффищентами сжимаемости воды 
Хх, при 10°0. и при 100°0. РахПам е У1вепыю1 (8 21, 
колонна 5-я таблицы Г). 

32. Въ 1889 году, Ашасаб?) опубликоваль весьма ин- 


1) Атараф. Сотрёез гепёиаз. Т. 105, 1887, р. 1120. 

3) Ое-Нееп. КеевегсВез фопеВап& 1а рвуз1ае соаратбе её 1а $5 6о1е 
дез Паш ез. Раг1з -- Бопуа1лп, 1888, епар. ПП, р. 49. 

3) Ашаса. Лоцгпа] 4® Рпуз1аче, (2) %. 8, 1889, р. 197; также Ап- 
па]ез де сВию. её 4е рБуз,, (6) $. 22, 13891. р. 137. 
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тересный мемуаръ по сжимаемости ртути. Онъ изелфдовалъ ея 
скимаемость въ 7-ми цилиндрическихъь Шезометрахъ съ плос- 
кими донышками, каждый длиною въ 1 т.. съ цфлью найти 
упруг1я ихъ свойства, такъ какъ ему необходимо было испра- 
вить свои опыты по ожимаемости газовъ и жидкостей. Метода 
его была по существу — методой Веста, но онъ раеполо- 
жилъ свои опыты такимъ образомъ, что могъ оперировать также 
и по метод Лаши’а. Давленте было доведено всего до 1-ми 
атносферъ, а температура поддерживалась постоянно при 4°С.. 
такъ какъ во внфинемъ резервуар у него была налита вода, 
а расширеше воды при шахпиии”В ея плотности почти равно 
нулю. | 
_ Опыты Алшаеаф замфчательны по той тщательности, съ 
которою онъ изслЪдовалъ упругя свойства своихъ шезометровъ, 
чего нельзя сказать о цзломъ рядЪ предъидущихъ работъ. 
Онъ остановился на опредВлен!и кубической сжимаемости 


3аи | 

&=30(1 —2°)=ПЬ (26) 
по способу. указанному / Веста 6 и осуществленному когда-то 
У"егпештомъ '). Способъ этотъ соетоитъ въ вытяжеви п1езо- 
метра, наполненнаго жидкостью. @( есть кажущееся увеличено 
объема жидкости (/) при растяжени грузомъ Р. ТавЪ какъ въ 
это уравненте входятъ двЪ неизвзетныя: коэффицентъ вытаже- 
ня @ и постоянная Ро15301’& с, то для полученя втораго 60- 
отношеня между я и с онъ производилъ еще одинъ опытъ. 
вЪ которомъ онъ нажималъ шезометръ съ сйлою Р, еъ одной 
внфшней стороны. какъ это дЪлалъ ВеопалИ$, тогда 


. Ге ь 
а0,—а тит (85—49) Р,0.. (27) 





') УегМейп. Аппаез 4е е№ии. её 4е рЪуз., (3) +. 23, 1848, р. 52. 
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Въ послзднемъ уравнени 40) есть кажущееся увелячене 
объема жидкости, заключенной въ томъ-же шезометрв; А, и А, 
суть его внутрений и внЪзшн1й радлусы, а остальныя величины 
уже извзетны. На основаюи послЪднихъ двухъ уравнен1й онъ 
опредзлялъ коэффищентъь №. Трубы для его шезометровъ были 
заказаны на хрустальномъ заводё би Шет-МатИт., въ Баш 
Петз, а самые шезометры приготовлены изъ нихъ у А1\егои1а$ 
А Раг1з. 


Вотъ результаты его измренй; 


ТавлинА Ш КоэФФИПТЕНТОВЬ СЖИМАЕМОСТИ СТЕКЛА И РТУТИ. 


1| 0.2476 10.0.1434 0.0.2202 10.0.1696 | 0.0.3398 














©? 


(0.2450 1437 2200 1680 3580 


Сто 


3| 0.2428 1419 2190 1744 35934 








среднее | 0.2451 0.0,143010.0,2197 |0.0,1707 | 0.0.3904 


1| 0.2538 0.0.1604 | 0.0.2369 0.0.1547 0.0.3916 
2| 0.2481 1603| 2423 1500 30 
3| 0.2534 1624| ‘2403 1400 119 





хрусталь 


4| 0.2443 1580 2424 1530 3954 


среднее | 0.2499 0.0.1602 |0.0,2405 | 0.0.1512 3933 
| 
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Отсюда окончательное значене истиннаго коэффищента 
сжимаемости ртути есть 


у, =0.000003918 при 4° С. 


33. Наконецъ. мнЪ остается указать на связь между ра- 
ботою Атасаф и моею, изложению которой я посвящаю третью 
главу этого труда. 

ЯД занимался вопросомъ о сжимаемости маселъ и коллой- 
довъ зимою, въ 1888—1889 тодахъ, и когда не только вся 
работа по сжимаемости ртути была мною обдумана. но отчасти 
уже и выполнена. я узналъ о прекрасной работ Ашасаф. Не 
считавъ для себя возможнымъ бросить начатую работу, пред- 
варительные результаты которой хорошо сходились съ числами 
Ашаса$. я рёшилъ продолжать ее. При этомь — 

во-первыхъ. я оперировалъ одновременно по тремъ методам: 
Веспай . Фалш’а и собственной; 

во-вторыхъ. поставилъ ебЪ цЪлью связать методу Уатт’а 
съ теотлей упрутости и привести число Зати’а ($ 13) къ чис- 
ламъ Веотап. Та!’а и Атасаб; 

въ третьихъ, опредзлилъ кубическую сжимаемость непо- 
средотвенно по ВеопмИ. считая о=0.25, и, кромЪ того, по 
формул К=3(1 —2°)/Ё, сдЪлавъ рядъ опытовъ гнутя ий кру- 
чения шезометрическихъ трубъ. 

Получивъ результаты согласные съ теорлей упругости и 
съ числами Аштасаф, я рьшилея обнародовать это изелвдоваше. 
которое, насколько мнЪ кажется, уясняетт, какъ связь между 
отдЪльными экспериментальными методами. такъ и ихъ отношен1е 

къ теорий упругости. 
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ГЛАВА П. 


Опредфлене кубической сжимаемости стекляныхъ стБнокъ 
пезометра. 


1. Обзоръ работъ, изложенныхъ въ предъидущей глав». 
привелъ насъ къ убфжденио. что невозможно получить коэффи- 
шента абсолютной сжимаемости жидкости у, если тВмъ или 


инымъ путемъ не опредЪлить коэффицлента кубической сжимае- ` 


мости К стВнокъ шезометра; поэтому теперь мы займемся раз- 
боромъ тзхъ методъ, помощью которыхъ этотъ коэффишентъь 
можетъ быть опредЪленъ. 

2. Мы видЪли сверхъ того, что. до Веста не было 
строгой методы опредфлемя коэффишента кубической ежимае- 
мости стЪнокъ шезометра, а потому мы прямо начнемъ съ его 
методы, которая важна по своей непосредственности, такъ какъ 
она позволяетъ опредЪлить коэффицентъ № того именно 11езо- 
метра, въ которомъ сжимается изучаемая жидкость, и такъ 
какъ [атб точно основалъ ее на уравненляхъ теорли упругости. 
Гат6 далъ уравнен1е. носящее назване полнаго упругаго рас- 
ширеня. по которому легко опредфлить измзненля, испыты- 
ваемыя шезометромъ, когда его подвергаютъь дЪйствшо вну- 


тренняго или внЪшняго давлентя, или же одновременному дЪй- 


ст ю того и другаго. Предположимъ. что нашъ п1езометръ по- 
строенъ изъ изотропнаго вещества и предетавляетъ 0б0ю по- 
лый цилиндръ, оканчйвающЙея полусферическиии донышками, 
и пусть будутъ: 
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Е — кубическая сжимаемость его стзнокъ; 
В, — радлусъ внзшней его стЪики; 
В, — радусъ внутренней его стЪнки; 
Л=тН—объемъ его внутренней цилиндрической части; 
р = объ ето внутренней сферической части; 
= -7Т,—ето полный внутрен объемъ; 

[? а 


о и 9: 
ПЕ ПИ" 


Р,—внЪфшнее давлене, выраженное въ атмосферахъ; 

Р.—внутреннее давлен1е, выраженное также въ атиосферахъ; 

Ли ы——двЪ постоянныя строеная тфла (сопзбатез 4е соп- 
зи от), въ фуякщи которыхъ Галиб выражаетъ коэффишенты 
упругости, такъ что модуль Юнга 


(3-2) 
у 1 
Ех (1) 
постоянная Ро13301’А 
\ 
& кубическая сжимаемость 
Е: 
= ЗА Эа, (3) 


9— полное упругое расширене объема И’,. когда оболочка 
п1езометра испытываетъ дЪйствительныя давленя Ри Р.. 
Гашб доказалъ, что 


9—0. Р.М—Р(М-1)- АСР, РМ Е 
м. (4) 
РАСЧЕТ) ен 
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Это уравнене выражаетъ полное упругое расширене ше- 
зометра, которымъ мы будемъ часто пользоваться. Галиб 1) на- 
писалъ его въ упрощенной форм%: 


=, | РМ РАМЧТ- о (Р—Р,) (М1 
(47) 
ЕТ М-РАМ-А)- у (№-—Р,) (№41), 


которая получается изъ предъидущей при услови 


КВ. (5) 
эквивалентномъ 


= (0.25. 


Такое значенте постоянной Ро13з0от’а приписывали перво- 
начально Ма\мег, Ро1350п. а затФиъ Ваттб 4е 5$.-Уепап и 
Согпи. 

3. Примфнимъ это уравнене къ опредЪленшо коэффишента 
кубической сжимаехости © по слособу Веста, причемъ назо- 
вемъ черезъ 0’ то кажущеесл увеличене объема И. которое 
мы наблюдаемъ въ капиллярф шезометра, подверженнато одному 
внфшнему давленю Р.. 


‚ Въ такомъ случав Р,=0, и ур. (4) превращается въ: 
3-2 | 
ИЕ [СМТ + МЕ РМ} + 


ЧЕТ [Р.С + АЕ РКУ 


откуда 
0" 
И ЗА-ЕБы ЗА-6ь (6) 





1) ВерпатИ. Гос. сЦ., р. 441. 
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& при == 


0' 
и о (© 
В алом Е | 
Таклмъ образомъ, чтобы опредлить кубическую сжимае- 
мость  шезометра изъ послёдняго уравненя достаточно од- 
ного описаннаго опыта и предварительнато знамя размЪровъ 
сосуда, отъ которыхъ зависятъ величины Л/, №, Ц. Г.. Од- 
нако, строгое опредзлен1е коэффиента © можетъ быть сдЪлано 
лишь по уравненю (6), для вычисления котораго необходимо 
знать абсолютное значене постолнныхъ Глатб ^ и р. другими 
словами модуль Юнга и постоянную [Ро15$0п’а, съ которыми он 
связаны ур. (1) и уф. (2). По этому способу коэффищентъ 
кубической сжимаемости К былъ обстоятельно опредфленъ са- 
уимъ Веспай!'), затъиъ \Уегени’омъ?) и Стгазя 3). Раз- 
ница между этими измфренями состоить лишь въ томъ. что 
Веста 6 пользовалея при вычиеленти своихъ опытовъ уравне- 
мемъ (6’), а УУег Тел м *), занявшись обетоятельнымъ опредф- 
лешемъ абсолютной величины с. зам$нилЪ его новымъ, кото- 
рое легко получить изъ ур. (6), положивъ въ немъ 


А=9, (7) 
что соотвЪтетвуеть со=0.33. 


Въ такомъ случаЪ уравнеше (6’) принимаеть слФдующий 
ВИДЪ: 
0" 


У { 
‘оно, + 2О-НИ, 





РЁ— 


т) Веспаи1. Гос. с, рр. 446, 450. 454. 461, таблицы №№ Г, П, ШОУ. 

?) Мег Тени. Аппа]ез 4е св. её 4е рБуз., (3) $. 23, 1848, таблицы 
ХИ, ХШ и ХУ, рр. 90—94. 

3) @газз1. Гос. с16., р. 448 ефе. 

$) Уег{Вейп. См., кромЪ упомянутаго мемуара, еще: Аппа|ез 4е свт. 
еф 4е рвуз., (3) +. 25, 1849, р. 209. 


т, ХШ, Зал, Мат, Отд, у 
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ИЛИ 
30, 


поиПо-9ЕОт, о ©) 





РЁ= 


Вотъ по этому-то уравненто таз! й произвелъ вычис- 
лен!е кубической сжимаемостй своихъ пяти и1езометровъ. 


Въ послЪднее время по способу Веста были сдзланы 
опредвлентя кубической сжимаемости стекла Атасаф Г) и мною. 


4. КромЪ этого способа, можно остановиться еще на другомъ, 
который также дается теорей упругости, соглаено которой?) 


6=3а(1-—25“)., (8) 
ИЛИ 


3(1—4№) 


т, (9) 


тдв И есть модуль Юнга. 


Отсюда легко видЪть. что кубическую сжимаемость & можно 
вычислить, если извфетны — модуль Юнга Е и постоянная 
Ро1330п’а с. 


5. Модуль Юнга легче всего опредзлить по растяженио 
а стержня или шезометрической трубы. Однако. если. повиди- 
мому. этотъ 6©п0собъ и очень простъ, то на самомъ дфлВ сл$- 
дуетъь его избЪгать, такъ какъ измЪфряемое растяжене есть 
величина слишкомъ малая и вияне ошибокъ., неизбЪжно 
сопровождающихъ ея изм5рен!е, слишкомъ велико. Мнз кажется, 
что разноглаее, существующее межлу работами УУег ей’ а 
и новзйшими изслёдованямй касательно сущности постоянной 
Ро15з0т’а, отчаети объясняется выборомъ именно этой методы 
опредзлентя модуля Юнга. 


1) Ашаса$. Лоигца] 4е рвуз1аае, (2) +. 8, 1889, р. 197; Аппимез 4е 
сви. её 4е рвуз., (6) %. 22, 1891, р. 101. 
2) Латшщ, её Вомфу. Соигв 4е рвузаче. Т. Т, #аз. П, 1882, р. 147. 
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СлВдуетъ замтить, что въ настоящее время ее мало-по- 
малу оставляютъ; Ашасаф., много занимавиийся изучентемъ 
упругости твердыхъ тВлЪ. считаетъ, напримВръ, совершенно не- 
возможвымъ примЪнене этой методы къ стеклянымъ стержнамъ 
и трубамъ, велЪдетв!е неправильности ихъ формы. Однако, онъ 
допускаетъ ея приложен1е къ металлическимъ стержнямъ, пра- 
вильно обработаннымъ на токарномъ станк; онъ!) даже самъ 
воспользовалея ею, но въ значительно усовертенствованной 
форм, а именно, онъ очень остроумно примВнилъ къ изиЪре- 
ню удлиненя двойной сферометръ. а для опредзленя момента 
соприкосновентя обоихъ винтовъ сферометра съ двумя особыми 
стойками прибора— два гальванометра. 

6. Модуль Юнга съ большею точностью измВряетея по 
прогибаншю стержня пли трубы. Основываясь на этомъ прин- 
ципф. опыту придаютъ три разныя формы: 

&) стержень закрзпляютъ неподвижно обоймй концами, а 
прогибаюний грузъ помфщаютъ по серединЪ; 

7) стержень закрфпляютъ неподвижно однимъ концомъ. а 
грузъ взшаютъ на свободномъ кони»; 
| ©) стержень свободно лежитъ концами на иризмахъ, а 
прогибающий грузъ помзщается по середин; 

() иногда непосредетвенно изм8ряютъ прогибанте, иногда- 
же только уголъ гнутя. 

СоотвЪтственно этимъ типйчнымь случаямъ употребляютъ 
различныя формулы. которыя даются во воЪхъ учебникахъ тео- 
рии упругости?) для случаевъ, когда поперечныя сЪчемя ис- 
пытуемыхъ твлъ суть-—квадратъ, прямоугольникъ, эллипеъ и 
кругъ, а боле сложныя задачи разобраны въ извЪотномъ ме- 
муар8 Ватгб 4е бани-Уепат)—‹зиг 1а 86х10п 468 рг1зтез». 


7) Ашаоа4. Лопгпа] 4е руз1ате. (2) %. 8, 1889, р. 200. 

2) УоПе. Соцтз 4е рАуз1аче. Тоше Т, Ргеп1ёге рахЫе. Рат1з, 1883, 
р. 448 ее. 

3) Ваггё 4е Залпф-Уепапф. Лойгпа] 4е 1лопуШе. (2) %. 1, 1856, 


164 Г. Г. ДЕ-МЕТЦЪ. 56 


7. Чтобы опредзлить постоянную Р01зз0п’а прибЪгаютъ 
къ различнымъ способамъ. Прежде всего замЪтимъ, что между _ 
модулемъ Юнга Ё, поетоянной Глалиб № и постоянною Ро15301’а 
с вуществуеть слВдующая связь!) | 


И: 
=), о 


и. стало-быть. опредвлеше с дЪфлается помощью модуля Юнга 
Ё и постоянной (|^„, именуемой также модулемъ твердости. При 
этомъ модуль Юнга находятъ изъ гнутя стержней и трубъ. а 
модуль твердости изъ ихъ крученя. 

Выборъ формулы, помощью которой можно было-бы опре- 
дЪлить |, зависить отъ расположеня опыта и формы понереч- 
наго сзченя стержней и трубъ 2). Кисввой?) даже предложиль 
одновременно подвергать испытуемыя тфла гнутю и крученю; 
и посл него. эта метода считается наилучшею. Ею занамались 
мног1я лица: Купоеръ “), ОКафо\ 5), ЕЮуего 6 6), У012ф 7), Вал- 
ше!зфет 8). К1ем?), Кома зКу '°) и теперь я—и нашли числа, 
которыя собраны мною въ нижеслздующей таблиц постоянныхъ 
Ро1ззот’а (см. $: 13 этой тлавы). 


1) У1оПе. Гос. сй.. р. 437. 

1) УюПе. Гос. е1$., Ргешлёте раг@е. р, 437. 

3) КАгеВВой. Росс. Апп., Ва. 108. 1859. р. 369. 

*) Купееръ, А. Т. Опытвыя изслвдован1я упругости металловъ. Сиб. 
1860 годъ. 

5) Окафо\. Роса. Апп., Ва. 119, 1863, р. 11. Тоже по русеки М. Окз- 
товъ. Теорля равновз1я и движен1я упругой проволоки. Сиб. 1867. 

5) Еуегей. РЬ110з. Тгапзас 013. Уо1. 156, 1866, р. 185; Уа1. 157, 1867. 
р. 139; Уо1. 158, 1868, р. 363. 

7) Уо124. Уей. Апп., Ва. 15, 1882, р. 497, кромВ того, онъ помзетилъ 
еще нъеколько работъ въ \1ей. Ашй., списокъ которыхъ помфщенъ въ его 
мемуар, напечатанномъ въ \У1е4. Апп., Ва. 38, 1889. р. 573. 

°) Ваше! ег. У/1е4. Апп., Ва. 18, 1883, р 578. 

3) Клей. У 1ей. Апи., ВА. 29, 1886. р. 617. 

10) Кома]зКу. У1е4. Апп., ВЧ. 36, 1889, р. 307 и В4. 39, 1890, р. 155. 
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НЪкоторые изслдователи пользовались формулою (10), 
но опредЗляли модуль упругости не по прогибаншо стержней, 
а по ихъ вытяженио. или по звуковому с1060бу (\\Уегбтепи, 
КоНтаизей ива Гоош1$). Такая замЪна, вообще. нежелательна 
но мотивамъ, уже высказаннымь въ 8 5. 

8. Второй способъ опредЪзленя коэффишента с былъ пред- 
ложенъ Веста! и выполненъ \УегВейи’омъ '). Онъ состоитъ 
ВЪ томъ, что длинный шезометръ. наполненный какою-либо жил- 
костью, закрзиляется съ одного конца, а съ другаго вытяги- 
вается нзкоторымъ тгрузомъ Р. велЪдетв1е чего одновременно 
получается два эффекта, помощью которыхъ, во-первыхъ. легко 
опредфлить коэффишенть удлинен1я а. & во-вторыхъ, изм%не- 
н1е 40 внутренняго объема И’. Отеюда приращен1е. объема на 


единицу объема можетъ быть выражено двояко: съ одной сто- 


ай 
роны по измфненшю уровня получимъ ГР› а 6ъ другой— 
0 


изъ коэффишентовъ продольнаго растяженя х й понеречнатго 
сокращеня В получимъ 


(1-4) (1—8) =1-и—28=9(1— 25). (11) 
ПриравнявЪ этй два выраженая, найдемъ: 


ай 
пв=а(-— 29), (12) 





откуда | 
О 


| 
г2| = 
я 


если «= ().25. и 
ап, 


>| => 
2 


если в=0.33. 
Опыты, произведенные \Уегепи’омъ съ 3 латунными и 4 
хрустальными трубами, привели его къ заключен!ю, что с=0.33. 


1) УУег6Веа. Аппа]ез 4е съпи. её 4е рБуз., (3) %. 23, 1848, р. 52. 
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Существенное возражен!е, которое У1оПе ') дЪлаетъ \Устеи?у, 
сводится къ тремъ замфчанямъ: 1-е—вблизи мЪтокъ, нанесен- 
ныхЪ у оконечностей ш1езометра, изм$нене объема иное, чВмъ 
между мЪткамй; 2-е— толщина стфнокъ вдоль трубъ неодина- 
Кова, и насколько она неодинакова —этого Уегбени даже не 
изслфдовалъ; 3-е — \Уегепи не обратилъ никакого внимания 
на термическя условзя своихъ опытовъ. Сказаннато достаточно. 
чтобы относитьея съ большою осмотрительностью къ результа- 
таль ого измфренй. Въ томъ-же смыслВ высказывается Ата- 
с?), который этимъ способомъ недавно опредзлилЪ с, Ё, Е 
металловъ. но съ тьмъ сферометрическимь приспособлентемъ 


для измвреня удлинен1я а, о которомъ уже упомянуто въ $8 5. 


9. Трей способъ опредЪзлен!я коэффитента с былъ также 
предложенъ Веста?) и только недавно реализованъ Ашазаф“). 
Способъ этотъ состоитъ въ томъ, что только-что описанный 
пезометръ подвергается вытяжен!ю грузомъ Р. отчего м$няется 
первоначальный цилиндричесвй объемъ (Л на величину АО’, 
п тогда, какъ уже извЪфетно изъ ур. (12), 


ац 


пли же въ функции постоянныхъ Гашб 


ай, А | 
Ро ЗАЗЬ, о 


если-же этотъ самый шезометръ подвергнуть одному внзшнему 
давленю Р,, то на основаи урав. (6) измфнене объема 
0'=а40,/ О.Р, выразитея: 


+) УюПе. Кое. с!4., р. 424. 

2) Ашаса$. оцгпа] 4е рвуз1аие, (2) +. 8, 1889, р. 366. 
3) Веспаи $. Г.ое. с... рр. 457—459, 

') Ашаса$. Гос. с\., рр. 200—203. 
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Р) (мМ- 1) (5-3) 





0’ = (3-2) > ыы 
или же въ функили коэффицентовь я ис 
АЦ, 


Изъ уравнен!й (12) и (17) можно вычиелить я и в, или-же 
изъ уравненй (15) и (16)—) ив. Результаты измфренй, сдЪ- 
ланныхЪ по этому способу изложены и уже приведены въ таб- 
лип% ПП $ 32 первой главы. стр. 48. 

10. Четвертый способъ основанъ на связи. существующей 
между звуковыми колебанями даннаго тзла и его упругими 
 евойствами. Онъ примфналея къ опредзлентю модулей упругости 
многими лицами, й между прочими \УУстВети’омъ. и состоитъ 
ВЪ томъ, что изъ стержня извлекаютъ звуки при продольныхъ 
колебаняхъ и при поперечныхъ. Изъ теори-же упругости вы- 
текаетъ. что отношене числа колебанй стержня при продоль- 
номъ колебани 7, къ числу колебамй при крутильномъ его 
колебани т, равно 


м 


Замзнивъ черезъ 2% отношене 7%, къ п, и ветавивъ вмЪ сто 
ЕЁ равную ему величину изъ ур. (1), находимъ, что 





и--^ 
& отеюда 
| л 12—% 
во Зи я 


Но постоянная Ро1550п’А 
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). т В 
о 6 


и 
ЗИ 


Однако. счетъ числа колебаюй довольно затруднителенъ, 
между тЪмъ какъ измрене длины звуковыхъ волнъ по сиособу 
КипаРа ') не представляетъ никакихъ затрудненй, поэтому 
эеппееЪе1 *) опредзляль т не по отношеню числа колебаний, 
а по отношеню длины волнъ ^, и \,, помня, что 


т, (21) 


и нашель значене Ро1зз0п’овекой постоянной с лля нЪъеколь- 
кихъ стальныхь стержней (см. таблицу ноетоянныхъ Ро15301’а, 
$ 13). 

Я пробовалъ примЪнять этотъь 61060бъ къ стевлянымъ 
трубамъ, но мн не удавалось при поперечномъ колебаюи из- 
влечь звука такой силы, чтобы въ рзопируь трубв полу- 
чить фигуры КипаРа. 

11. Еще одна метода опредЪлентя с была предложена 
Сатопе’омъ *); онъ подвергалъ стекляные шезометры то вну- 
треннему. то внзшнему давленю;: при дЪйстви внутренняго 
давленмя шезометръ удлинялся, и онъ измфрялъ по оптическому 
способу Е\меаи коэффишентъ удлинешя я. а при дЪйетвш 
внфшняго получалъ уже известное соотношене (ур. 10). Для 
четырехъ трубъ онъ нашелъь с==0.257. 

12. СлЪдуетъ, наконец. упомянуть о существовани оптй- 
ческой методы опредфлен!я о. которая была испытана Согла“). 


') Кипав. Росо. Апп., Ва. 127, 1868, р. 497. 

*) бепееЪеИ. Росс. Апп., Ва. 140, 1870, р. 598. 
3) Ашараё. Гое. с{., р. 366. 

*) Согпа. Сотрёез гепдивз. Т. 69, 1869, р. 333. 
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Ёъ сожалЪн1ю, она не приложима къ трубамъ. а только къ плас- 
тинкамЪ, и состоитъ въ томъ, что испытуемую пластинку ставятъ 
горизонтально на двЪ подетавки и нагружаютъ ее у концовъ, 
волЪдотв!е чего ея середина выгибается и получается между нею 
й другою плоскою прозрачнкою пластинкою. расположенною 
вблизи, окрашенная система сопряженныхъ гиперболъ съ общими 
аосимптотами. Эти фигуры Согпа фотографироваль и затЪмъ 
микрометрически опредзлялъ тантенсъ угла Ф, составленнаго 
аесимлтотою съ направленемъ оси призмы, такъ какъ согласно 
одной теорем 5 Уепапфа ') 


2(в--^) _1 
ое. 


7ф = р 


(22) 


Согпи намелъ для 6 пластинокъ стекла 5 борат с=0.239. 

13. Раньше, чёиъ покончить съ вопровомъ объ опред?- 
лени числоваго значения постоянной Ро1350п’а, я приведу еще 
имена тфхЪ экспериментаторовъ, которые занимались разъиска- 
н1емъ его не для стекла, а для другихъ твердых тВлЪ; сюда, 
насколько инф извЪетно, относятся Састаг@ 4е ]а Топг?), УУет+- 
Веги 3). К. Мепшали “). МахмейП 5), КоШтгалзей 8), УШал ”), 
Вбшюеп 8), МаПоск °), ТАИшала °), Маигег 11), Рамей 12), 
& вЪ слВдующей таблиц помЪщу числа найденныя, какъ ими, 
такъ и тЪми. о которыхъ я уже имЪлъ случай раньше упомянуть. 


1) Е. Меитапи. Уот|езипсеп @рег 1е ТБеоге дег Е!а31е14%. Гериах, 
1885, р. 162. 

*) Ро1зз0п. Апра]ез де сВ1та. еф 4е рВуз., (2) $. 56, 18, 27, р. 384. 

3) УУег фе. УИ шег. БебтЬаеь 4ег Ехрегипеп{а рук. Ва. [. 
Герилс. 1874, р. 203. 

*) Е. Мепшапо. Гос. сИ., р. 138. 

5) Еуегей. РЬ!. ТгапзасН орз. Уо|. 156, 1866, р. 191. 

в) Ков]гаазеЬ ип@ 10013. Робо. Апп., Ва. 141, 1870, р. 481. 

7) УШат1. Росс. Апи., Ва. 143. 1871, рр. 88 и 290. 

8) Воп4ееп. Росс. Апп.. Ва. 159, 1876, р. 601. 

°) МаПоск. Ргос. Воуа! Босефу. Уо1. 29, 1879, р. 157. 

10°) АИштапп. Ве]& ег. Ва. 9, 1885. р. 611. 

11) Маигег. \/1е4. Апп., Ва. 28, 1886, р. 628. 

1") РиИт1ев. У1е4. Апп., В4. 28, 1886, р. 87. 
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1. Стекло. 
И мена Родъ стекла | Постоянная с 
Уег Те и....... | Хрусталь С1о1зу-1е-Вот. 0.321 
Махие |... еизв отно ой 0.332 
Етеге  ......... | Флинтглаеъ № [. Тамез 
Сопрег & Зопз, СЛазео\ 0.258 

Еуеге ......... | Флинтгласъ № П., А&ЁВ 
Состтап, баз 0.229 
Согиц И. 0.237 
осина > @шрала в рр 0.213 
Уоррен 0.208 
Аша ......... | Обыкновенное французск. 0.245 
Атаса4 ......... | Хрусталь баег-Маг@ т 0.250 
Сатопе 0... | Неизввотное, по: 0.257 
Ко\а]зКу, 1889. | @тешег ива Емедгевз. 0.226 
Кома]зКу. 1890. | бтетег пп@ Енмеймевз. 0.212 
Ое-Ме ........ | Отешег ци@ СЕ 0.237 
0е-Меё7 ....... О О д 0.235 
Среднее. .0.247 

2. Сталь. 3. иВельзо. 

Имена постоян. с Имена постоян. с 
Генон 0.310 Утмеам.. (0.320 
АО ео 0.294 | Мепшапп..... 
Ока, и .. 0.215 ^Махме | о 0.267 
ОКА ом..........:.. 10.303 |`Е хот: оО 
Бегом 0.310 |_Ватиетвег о. по (0.308 
оепиеере! ........ 0.296 И мал 0.256 
зоппвор 0.303: ШИташ... 0.243 
Ма Е 0.253 Среднее (0.271 
Аа р 0.269 4 Чуиуно, 

Среднее (0.290 | ЕуегеЦ............ 0.267 
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5. Мьдь. 8. Латунь. 
° Имена постоян. с | Имена постоян. с 
И... ОУ отеле ев 0.330 
. ООВ ее 0.389 
Аи... 0.378 5 
п. ...... 0.349 Мао... 0.325 
4... 0.336 | Баееги сои. 0.410 

И | Е м 0.239 
В... м и 0.226 
220.227 | Алавыь..:0...1...0.37. 

| Среднее 0.5535 | Среднее (0.352 

6. Цинкс. 9. Каучукз. 

Имена постоян. с Имена постоян, с 
о еее. Ё : Ей о, Жи: 0.330 

ОАО з мы 0.333 
с ом 0.167 

Среднее 0.246 Вов. : 29. 0.500 
М и 0500 
7. Свинеиз. Среднее 0.356 

Имена постоян. с 
РН, аа. а 10. Металл» Пей. 
А 0.428 Имена постоян. с 

Среднее (0.401 | Амасаг...'..:.....:. 0.340 
11. а: 

Различ. тфла. постоян. сб Различ. тЪла. постян. с 
Каменная соль |.... 0.252 О ООВ 0.000 
т р РИ т Парижек. гинеъ/...... 0.181 
оо | Эбониь _.....)Маоек 0.389 
Горный хруст. ›\01оф 0.068 
Пе шие! ^ 0.269 | Олоновая кобть |... с... 0.500 
Топазъ.......№.... 0.220 | Параффинъ..../...... 0.500 
Варить... .... 0.292 | Желатина.... Маатег 0.500 
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14. Чиела, приведенныя въ послЗдней таблицЪ. позво- 
ляютъ намъ провзрить нЪфкоторые выводы той части теория 
упругоети, въ которой различныя лица пыталиеь установить 
зависимость между коэффицентами продольнато растяженя а 
и поперечнаго сокращенти В изотропнато твердаго тзла. Вна- 
чалв Мамег, Ро1550от. Гашб и С]ареугоп принимали, что это 
отнопенте есть четверть, но впоелфдетви Сапеву показалъ, 
что оно можеть быть какимъ угодно, въ зависимости отъ рода 


даннато тзла. Это мнфюе вотрЪтило поддержку въ позднЪй- 


шихЪ трудахъ Ташб, а затЪиъ Киепвойа и другихъ выдаю- 
щихся физиковъ и гбометровъ прошлаго и нашего времени. 
Совокупными трудами имъ удалось установить, что. такъ назы- 
ваемая, постоянная Ро015301’а с не можеть быть ни постоянною 
для всЪзхъ твердыхъ тзлъ. ни равною четверти, но перемзнною 
въ предзлахъ отъ нуля До половины. 

Г1алоб ') прямо говорить: «Нельзя допустить соотношенйя 
А = (Т. е. о=0.25), которое необходимо опирается на тино- 
тезу непрерывности веществ» въ твердыхъ тзлахъ. Результаты 
опытовъ \УегбМепи’а ясно показываютъ, что отношеше ^ къ в 
не есть единица. и не приписываютъ, какъ кажется, этому от- 
ношен1ю другой постоянной и виоляф опредЪленной величины. 
Мы сохранймъ поэтому два коэффициента, оставивъ ихъ отно- 
шен1е неопредфленнымъ». 0Обзоръ значенй с, дЪйствительно. 
оправдываетъ послфднее воззрЪне, такъ какъ мы ветр®чаемъ 
И с==(0, и с==0.50. Однако. возможно и иначе смотрЪть на 
этотъ вопробъ. Ваггв 4е Запи-Уепапф ечитаетъ с =0.25. или 
\ = для всякаго истинно изотропнато тфла. того-же мнЪня 
Сотпи, У012$ и Мегса1ег 2); они полатаютъ, что если въ данномъ 
тЪълЪ коэффишентъ с не равенъ четверти, то этимъ самымъ дока- 
зывается только отсутетв!е въ немъ язотроши. \У012%°) мотиви- 


_ 1) Гашё. Ьесопз зат Р@азНейб6 @ез согрз зо4ез. №0е. с14., р. 51. 
2) Мегсад1ег. Сотрёез гепдиз. Т. 105, 1887, р. 105. 
5) Уо1юф. Уе4. Апп., Ва. 38, 1889, р. 573. 
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руетъ свое мнЪше тЪмъ фактомъ, что. такъ называемыя. изо- 
тропныя тла въ огромномъ большинетвз случаевъ обладаютъ 
кристаллическою структурою съ тою. однако. особенностью, что 
отдфльные кристаллики, ихЪ составляющ!е. орентированы по 
всевозможным направленямъ. Нужно замфтить, что это воззр?- 
н1е на природу твердыхъ тлъ не ново, и что Замат 1) уже 
давно развилъ его на основами своихъ разнообразныхь акус- 
тическихЪ изолЪдован. причемъ онъ отвелъ почтенное мЪето 
вопросу. насколько механическя операши — ковки. прокатыва- 
Ня и т. п., измВняютЪ изотрошю даннаго тфла. Отсюда уже 
видно, съ какою осторожностью нужно принймать данное тзло за 
изотропное, и вотъ \0126 предлатаетъ считать тЪла съ неопред?- 
леннымъ кристаллическимъ строемемъ — тфлами (1а31-изотроп- 
ными Въ отлич1е отъ дЪйетвительно Изотропныхъ. Онъ припи- 
сываетъ (па31-изотроннымъ тзламъ свойство полярности. ко- 
торое состоитъ въ томъ, что ихъ молекулы дЪИствуютъ другъ 
на друга не только въ зависимости отъ ихъ взаимнаго раз- 
отоян1я. но также въ зависимости и отъ направленя соелиняю- 
щей ихъ лини. Этимъ мыелямъ \015$ даль аналитическое 
выражен1е. которое привело ето къ заключен: 1-е, что тЪла. 
не обладающтя полярностью. дЪйствительно характеризуются 
в=0.25, и 2-е. что изотропныя тЪла, востоящйя изъ кристал- 
лическихъ индивидуумовъ — большихъ по еравненшо съ сферою 
молекулярнато  дЪйств1я, но малыхъ по сравненю съ разиЗрами 
пфлаго тЪла—., и обладающия полаярностью, не имфютъ ника- 
кого опредЪзленнато численнаго отношеня между обЪйми по- 
отоянными упругости. 

Подводя итоги всему сказанному относительно числоваго 
значеня коэффищента о, который входитъ въ наши формулы. и 
примВняя ихъ къ стеклянымъ пезометрамъ. мы считаемъ возмож- 
нымъ согласиться съ Согии и признать стекло тВломЪ изотропнымъ, 


1) Бауагв. Росс. Апп., Ва. 16, 1829, р. 248. 


х 


174 Г г. ДЕ-МЕТЦЪ. 66 


потому-что среднее значенте с=0.24'7 близко къ теоретиче- 
скому с==0.25. Такимъ образомъ, мы позволимъ себ пользо- 
ваться упрощенными формулами Глалиб, принявЪ ^ =. Въ концЪ 
третьей главы мы постараемея оправдать такое допущение. 


15. Трей слособъ опредЪлен!я кубической сжимаемости 
твердаго тЪла быль недавно предложенъ и испробованъ въ 
Англи — Виевапаи’омъ Г) и Та Ромъ?). а во Франци—Ашаса43). 
Онъ иизетъ огромное преимущество передъ двумя предъиду- 
щими по простот№ своего замысла и по точности; соетоптъ же 
онъ въ томъ., что стержень погружается въ цилиндръ, который 
весь наполненъ какою-либо жидкостью, и въ которомъ можно 
производить какое угодно давлене помощью насоса. заключен- 
ный въ цилиндр стержень испытываетъ гидростатическое дав-. 
ленте со всЪхъ сторовъ и единица его длины на единицу дав- 
леня сокращается на я’, а отсюда коэффитентъь кубической 
сжимаемости 


% 
р=Зо.. ` (22) 
ф р р 1 т 
акймъ образоиъ Висвапап нашелъ для хрусталя 


к=0.00000292. 
А ГЫ 
= 0.00000270. 


Атаеаф производилъь евои опыты въ предзлахъ давленй 
отъ 1 атм. до 2000 атм. и не замфтилъ почти никакого. йз- 
мвнен1я въ величин коэффищента Х. 


ГУ 


Вотъ его результаты при 12° С. 


') Васватап. Ве 1АМег. Ва. 5, 1881. р. 172. 
?) Тац. Ве \АЦег. Ва. 14, 1890. р. 707. 
З) Атаса$. Топгпа] 4е рВуз1апе. Гос. ©14., р. 362. 


ЕС 
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ТлвлицА \][ КоЭФФИПТЕНТОВЬ КУБИЧЕСКОЙ ОЖИМлЕМОСТИ СТЕКЛА 
Й ХРУСТАЛЯ. 


авлен1е | Сокраще- |! 
А 6 текло Хрусталь 
ВЪ атм. мех’ | 





1—500 0.0.750 10.052250 10.0;2454 
1—1000 746 2248 2424 
1—1500 7145 2255 2415 
1—2000] 143 2229 2406 


16. Насколько мнЪ извЪетно, изложенные здфеь епособы 
опред$лен1я кубической сжимаемости твердыхъ тЪлъ обнимаютъ 
собою паилучиИя изелздованя новзйшихъ времент. 

Теперь инф остается только составить таблицу коэффи- 


цтентовъ й, собранныхъ мною изъ разныхъ изел$доваюй, причемъ 


я ограничиваюсь лишь стекломъ и тЪми числами, которыя до- 
быты путемъ прамыхъ измёренй. а чтобы получить болфе яе- 
ное представлене о предзльныхъ значентяхъ этото коэффицтента, 
я разгруппирую всз данныя по родамъ стекла. 


ТавлицА УП КУБИЧЕСКОЙ СЖИМАЕМОСТИ СТЕКЛА И ХРУСТАЛЯ. 





| 














Имена Хрусталь | [ 
Мег \ет....... Васеатав с аи 0.000002823 
Ует6Веа....... | С№о1зу-1е-Вю1.... 0.000002601 
@та531........... | 01013у-1в-В01.... | 0.000002883 
Ехегеф......... | Флинтъ № П Сосвтап| 0.000002930 
О, Флинтъ Г Соцрет.. 0.000002487 
Уо12ф.......... | @\вата & Раш... | 0.000002750 
ЗВасвапал........ ? (0.000002920 
С ОИ ? 0.000002700 
а... СиБег6-Матт... 0.000002425 
Ое-Ме%........ | Франпузекй...... 0.000002890 





Среднее 0.000002'740 
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ТавлицА УП кувической сжимлеМмОсТи К СТЕКЛА И ХРУСТАЛЯ. 

















Н$иецкое простое стекло | 
О Ве! йез...... 0.00000246 
Ко\та13Ку,....... | @тешег & Еиедекз 0.00000253 
Ое-Ме........ Сипае]асв....... 0.00000246 
в: Мо. по бтетег:& 09.1... 0.00000231 





Среднее 0.000002435 














Французское простое | И 
стекло. мы 
ВеспааН........... |0.000002371 
УегВет.......... | 0.000002290 
Мегтент.......... |0.000002132 
07881... 1011 0.000092264 


© 


Пиреб ип Расе.... |0.000002000 
Ааа. ие. ‚| 0.000002225 


Среднее 0.000002214 





17. Мы представили въ 5$ 11.21.22 главы 1-й изелдова- 
шя Атасаф, РасПаш е У1сепйи1, @ газ и нзкоторыхъ. другйхъ 
лицъ., въ которыхъ изучалось влляне температуры на сжимае- 
мость жидкаго тЪла. Поэтому становятся очевиднымъ вопросъ: 
каково же влян!е температуры & на кубическую сжимаемость К 
стЪнокъ стекланато шШезометра? Отвзты на этотъ воиросъ мо- 
тутъ быть найдены на основани изелЗдоваюй Отазя, РаеПали 
е У1септт, КомазКу и Ашаем. (таз! опредзлялъь коэффи- 
центъ & по способу Веста одновременно съ коэффищентомъ 
кажущейся сжимаемости у, воды и изъ нихъ находилъ коэф- 
фишентъ у,. Въ сожалЪню. изъ мнотихъ чиселъ @газя1, раз- 
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сВянныхъ въ таблицахъ шезометра А. слфланнаго изъ хрус- 
таля СВо15у-16-В01, нельзя вывести никакого яснаго заключен1я 
о взаимной связи между величинами Си Ё Въ самомъ дЪль 
вотъ его числа: | 


ТлвлицА УШ КуБичеСКОЙй СЖИМлАЕМОСТИ ХРУСТАЛЯ ПРИ РАЗНЫХЪ 
ТЕМПЕРАТУРАХЪ. 


2С. | `85 ‚17.5 25.9 








34.5] 41 | 53.3 
| 














$ | тов Г ТВ 
О | 280 236 582 282 284237 | 286 





По упомянутымъ изол$дованямъ РасПайт е Утвейй ку- 
бическая сжимаемость возрастаетъ съ возрастанемъ темпера- 
туры, хотя и весьма слабо. именно: 


{ ©т) 





0° 0.0000019 
100°С. 0.0000022 


Кома зКу 7). собственно товоря. не задавалея рЪменемъ 
интересующаго набъ вопроса, но въ одной его работВ мы на- 
ходимъ воз данныя для точнаго рзшен1я этой задачи, такъ 
`какъ онъ эмпирически опредзлилЪ соотношентя съ одной сто- 
рены между модулемъ Юнга Ё и температурой въ предВлахъ 
9° С. — 200°С., а съ другой стороны между твердостью м и 
температурою въ предЪлахъ 16° 0.—100°С. Результаты сво- 
ихЪ измъренй онъ выразилъь слфдующими формулами: 


1) Пгескег. \У1ей. Апв., Ва. 34, 1838, р. 965. 
2) КомазКу. У1е4. Апп., Ва. 39, 1890, р. 155. 


Т. ХШ. Зап. Мат Отд. 12 
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Е = 6170 (1—0.00106 #8), (23) 
и = 2192 (1—0.00151 8. (24) 


которыми легко воспользоваться слЗдующимЪъ образомъ. 
ИзвЪетно, что!) 





о) (25) 
а 
(1—2 
о (26) 


если за единицу давлеюмя принимать не киллограммъ., & атмос- 
феру. и слЪдовательно 


9—3 И. а | 
& — И 0.010333; (21) 





сдЪлавъ по этой формулВ вычисления для #—0°:50° и 100°. 
я нашелъ: 





7 
мые Е 





0| 26.32 
50| 25.05 р 
100 | 22.86 


7 
откуда среднее А—0.035Ж10 на 1°С. 


Изъ этихъ чиселъ мы заключаемъ. что кубическая ежи- 
маемость падаетъ съ возрастанемъ температуры, хотя тоже 
очень ничтожно, около ().1°/, на 1°С. Мн остается, нако- 
нецъ, упомянуть о еще неоконченной работё Атасаб?), въ ко- 


1) УоПе. Соптз 4е рвуз1аце. Ргепалёге раг@е, р. 437. 
*) Ашасаф. Сошрёез геифив. Т, 110, 1890, р. 1246, 
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торой приведена только часть полнаго опредфлейя ежинае- 
мости отъ 0°С. до 200°0.. и изъ которой пока нельзя вывести 
окончательнато заключеня объ измфнени коэффищента @ съ 
измвненемъ температуры. 

Его метода та-же, которую онъ употреблялъ для опредЪ- 
ления кубической сжимаемости шезометра при комгатной темпе- 
оратурв въ 15° 0. 

Позволю себ привести только заключительныя слова его 
мемуара '): «Во всякомъ случа, говорить Ашаоаф. для обык- 
`новеннато стекла, которымъ вообще теперь пользуются, изм$- 
нен1я коэффишента сзимаемости, даже до 200°С., катъ ка- 
жется, не способно’ повлечь за собою грубыхъ ошибокъ при 
вычислени деформалли стзнокъ; допуская пропорптональность 
между изучаемою деформатею и этимъ коэффишентомъ, рав- 
нымъ 0.0000022. мы дЪлаемъ ошибку въ 0.00028 при 
опредзлени объема, когда температура равна 200°. а давле- 
н1е 1000 ати; въ изелЪдовашяхъ этого вопрова было-бы 60- 
вершенно обманчиво стараться придавать ей значене». 


че ое чажны» 


1) Атаза&. Ъое. сц. р. 1249. 
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ГЛАВА Ш. 


Результаты собственныхь изсл5дованй сжимаемости 
ртути и стекла, 


1. Задача. которую я себЪ поставилъ. состоитъ въ одно- 
временномъ приложени нЪеколькяхъ методъ для рзшеня вон- 
роса 00ъ абсолютномъ коэффищентВ сжимаемости ртути съ 
иЪлью узнать, которая изъ методъ— Веспал® или Запии’а — 
приводить къ истинному рЪшен1ю. Я избралъ ртуть. какъ 0бъ- 
ектъ своего изслфдованя, по двумъ причинамъ:; во-первыхъ, 
потому что, какъ указано въ: 5 8. етр. 10; $8 9, етр. 13; 
$ 10. стр. 16; 5 12. стр. 19. главы 1-й. различные авторы 
припиеываютъ ей слишкомъ отличающееся друтъ отъ друга 
коэффишенты сжимаемостй; а во-вторыхъ, и потому. что на 
такомъ мало-сжимающемея тЪлЪ строже всего можно провзрить 
относяпияся сюда формулы теорли упругости. 

2. Прежде чфиъ приступить въ этому йзелздован!ю я за- 
пасея такимъ количествомъ ртути. которое хватило мнЪ на все 
мое изслЗдоване. и составилъ себЪ планъ, который состоялъ 
ВЪ ТОмМЪ: 

а) что я приготовилъ себф четыре цилиндрическихъь ше- 
зометра съ полусферическими основан1ями изъ нЪмецкато стекла 
во стЪнками различной толщины отъ 1.4 ши. до 2.9 шат.!); 


1) Я считаю евоимъ пр!ятнымъ долгомъ выразить здЪеь благодарность 
мастеру Е. Кеги’у, который приготовилъ инЪ эти шезометры и вообще сво- 
имъ искусетвомъ былъ мнВ очень полезенъ. 
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ъ) что каждый шезометръ былъ изелЪлованъ по методЪ 
Веста 

6) и одновременно—по методв Ташига; 

4) что на основаи данныхъ по каблюденямъ Ь) и 6) 
й уравнентя полнаго упругаго раеширеня п1езометра я вычис- 
лялъ еще разъ коэффищентъ абсолютной сжимаемости; 

е) сопоставлене окончательныхъ чиселъ коэффишента аб- 
солютной сжимаемости ртути, полученныхъ по упомянутымъ 
тремъ способамъ. должно было рЪшить вопросъ: которая изъ 
двухъ методъ вЪрная, й въ чемъ состоитъ ошибка той, кото- 
рую нужно считать невзрной. 

3. Изелвдовашя УИ и Матега показали, что различ- 
ные с106обы очистки ртути способны влмять на ея удЪфльный 
вЪеъ и. быть-можетъ, на друтя ея физическля свойства. 

У! 4 ') высказывается за очистку ртути путемъ дистил- 
ляши въ аппарат \е1т1014’а, наполненномъ угольной кисло- 
той, разрЪженной до 10 ши. а Матек?) рекомендуетъ точ- 
ное опредзлене ея удЪльнаго вЪеа п. если онъ окажетея 


а, —13.5956 пря 0°. 


то считать данную ртуть абеолютно чистою. 

Ртуть, которою я наполнилъь свои шезометры, была под- 
вергнута слздующей очисткЪ: 

&) промыта въ растворЪ азотной кислоты, въ водЪ. въ 
растворз Фдкато кали, обильно въ водЪ и просушена; 

0) такая ртуть затВиъ подвергалась въ течеши сутокъ 
окислен1ю токомъ воздуха по способу ТВ. М. Отайза 3). при- 
чемъ получилась еще значительная кора на ея поверхности; 


1) УПА. Верегюг ит #4г Мефеого!ос1е. 5$.-Рефегзрите. Ва. ПЬ 1814, 
р. 10—12, р. 42—50. 

*) Магек. Тгахзах её Мётогез аа Вигева пиегпаНопа| 4ез Роз 
её Мезитез. Раг!з. 1883, р. О. 58. 

°) ТВ. М, Сгайз. Ве 18 Щег. Ва, 14, 1890, р. 1176, 
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и 6) наконецъ, она была продистиллирована въ пустотЪ 
при столь низкой темиературф., что было только обильное ис- 
парен1е ея, но не кипЪн1е '). 


Опрелфливъ въ заключенте плотноеть этой ртути помощью 
пикнометра *) я нашелъ 


4, =13.5958 при 0°. 


чиело весьма близкое къ числу вышеприведенному, которое 
\УПа и Матек считаютъ истиннымъ. 

Приведу здЪеъь рядъ чиселъ. характеризующих плотность 
ртути при 0°. согласно изелЪдоваямъ няжееслЗдующихь лицъ: 


Ве ею 4—=13.5959 
о 4—13.5958 
У оны ен 4—13.5900 
УЕ али в ео о а=13.5953 
Залифе-С]мг ПеуШе7).... 4=13.5916 
Мате” нае 4=13.5956 


О хорошемъ качеств моей ртути можно было судить не 
только по ея удЪльному вЪсу. но также и по тому обстоятельетву., 


') Очиетки по посльднимъ двумъ способамъ едЪланы въ Лаборатор!и 
Техничеекой Хим1и при любезномъ содзйетв!и ея лаборанта Е. В. Вернера. за 
что приношу ему здЪеь свою искреннюю благодарность. 

2?) Заш1п её Воцфу. Сопгв 4е рвузаче. Т. 1, Ёаз. Г, 1878, р. 140. 

3) Веспап]$. Апи. 4е све еф 4е рвузаче. (2) +. 14, р. 236. 

“) Карйег. Апп. 4е сме еф 4е р№уз!аще, (2) %. 40, р. 285. 

5) \УПа. Н. Велей брег 41е Агрецеп хаг Ве ог Фег Зе \уе12ег1зеВеп 
Огшаяззе. Хаг1еь, 1868, р. 139. 

°) Уо Е шапи. У ей. Аппаеп, Ва. ХТ. 1881, р. 209. 

7) Н. Заице-С]аат ОеуШе её Е. Мазеат$. Зиг а сопзёгае Нов 4е 1а 
Вёс]е сёо46ае п4егпаопа]е. Раг!в. 1879. 

*) Магек, 106. е16., р. ,. 58. 
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что во время наполненя  шезометровъ я не замВчаль ни ма- 
лВйшаго прилипаня ея не только къ стфнкамъ широкой части 
сосуда. но даже и капилляра, не смотря на весьма энергич- 
ное кипячен1е, продолжавшееся около часу. | 

4. Прежде чЗиъ наполнять шезометры ртутью. я промывалъь 
ихъ весьма тщательно слВдующими жидкостями и въ ел®дую- 
щемъ порядкЪ: раетворомъ Фдкато кали, дистиллированною во- 
дою. раствором амшака и обильно дистиллированною водою. 
ноелф чего просушивалъ ихъ токомъ сухаго воздуха помощью 
водяной помпы Випзеп’а. Чтобы удобно и безъ значительной 
потери времени выполнить эти манипуляци, я получаль п1езо- 
метры отъ мастера не вполн® оконченными, именно незапаян- 
ными ©ъ конца @ (фиг. 2); онъ ихъ запаивалъь въ лаборато- 
ри посл$ промывки и просушей, подъ моимъ надзоромъ. при- 
чемъ обращалось 060606 внимане на то. чтобы какъ нижнее 
донышко 4. такъ и верхнее 0—были-бы по. возможности одинаковой 
толщины съ толщиною цилиндрической стЪнки каждаго п1езометра. 


Самое наполнене ихъ ртутью совершалось слздующимъ 
образомъ: шезометръь въ форм абсае (фиг. 2) состоялъ изъ 
резервуара аб. длиннаго капилляра 6с и расширенной камеры 
с4. которая оканчивалась трубкою Фе и соединялась съ ненари- 
сованнымъ здЪеь воздушнымъ насосомъ Сатгб. Въ камеру са 
вливалось такое количество ртути, чтобы ею могъ наполниться 
весь резервуаръ а0, и чтобы получился еще значительный ое- 
татокъ ея въ камерЪ; послЪ этого выкачивалея возлухЪ до 
1 шю. и начиналось подогрван!е воего прибора. УдобнЪе и 
безопаенфе всего. какъ показалъ мн опытъ, нагр$ване вовер- 
шалоеь тогда. когда весь шезометръ абс@е лежалъ въ наклон- 
номъ положенши на желфзномъ полуцилиндрз И, выстланномъ 
аебестовымъ картономъ и изолированномъ, кромф тото. въ точ- 
кахЪ 0, р. 4 тремя асбестовыми кольцами. 


Полупилиндръ МЛМ накрывалея соотв тетвенною крышкою, 
& горЪзлка Випзеп’а о четырехъ большихъ пламенахъ помфща- 
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лась въ наиболЪе низкомъ конц его 1. При этомъ образовы- 
валось течен1е вверхъ Л’ горячаго воздуха, температура кото- 
раго въ моихъ опытахъ доходила до 250° 0(.; минутъ черезъ 
15—20 обыкновенно наступало кипн1е во всей масев ртути 
—в'ъ резервуар аб и камерВ сд—, и я давалъ ей кипЪть 
еще минутъ 10—15. посл чего тушилъ газъ и оставлялъ 1е- 
зометръ медленно охлаждаться и наполняться ртутью. Однако, 
я убфдилея на первыхъ-же порахъ, что одного такого кипяче- 
н1я недостаточно; при внимательномъь оболздоваши шезометра 
всегда въ резервуарЪ аб можно было замЪтить микроскопичес- 
в пузырекъ, вЪрнфе точку. воздуха, который окончательно 
исчезалъ только послВ повторительнато кипячения. 


Когда шезометръ бывалъ окончательно наполненъ ртутью, 
камера с@ ерЪзывалась у точки с, а наея мЪето припаивалея 
капиллярЪ, тщательно разд ленный и градуированный. Эту опе- 
рантю весьма искусно дЪлалъ мастеръ Кернъ при мн, и она 
не могла оказать никакого дурнато влляня на мои измВренля. 
потому что для совершен1я ея, онъ понижалъ уровень’ ртути въ 
катиллярв 6бс всего на 2—3 см. около точки спая с. Этотъ 
пр!емъ слЪдуеть даже рекомендовать. потому-что онъ даетъ 
возможность содержать градуированный капилляръ въ большой 
чистот»; и, благодаря ему. я срфзывалъ градуированный капил- 
ляръ всяв1й разъ, когда онъ мнф казался недостаточно сухимъ. 


5. ПослЪ этого шезометръь вправлялся на обыкновенномъ 
хорошемъ сургучВ въ металлический патронъ 44606 фиг. 3-й, 
какъ это уже описано мною раньше '), причемъ въ потаз па- 
трона на сургучВ замастиковывалось верхнее полусферическое 
основан1е 6 шезометра йзъ-за необходимости предохранить его 
отъ излома, которому онъ неизбъжно подверженъ при самомъ 


') Де-Метцъ. Опытное изелздован1е механическихъ свойствъ маселъ и 
коллоидовъ. Зап. Нов. Общ. Естеств., т. [Х, 1889, стр. 139, $ 47, а также 
4. Оз-Ме{2. \1е4. Апп., Ва. 41. р. 665, $5 6 и 7. 
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Ничтожномь толчкВ, если онъ укрзиленъ только на капилляр». 
Чтобы не повторяться здЪеь. я упомяну вкратцВ только о тЪхъ 
инструментахъ, которыми я пользовалея при исполнени этой 
работы. 

а) Лавлеше до 9.3 атмосферъ производилось наеосомъ 
Са Пефеф, см. 106. еЦ. 8 45. 

Ь) Оно измЪрялось воздушнымъ мапометромъ съ помощью 
сифоннаго ртутнато, см. 8$ 49—52; въ маншонъ воздушнато 
манометра была налита вода для сохраненя постоянной темпе- 
ратуры. 

©) Температура ванны,—въ которую былъ погруженъ ше- 
зометръ, вправленный въ стальной цилиндрь ВВ (фиг. 3), — 
измврялась термометром А]уеготаф. раздфленнымъ до 0.02°С.; 
температура-же маншона — пробтымъ термометромъ. раздЪлен- 
нымъ на пЪлые градусы; нЪеколько измЪфреюмй было произве- 
дено при температур» тающато льда. 

1) Градуированный капилляръ С шезометра заключал въ 
одномъ дЪленши своемъ 0.26386 ш.м.?. т. е. 


3—0.26386 м.т.3 + 0.00028 ш.ш.?3, 


причемъ разетоян1е между послЪдовательными штрихами его 
было равно 1.5 ш.м., такъ что оцзнка глазомъ 0.1 дЪленя 
была выполняема безъ особыхъ затрудненй. Эта трубка припал- 
валась послфдовательно ко воъмъ шезометрамъ, потому-что 
она отличалась 060бою правильностью цилиндрической формы 
на всемъ своемъ протяжении. 

е) Градуированный капилляръ у поправочной трубки былъ 
мене чувствителенъ, именно 


В, = 1.0038 ш.ла.3 + 0.0001 м... 


Сначала я приготовилъ поправочную трубку той-же чув- 
ствительности, какъ и при п1езометрз, но пользоване ею ока- 
залось невозможнымъ велЪдетв1е того, что движеше водяной 
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колонки шло толчками и ноправильто; я думалъ устранить это 
пренятетв1е зам ною воды ртутью. но это ни къ чему не привело. 
Должно полагать, что замфченное явлене обусловливается зна- 
чительнымъ поверхностнымъ натаженемъ, хотя въ капиллярЪ 
С оно не обращаетъ на себя вниманя; вЪФролтно, оно облаб- 
ляется разностью тЪхъ давлешй, подъ дЪйствтемъ которыхъ на- 
ходится мениекъ въ тезометр$, между тЪуъ какъ въ попра- 
вочной трубкЪ разность давлений ничтожна. Воть почему мнЪ 
припглось замзнать узкую трубку боле широкою. около 0.41 т.м. 
ВЪ рад1у6Ъ; при такой ширинф описаннато авленя уже не 
наблюдалось, й ходъ водяной колонки былъ совершенно пра- 
виленъ. ИромЪ того. я долженъ упомянуть, что въ течени 
всего нынфиняго изслёдован1я поправочная трубка стояла гори- 
зонтально, а но вертикально. какъ въ моихъ предъидущихъ 
опытахт. 
Интересно сопоставить чувствительность моихъ измрешй 
съ чувствительноетью измзреюй моихъ предшественниковъ, при- 
чемъ подЪ этимъ терминомъ я буду понимать отношенте одного 
дфлен1я капилляра къ полному внутреннему объему: | 


О о 0.000009390 
о .. 0.000011221 
Пиргб ппа Расе ?)...... 0.0000594620 
С О А 0.000932500 | 
В 0.000176200 
Рокот 0.000006400 
И 0.000006100 


1) Веспайи1. Мётойгез 4е 1’. Ее. с., р. 425. 

?) Сгазз!. Ё№ос. ©16., р. 445; шезометръ А. 

3) Паргб пп@ Расе. Рос. Апп., Его. ВЧ. \, 1871, р. 237. 

") Ашаса$. Апазез 4е сБ1т. её 4е рпуз. (5), 11, 1877, р. 599. 
5) Огескег. У1е4. Апп., Ва. 20, 1883, р. 879. 

°) Огескег. \!1е4. Апп., Ва. 34, 1888, р. 954. 


о 
ре бе 





ееРь- 


а 4, 
ак 
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ЗУМА Вр ОВ 0.00900457 
О 0.00000601 
В и. 0.00000597 
Ве Мо УЕ С а. 0.00000797 


Изъ этихъ чисел видно. что мои Шезометры принадле- 
жали къ числу боле чувствительныхъ. въ особенности если 
принять во вниман1е, что каждое мое дЪлене имЪло 1.5 шт. 
длины, ий 910, слздовательно, оцЪнка десятой доли была очень 
надежна. 

7) Между насосомъ СыПефе и приборомъ нужно было 
установить тавлл соединеня, чтобы можно было оперировать по 
способу Веста и по способу Лашига. 

Нероходя отъ Фаши’а въ Веостай, я замфнялъ попра- 
вочную трубку 1 (фиг. 3) м$дною, которая однимъ концомъ 
привинчивалаеь къ винту С цилиндра ВВ, а другимъ къ 
соотвфтетвенному м?Ъету наеоса. При этомъ условии давлене 
насоса передавалось черезъ отверсте / внутрь шезометра. а 
черезъ отверете (т внфшней его поверхности, й наблюдалась 
кажущаяся сжимаемость жидкоети по пониженю уровня 0”. 
Чтобы изиЪрить кубическую сжимаемость стекла, характеризуе- 
мую по метод Веста перемзщенемъ уровня 0’, соединене 
между отверстемъ / и насосомъ уничтожалось, волвдотв1е 
чего внутри пезометра оставалось только барометричеекое дав- 
лен1е, давлен1е-же насоса передавалось внЪфшиней его поверх- 
ности, Наконецъ. вместо тото чтобы измЪрять отдЪльно перем}- 
щен1е уровня 0 подъ влянемъ одного внутренняго давленя. я 
продЪлывалъ полный опытъ по Лалитту, изъ котораго узнавалъ не 
только 0. но и у перем щен!е жидкости въ поправочной трубкЪ; 
для Этого металлическое соединене между винтомъ С’ и насосомъ 
удалялось. а между винтомь / и насосомъ возстанавливалоеь; 
поправочная трубка, ставилаеь на свое мЪето ('. а свободное отвер- 
ст1е металлической трубки запираловь мвдною пробкою. Ве эти 
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манипуляции совертались летко и быстро, благодаря хорошему 
устройству возхъ соединен1й; въ вихъ в было ни одного 
крана, и они воз состояли только изъ винтовъ, таекъ и ме- 
таллическихъ пробокъ. Давлене держалось очень хорошо въ 
течени времени необходимато для изм5решя. 

Такъ какъ при измфреи сжимаемости жидкостей по спо- 
с0бу Кеопат., основанному на теоретическихъ формулахъ 
Талиб. нужны размЪры шезометровъ, то я занялся тщатель- 
нымъ опредЪлетемъ ихъ постоянныхъ.. Однимъ изъ болзе тон- 
кихъ измБревй слъдуетъ считать опредЪлене радлусовъ А, и 
По, —внЪиняго и внутренняго—цилиндрической части п1езометровъ. 
Съ цЪлью достигнуть желаемой точности, я запаеся отрЪзками 
отъ обойхъ концовъ каждой трубы, послужившей влоелздетв1я 
для приготовленя шезометра. и приготовилъ йзъ нихъ кольца, 
которыя затЪмъ изолфдовалъь по четыремъ д1аметрамъ. черезъ 
каждые 45°; велЪдетв!е этого для радусовъ А, и А, важдаго 
кольта получалось по 16 промЗровъ, а въ каждомъ шезометрь 
Д, и А, окончательно опредЪлялись изъ 32 измвренй, кото- 
рыя производились на торизонтальномъ компараторВ еъ нону- 
сомъ., раздзленнымь до 0.02 ш.м. Въ елвлующей таблиц 
приведены разифры А, и А, веЪхь четырехъ шезометровъ. 


ТавлицаА ГХ постоянныхъь Л, и А, ШЕЗОМЕТРОВЪ.. 


а Я 


№№ и родъ стекла. | г В, е 























ш.т, ш.т. ш.т. 
Т( Отешег & 0° т БбйфиеграесВ.... 10.221 | 8.808 | 1.413 
й Ъе1 Птепап ш ТЬйгшееп...... 9.316| 7.254 | 2.062 
ПЦЕ. билдеаей. бе Ъеге....... 10.156 | 7.722 | 2.43 
ГУ ег Есетзфиго ш Тйтшоеп.... 9.288 | 6.413 2.815 

Кром этой таблицы, въ которой представлены лишь 
среднйя, интересно привэсти числа, которыя показали-бы, на- 
сколько радщуеы Л, п АД, постоянны вдоль цилиндрической 
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части и1езометра. Назовем черезъ аи б ворхий и нижний 
концы шезометрической трубы и воставимъ слЪдующую таблицу : 


Глвлиил Х. Измънетя РАдтусовъ А, п Л, 10 06И. ТРУБЫ. 

















№ | Ва т Ад, Ва | ВБ АЛ, 
г |10.2291 10275 |-—0.054| 8308 | 8820 —0.012 

П | 9235 9397—0462 | 7477 7330 |-—0.153 
ИГ 10.017 10.295 | 0.318 7.615 17.830 —0.215 

| #9431 3.145 0.286 | 6.452 | 6.372| 0.080 





Эта таблица имфетъ весьуа важное значене въ оцЪнкЪ 
результатовъ дальнзйшихъ измревн, потому-что колонны 3-я 
и 6-я показываютъ 1), что отслуплене отъ строго цилиндри- 
ческой формы иногда достигаеть 2.8°/ и2), что толщина са- 
михъ стЪнокъ не всегда одинакова; шезометры № Г №Ц, 
№ Ш даютъ разности между колоннами 3-ей и 6-0й, какъ 
видно изъ приводимыхъ чиселъ, сравнительно малыя, около 


ТлвлицА ХГ ИзмънЕнЕ толщины стънокъ е по оби ТРУбы. 














№№ АВ, АВ, ‚АВА, е 
0.054 0.01% | 0.042 1.413 
п 0162° | 0453°'| 0.009 2.062 


Г 0.278 0.215 0.063 9.434 
ТУ 0.286. | 0.080 0.206 5.375 





2°/, худиий результатъ, около 9%. представляетъь только 
п1езометрь № ТУ. Съ этими отступлешями придется считаться 
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впослЪьдстви, такъ какъ теоття упругости предполатаеть А, и 
В, ие постоянными по всей длин%. 


7. ВромЪ только что упомянутыхъ  велйчинъ, мы должны 
еще сдЪлать опредзленя объемовъ (Ду ===Д.И цилиндрической 


4 
_ Е З ; Г 
части шезометра, Г = 5 тА, шаровой его чаети и И = - И, 


его полнаго внутренняго объема. 

Объемъ И”, находился изъ взвЪшивашя пустаго и на- 
полненнаго ртутью шезометра, а объехы Оз и Г, изъ вычие- 
ления по разиврамъ. СлЗдующая таблица покажетъ. въ какой 
степени сходятся между собою наблюденный объемъ И и вы- 
численный (ЛИ. 


ТлвлицА ХИ. Овъжмы 0. Г, и И’, ШЕЗОмМЕТРОВЪ. 



































мени | ^ |4 2 
г 55а | ПН |506 5 м 
П | 256 42295 | 1598 | 43893 | 43905 | — 12 
т | 297 | 42508 | 1928 а 4217 
№ | 2495 32221 1104 33325 33091 +234 


Сопоставлете 4-й и 5-Й колоннъ показываетъ, что раз- 
ности колеблются отъ 0.03% до 1.10%; иодобныя колебамя 
можно считать благоприятными. потому что въ опытахъ бтазя1 ") 
эта разность достигаетъ иногда 5.7’ (п1езометръ. В), вообще- 
же колеблется около 0.7%. 

Происхожденте ея легко объяснить. если вепомнить несо- 
вершенство цилиндрической формы стекляныхъ трубъ и невоз- 


1) Сгазз1. Гос, сй., р. 445—446. 
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можность сдЪлать полусферическля основамя съ радлусами какъ 
разъ равными А, и Д.. 

8. Приведенныхь данныхь Д,. В, (0, У, И совер- 
шенно достаточно. чтобы, присоединивъ къ нимъ наблюденныя 
измВненя объемовъ 0’, 0’ 0 и 1. р»шять уравненя Гатб 
относительно абсолютной сжимаемости жидкости у, и кубиче- 
ской сжамаемости стЪнокъ шезометра А. 

Хотя указанныя мною значеня постоянной Ро13з0т’а ') 
для стекла позволяютъ пользоваться упрощенными формулами 
Гали6. тЪмъ не менЪе однако. я предпочитаю вывести ихъ въ 
общемъ видЪ независимо отъ предположеня, что с«=0.425. Съ 
этою цзлью мы обратимся къ теорти упругости Галиб ®). у котораго 
находимъ необходимыя для этого случая уравненя. Мы зай- 
‘мемся сначала розыскаемъ уравненй, выражающихъ перез?- 
щеня частицы цилиндрической оболочки, и предположимъ, что 
ната оболочка оканчивается плоскими донышками, что на нее 
дЪйствуютъ внутреннее й внЪинее давлете Р, и Р,, и что 
высота ея Н настолько значительна, что вмямемъ донышекъ 
можно ` пренебречь. 

Назовемъ черезъ р перемфщене частицы, лежащей въ 
плоскости перпендикулярной къ оси цилиндра и отстоящей на 
разетояни г отЪ этой оси по направлению радтуса; Галб до- 
казываетъ. что перемфщен1е р выразится уравнентемъ: 


пе ав г , (1) 


въ которомъ @ и 6 суть двЪ постоянныя. Кром этого’ пере- 
уВщеня, возможно еще перемзщенше & по оси цилиндра 
которое опредЪзляетея уравнентемъ: 


НЫ 


причемъ с есть также постоянная. 


(2) 





') См. таблицу У, стр. 62 и 68. 
2) 1этб. 1.ес0п8 зит ГазНей6 4сз еогрз зоН4ев. Гос, еЦ., р. 189, 
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Если внутрений радусъ будетъ ДП. внфиий А,, вну- 
треннее давлеше Р., внзшнее Р,, то въ такомъ случаВ по- 
отоянныл а, би с связываются съ постоаниыми Паб ли ь 
ел\лующими уравнентями: 


1 ВА Р-ВР, } 
"тек № | С 
1 4 (Р-Р) 


то 





ем" (1) 


тавъ что по подстановк$ ихъ значентй въ ур. (1) й ур. (2) 


Раю 


оба перемвщеня р и $ представятся въ формЪ: 


1 Юр юр, О ВИ 


а 


= д № "Гы Юй 











$7 


1. АРА Н б 
да (6) 





Я == 


При помощи этихъ выражений легко опредЪлить измВнен!я 
цилиндрическато объема О, ==юД,Н, еевли замЪтимЪ, что подъ 
дЪйетмемъ внфшнихъ силъ радлусъ А, обращается въ А, о, 
а высота Н въ Н-+; тогла новый объемъ будетъ: 


О(,-- 40, ==(А, +ЖН-), (7) 


& приращеше объема. пренебрегая безконечно малыми перем?- 
щен!ями втораго порядка, 


А = ЗА, Но-+ ть: (8) 
и приращене единицы объема: 


40 42 Ё 
ева, (3) 
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Чтобы найти окончательный видъ этого уравнемя. намъ 
нужно обратиться въ уравненю (5). положивъ въ немъ =... 
и къ ур. (6), тогда: 


АИ, 3 ВР МР  1В(Р-Р) 

















Опредзлимъ теперь измЪвене объема въ тВхъ част- 
ных случаяхъ. которые вотрЪчаются при изучени сжимаемости 
жидкостей въ цилиндрическихь шезометрахъ. и обозначимъ для 
простоты : 


о 1 но 
о О о ув 


а) Пусть Р.=0. тогда: 








АО, 3М И-+1 
а |" (11) 
ИЛИ ] 
А, Мы З№- (3-2) 
т =Р} о | | (12) 
ИЛИ: 





А (5+3) (3% 2 
ет РА] и(5р- у Е и.) 20 


Пе В (13) 


6) Пусть Р.=0, тогда: 














АИ, ЗСИ+Т) (м+1 
пе ах и. (14) 
ИЛИ: 
АИ, _  РАМ-+Иь-ЕЗЮ) 5) 
Е (3+2) | 


Т. ХШ. Зап, Мат, Отд. 3.13 
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ИЛИ; 
АИ, (М--1)(5ь-+ 3^) 
с) Путь Р.=А=Р, тогда: 
УЙД 3 ь 


Изъ ур. (13) и ур. (16) легко получить подлинныя фор- 
мулы Гашб'), положивъ, какъ уже неоднократно было упомя- 
нуто. ^—. именно: 


АИ, _ (8М+5) 


в) 2—0: К (13') 
А (М - 

ен — т и те. (16'’) 
А, о | 

) Р-=ВЕР; А=-Е. РЕ ЕР (17’) 


9. Выведемъ еще подобныя-же выраженя для шезомегра 
съ шарообразной оболочкою. такъ какъ наши шШезометры окан- 
чивались полусферами. 

Обращаясь къ Глашб ?). находимъ, что въ данномъ слу- 
ча перемвщен1е о молекулы, отсотоящей на разотояни 7 отъ 
центра, вдоль радтуса. будетъ: 


Й 
а" + 5 › (18) 


причемъ постоянныя аи © связываются съ постоянными Х ир 
слЪдующими двумя уравненями при услови. что А, есть вну- 


1) Веспаа $. Гос. с1$. р. 440. 
3) |-ала6. Ъ0е сй., р. 212 ес. 





ПОР ЩИ СУ 
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‚ трений радлусъ, А,-—ввЪшнй, Р.— внутренне давлене, Р, — 
внзшнее: 


ВР, Р. 
— в) (@—Ю), ео 


№ (Р—Р)) 
Е Ее 20 
(В — № и 
Подставивъ въ ур. (18) виЪето а и равныя имъ ве- 
личины, находимъ. что перем щение: 
Р— №, ЮВ(Р—Р,) 1 


= "+ аки) #' 0 








Отсюда легко вычислить измфнене шароваго объема 
4 лы 
Ра ть, помня, что рад1тубъ П, подъ вмянемъ вифинихь 


силъ превращается въ Л. о. Новый объемъ будетъ: 
4 | 
РЕЙ — р (До), (2.2) 


и пренебрегая безконечно малыми 2-Й и 3-Й степеней, прира- 
щен!е объема — 


АТ, — 4 Ау, (23) 
а приращене единицы объема— 


-й 30 


т (24) 


АТ, 
° Такимъ образомъ, отсюда найдемъ величину 7 › вби 
0 


положимъ въ ур. (21) г. именно: 











ти (Р.Р) 3 ВР) 


ею (©?) 


196 Г. Г. ДЕМЕТЦЬ, 88 


Примфнимъ это уравнеше къ случаям нодобнымь тЪмъ, 
которые уже были разобраны подъ литерами а), 6) и с) предъ- 
идущаго параграфа, причемъ для краткости опять положимъ: 








№ т. 
Е Ат. 
Тогда: 
У 3 МР (УР 
Роб р в, = (26 
© 1 р м 4» и 
ИЛИ; 
АИ, о; М6р-- 3) (3-3) 
к ПА ‘ 
а ЗА 3) — |) (7 
ИЛИ: 
ДИ, №6» -- 3^)-+ (3-2) 
т. 
ВЕ АЙ, 1 1 
р В=0; у’-=- РЕМ} за +4 Г, (28) 
ИЛИ: 
47, — ЗВ(М-Ю(вь-А) и 
р (29) 
ИЛИ; 
АИ, ЕР (№М-+- 1) (6-Е 3) Е 
у. == И Си. (29') 
| АУ, ь | 
с) = и ие —.— ЗА ——(Р. (30) 


Изъ уравнешй (2'7’), (29') и (30) легко получить под- 
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линныя формулы 1 ашб ') для шара, если положлть Х= и, 
именно : 








АУ, 9. 
а) РО: т — о Бо: (2.6) 
| АЙ, 9(М-1 
Ро. о г р. 09) 
ДАЙ. 7: 
ПЕ 5. =— АР. (1 (30') 


10. На основами уравнешй, изложенныхь въ двухъ 
предъидущихъь параграфахъ й опредзляющихЪ изм нене емко- 
сти шезометровъ цилиндрической и сферической фориъ. можно 
перейти къ опредзленю изизненя емкости шезометровъ, имЪю- 
щихЪ форму цилиндровъ съ полусферическими основантями. но 
для этого необходимо сдЪлать допущен!е. что въ посл днемъ 
случаз измфнене объема: 


АЙ, =, АТ, : 


ВвЪ такомъ случа для натихъ шШезометровъ получимъ ел$дую- 
щую таблицу формулъ: 





Й Мы) (3-2) 
УЗ) 
ыы ; 
т 


а) и — 0: АТ. —=Р, 
(31) 





+ЗРЬ, | 


М(5р- ей (ЗА - Хы) и. 
Зи 


№6 -- 3%) + (3-2) 
о Е Е 


АУ, = РЁ 
(0 
+ РУ, } — 





1) Везпаи!. 1.06. еЦ,, р. 439, 
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и ор т СНОВ 
5) Р=0; А’ =—)Р 0 (Е) ил 
(№М-1)(6-- 3») 


Чи ЗА- 3) 


(32) 





ао РИ 


ИЛИ. 
(М+ Обь а 
Зр 


5 (№ ЗА 
РКИ, ( СЕ ) 


АУ’, = — } РЕЦ, 
(п) 





ЗР 


ОР И — Е ((-Т,)=— РУ». ее 


Изъ формуль (Г). (11), (ПГ) получаются подлинныя фор- 
мулы Гмиб !) при допущени \==, именно : 


— 5 —_ 5 








а) Р.=0; В — } Е 7, | ЕР. (Г) 
8(М 9(№-1 

ово а, | АЕ, 

и, — О д’, —=—КРУ,.. | (ПГ) 


На основами послфдней таблицы легко составить 6е0Ъ 
ясное поняте о процессв сжимаемости жидкостей при различ- 
ныхЪ условяхъ опыта. Предположимъ. что шезометръ подвер- 
женъ одновременно. какъ это й есть дЪйствительно въ метод» 
Веста. внутреннему и внзшнему  давленямъ, т. е., что 
Р, =Р,=Р, тогла мы наблюдаемъ понижен1о уровня 0” въ 


: 
шезометр%. которое. соглаено ур. (ПТ), должно состоять не только 


1) Веспаа Ц. [ое. е1%., р. 442. 
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изъ пониженя на сжимаемость жидкости, но и повышения на ежимае- 
моеть стЪнокъ; назвавъ поэтому черезъ у, коэффишентъ кажу- 
щейся сжимаемости (при Р. =Р,=Р), а черезъь у,— коэффи- 
цтентъ истинной. находимъ. что: 


ЕЕ т (ТУ) 


Опредвлене коэффишента кубической сжимаемости №, 60- 
вершается помощью ур. (11) или ур. (Ш) и но перемвщеню 
уровня 0’ въ шезометрф., обусловленному однимъ внЪинимъ 
давленемъ Р.. такъ какъ ур. (П): 


6, 
С - (Би ЗА) СИ (бы о 
и 
м, 4, 


Намъ важно установить еще соотнопен1е между наблюден- 
ными перемфщенями уровня 0’ 0” и понижешемъ уровня 0 
при Р,=0. Очевидно, что перемвщене 6 заключаетъ въ се0Ъ 
не только пониженше на истинную сжимаемость жидкости: 
0"-ЕЕР, У =60"-НЕРКИ, +7.) но сверхъ того и упругое 


расширене сосуда, опредЪляемое ур. (Г). т. е.: 


с Мебь-ЕЗА) + (3-2), 











В БОЕ Г НЕР,О, } ) ы Зы \ Е 
| р: 
ы Ру, \ с М(бы-: Е. 
| 4 
ИЛИ: 
СМ Б т 7. РУХ 
В ВЕРЫ, р м ЕР ЕЕ я 


& такъ какъ при услови Р=Р два послВдье члена лЪвой 
части эквивалентны перемвщенто 0’ (ур. У). то 


6—0" 0". (УГ) 
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Этому соотношению Веста даль назваше условнаго 
уравнешя и номощью его провЗрялъ точность своихъ из- 
мврен1й. 


12. Легко замЪтить, однако. что вмЗето провзрки точ- 
ности наблюдений по ур. (УГ) лучше воспользоваться наблюде- 
н1емъ величины 0 какъ самостоятельнымъ, съ цзлью вычислить 
изъ него коэффишентъ абсолютной сжимаемости; въ такомъ 
случаЪ простое сравнене перемзщенй 0 и 0'-Е0’”’ замняется 
сравнешемъ коэффищентовъ абсолютной сжимаемости, что не- 
сравненно нагляднЪе. Посмотримъ, какъ это можно сд$лать. 
Обозначимъ черезъ 0 понижеше жидкости въ капиллярв п1езо- 
метра подъ вмяшемъ внутренняго давленя Р., черезъ 9, 
упругое расширен1е езометра подъ влянемъ того-же давления. & 
черезъ И/=0- ТИ, внутрений объемъ цилиндрическато п1езо- 
метра съ полусферическями основашями; тогда, очевидно, ко- 
эффицентъ абсолютной сжимаемости можно выразить уравне- 
нтемъ: 


0—0, 
о — у 7 УП 
= РИ, У 
въ Которомъ в6Ъ члены правой стороны мотутъ быть опред»- 
лены, нотому что Р, и И), даютея изъ опыта; ‘а 9, вычиеляетея 
изъ ур. (Г) или изъ ур. (Г), именно: 


М5 + З)- (3-2 
в, вр, | РЕЗО ФАО = 
(УП) 
У(6бы-+ 3) 3% 
ул ВО ВН 
или при А=ы: 
8М-Ь 9 №М-{ 5 | 
ВС } ео А - хе , ы (УПГ) 
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Это вычиелене требуетъ, однако. чтобы коэффипентъ ку- 
бической сжимаемости стЪнокъ  былъ заранфе извфотенъ; если- 
ме этого нЪтъ въ дЪйЙетвительноети. то нужно прибЪгнуть къ 
извфетному опыту Веста. Такимъ образомъ, на условномъ 
уравнения можно основать самостоятельную методу измВреня 
коэффиплента абсолютной сжимаемости жидкостей, причемъ для 
полнаго вычислен1я его необходимо: | 


а) подвергнуть н1езометръ и заключенную въ немъ жил- 
кость одному внутреннему давленю Гу и измЪрить понижеше 
уровня 9 въ капиллярЪ; 

Ъ) подвергнуть шезометръ одному внфшнему давленю и 
измВрить повышен1е уровня 6’ въ томъ-же капиллярЪ. Тогда 
при помощи ур. (УТ) и ур. (УПГ) получимъ коэффищентъ у,. 

Во многихъ случляхъ употреблеме предлагаемой методн 
можеть оказаться весьма полезнымъ. потому что въ ней коэф- 
фищентъ у, опредляется изъ суммы перемфщенй 69 ==0'-- 0". а 
не изъ разности 0”==0— 0’, какъ у Веста. Этимъ свой- 
ствомъ слфдуетъ пользоваться: 

1) при пзучеши малосжихаемыхь тВлъ; 

2) при изучени зависимости между ежиуаемостью тВлъЪ и 
температурою. 

При изолЪдованши поставлепнато мною вопроса я восполь- 
зовалея этою методою и получилъ радъ чиселъ, которыя боле 
характеризуютъ точноеть измЪренй, чЪмъ условное уравнене 
Веста. 

13. Накопецъ, ми остается дать теоретическое развит! 
экепериментальной метод Ташига. Мы уже знаемъ (см. $ 13. 
гл. [-Й). что мт называетъ  коэффишентомь абеолютной 
сжимаемости разность 9—1, отнесенную къ единиц объема и 
единиц давленя. т. е.: 


т 


А. 0х 
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Эта формула была-бы тождоственна еъ ур. (УП), еели-бы 
показане поправочной трубы 1 было эквивалентно упругому 
расширеню 9,. другими словами метода Фапип’а была-бы со- 
гласна съ теорей упругости, еели-бы выполнялось услове; 


1=4%; (%) 


веякое-же отетуплене отъ этого равенства будетъ говорить не 
въ пользу методы Лааит’а. Теоретическое выражеше упругато 
расптирешя О, намъ извЪстно изъ ур. (УПГ), а потому займемся 
выродомъ подобнато-же выраженя для 1 й затЪмъ сравнимъ 
ихЪ. Очевидно. что измЪнете объема жидкости 1, показы- 
ваемое поправочною трубкою. есть ничто иное, какъ разность 
между начальным внфшнииь  объемомъ 7, когда внутри 
п1езометра иЪтъ давлешя, т. е Г = 0, и конечнымъ 
И! -- АУУ, когда Р, есть н»которая величина. 


Вычислимъ приращене объема АЙ”, но частямъ: отдВльно 
для цилиндрической части шезометра АО, й отдЪльно для сфе- 
рической АТ,. предполагая, что 


АТ, —=А0,- АР. Ао 


Для вычисленя величины А; памъ пужно возвратиться 
къ ур. (5) и ур. (6) и положить въ ур. (5) 7=Д,; тогда, 
согласно ур. (9). 


А 00 ь 
о. 0 


или послФ замфны ри $ бсоотвЪтетвенными величинами 





50, _ 3 РМ р 1 (РВ) № 
о В О ит | 


Это общее уравпен!е можеть быть упрощено, такъ каквъ 
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опытъ происходитъ только при одномъ внутреннемъ давлени 
Рь; слфдовательно. Г, =0, и тотда 





АО, 3 1 ДО РЕ 
и а + МР, (36) 


или окончательно 











АИ, = кт 3) ня МИРО 5 ь- ЗА) (37) 
иЗА- 2.) Зы, 
` а при допущени ^ = 
о О. т 


Чтобы вычислить АТ, возвратимея къ ур. (21) и поло- 
° ЖИМЪ вЪ немъ =; тогда согласно ур. (24) 














АР, _3 _ ЗРЫВЕ) | ЗВ Р-Р) (33) 
‹’ В (342%) В) № (ЕВ) | 
но такЪ какъ въ дапномъ случаз опять Р,=0. то 
АТ, 3 3 | 
МР 99 
5. = ое На МР, (39) 
или окончательно 
лу. — ЗМ, (653%) МР, ЕЮ. 40] 
4 ЗА 2) 4 
а при допущени ==, 
РР 
ВИ — а а (40’) 


Теперь составимъ полное выраженте 
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и па основами ур. (37) и (46). получимъ 


>. в-ЕЗА) ЕН 
И 


МО, + МУ). (43) 


Сравнимъ послзднее уравкеше съ уравнешемъ (УП) 


А 5рь- 3 ЗА )-+( 31434) 
т Эр и: 


+ МО 
ы. 


о: 
(43) 





й возьмемъ разность 


В = — 05+) (УМА) 














ль 4 
о ‹ 0. Г. ] 
— (3-2) и: у (41) 
но такъ какъ 
(0.--б)М-=0,, а (И-Р)м=Р, = (8) 
то 
Е 
м а А г. #1 осо р. 
( ВА | Зы Е г 4, 
ее (3+) 2 (о 
аи И ` 
Зы Ар 
ИЛИ 


в. не Р-имы В й 
пт ВЮ обняв 2) (4:) 


откуда окончательно 


1—0, =Р. (0-Е Г, )= РТ, (48) 
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Если отнесомъ у и 0, къ единиц объема и пан то 
получимъ 
— 8 
Бу. ==; но 
такимъ образомъ мы видимъ, что т не равно ©,, а сл%до- 
вательно. предположение Талт’а. что поправочная трубка точно 
измвряетъ упругое расширене п1езометра, не’ оправдывается 
теортею упругости. Возвращаясь къ ур. (УП). мы должны со- 
образно только-что полученному результату написать соотно- 


шенте 
0—0. ее 


ти = 





(УТ 


которое показываетъ. что къ результату, полученному по споеобу 
Тании’а, нужно придавать коэффишщентъ кубической сжимаемости 
отЪнокъ шезометра. Эта поправка впервые была предложена 
СииШаите’омъ 1). хотя въ н%Фсколько иной формф. 

14. Уравнеше (УТТ) приводить къ заключено, что 


0—1 | ее 
Ру. РИ - РИ, (50) 
И Что 


И (51) 


Такимъ образомъ, метода Фапип’а становитея вполнф по- 
нятною: она эквивалентна первой фазЪ методы Веста. котда 
шезометрь подверженъ одновременно внутреннему и внЪине- 
му сжатю, а потому даетъ не абсолютную сжимаемость 
у.. а только кажущуюся у.. ВмЪотВ съ тЪмъ очевидно, что 
кубическая сжимаемость стЪиокъ шезометра можетъ быть опре- 
дЪзлена не только по способу Веста при одномъ внфинемъ 
давлени на стЪнки п1езометра, но также и изъ показашй 1 


1) СиШааше. Сотшрез геп@из, +. 103, 1886, р. 1183 и Атеуев 4ез 
зе1епеез рВузпез еф пабатеПез. (2) %, 17, 1887, р. 155 и р. 177, 
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поправочной трубки. ГРавенство (51) можеть быть доказано и 
непосредственно. Въ самомъ дЪлЪ. соглаено ур. (32) стр. 90, 


_ РОМ+л) (5ь+3^) 
ЗА) 
а сотласно ур. (42) стр. 96. 


— ВМА) 3.Р. 7. М(6ь- 3»). 53 
ЖЕ (3-2) _ м. 


ЗР.Т.( М1) (бь-ЕЗх) | 
т Ча 


! 





положимъ въ двухъ послфднихъ уравненшяхъ Р.=Р—=Р и в0ЗЬ- 
мемъ ихъ отношен!е 


0'_ [4РОМ-1) (5ь-Е3^)-ЕЗРРСМ-Е1) (6-3). о 
1 [РО )--ЗРИ М6) ‚ (54) 








какъ легко замтить, оно обращается въ единицу. т. е. 


0’ ее: х (51) 
потому-что 


О(М-)= И.М, 
7, (№--1)= 7, М 


[1 


15. Теперь мн остается привести дальнфИппе результаты 
своихъ измфренй и показать, въ какой иЪрЪ пми оправдыва- 
ются эти выводы теори упругости. Ве измзреня были произ- 
ведены мною при установившемся давлени. причемъ колонна 
ртути въ капиллярв всегда возвращалась на старое мЪето, что 
указывало на отсутств1е какъ нагрЪван1я отъ сжатя, такъ и 
постоянной деформаши сосуда. Шри оперированми по сповобу 
Веспай и по 610бобу ФТамш’а соблюдалея разъ навсегда 
слВдуюпий планъ измЗрешй: 

&) ОпредЪливЪ на скалв воздушнаго манометра точку въ 


7160 . 
0.5 атмосферы давленя, т. е. въ —— т.м. ртутнато столба 
2 
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при 0’. какъ уже подробно было опиеано раньше '), я вычис- 
лялъ другую точку. которой соотвЪзтетвовало давлене отъ 
9.112 до 9.240 атмосферъ. въ зависимости отъ высоты баро- 
метра и комнатной температуры. | 

р) Потомъ я дзлалъ одновременные отечеты на капиллярь 
шезометра (С, на термометрь А]уегота$. раздВленнояъ до 0.02 С., 
% также на поправочной трубкЪ 1. когда оперяровалъ по ме- 
од Чаши’а. 

6) ПалЪе медленно повышалъ давлене до вычиеленной 
точки скалы воздушнаго манометра, давалъ время установиться 
этому давленто и записывалъ ноказаня капилляра С. термо- 
метра и понравочной трубки 1. когда оперировалъ по методЪ 
Талита. 

4) Наконецъ, медленно-же уменьшалъ давлене и, давъ 
ему вновь установиться. читалъ показаня капилляра С, термо- 
уетра, а также поправочной трубки 71. когда оперйровалъ по 
методв Фашитга. 

е) Изъ полученныхъ такимъ образомъ перемфщенай 0,0’. 0” 
и 1 вносльдетвти вычислялиеь коэффицтенты кажущейся сжи- 
маемоети у„. кубической К и абеолютной у,. Каждый изъ этихъ 
коэффищентовъь опредфленъ мною изъ нЪеколькихъ рядовъ на- 
блюден!й по сказанному плану, а каждый рядъ состоялъ изъ 

полныхЪ десяти отечетовъ, причемъ въ виду весьма близкаго 
_ соглае1я между наблюденными величинами 0, 6’. 0” и т, полу- 
ченными съ одной стороны при возраетани давленя олъ 9 до 
9.3 атмосферъ и съ другой— при убываюи отъ 9.3 до 0 м- 
мосферъ, — я взялъ среднее ариометическое изъ этихъ наблю- 
денйй. 

16. Пряведу для иллюстращи протоколъ одного полнаго 
наблюдения : | 


1) Г. Де-Метць. Опытное изслвдован1е. 1.0е. е16., $$ 49—53, а также 
С. Пе-Меёл. У1еа. Апп., Ва. 41, 1890, р. 667. 


208 Г. Г. ДЕ-МЕТЦЬ. 100 


Шезометрь №Т. АпрЪля 16. 1890 г. Метода Таша 
Р=9.2308 али.; И=57156 ш.п.? ; #=18.80С. 








] 
0, | 11 | 12 
Давлене то Давлен!е | Давлене 
возраетало убывало | возрастало | убывало 




















50.95 50.85 | 12. 40 12.40 
50.90 50.90 12.30 12.30 
| 


| 50.80 | 5010 1230 | 12.40 
50.80 | 50.70 12.45 | 12.50 
50.20 | 50.50 | 1245 | 12.45 





Среднее 50.87 50.75 1238 1248 


Такимъ образомъ видно, что величины 0, и 0,, 11 и Т, 
сходятся въ отдЪльныхъ наблюденяхъ весьма хорошо, и что 
разницы между перемфщешями 0, и 1,. наблюденными при 
возрастании давленя, и перемфщенями 0, и 1.2, наблюденными 
при убывани его, настолько ничтожны, что всецЪло мотутъ 
быть приписаны тольке ошибкамъ наблюденй, а не нагр$ваниюо 
или охлаждению ртути, а тЪуъ болзе— упругому посл дЪйетв1ю 
стекла. Подобно приведеннымъ радамъ были составлены и веъ 
остальные. такъ что величины 0’, 0’, би т опредзлены въ 
каждомъ ряд изъ десяти весьма сходныхЪ между собою наблю- 
денй. При этомъ слЪдуетъ помнить, что въ этой таблиц 0, и 
(0, выражены въ дЪленяхъ капилляра 6, (ем. стр. 77), а и 
вЪ двлешяхъ капилляра В., (см. стр. 77). 


Ввиду сказаннаго приведенме подробныхъ таблицъ каж- 
даго ряда не представляетъ особато интереса, а потому я при- 
веду лишь средея величины отдЪльныхЪъ рядовъ. 
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Изъ таблицы (ХУ- й) получаемъ при а тающаго 
Льда по методЪ: 


Веста... Хь == 0.000003675 при 0°. 
Таш испр. у, = 0.000003'786 при 0°. 
Ое-Мефи..... %» = 0.000003771 при 0°, 

Среднее изъ чиселъ, полученныхъ по вовмъ тремъ мето- 


дамъ есть: 
У» = 0.000003737 при 0°. 


Таблица-же (ХТУ-я) показываетъ, что коэффищентъ абсо- 
лютной сжимаемости ртути при 19.38° С. по методЪ: 


Е \. = 0.00000382 
Зашш иепр......... у, = 0.00000400 
у — 000000390 


“Среднее изъ чиселъ, полученныхь по воЪфмъ тремъ мето- 
дамъ есть: 
у, = 0.00000391 при 19.38° 0 
СлЪдовательно, сжимаемость ртути возрастаетъь съ возрас- 


тантемъ температуры и коэффицентъ этого возрастаня. разечи- 
танный на 1° С. есть: 


= 0.00000000877. 
такъ что вообще въ предзлахъ температуръ моихъ опытовъ : 


/. =0.000003774 - 0.00000009877 +. 


ПослЪдн1Й опытный результатъ можно сопоставить съ вы- 
численнымь на основанш одной формулы А. Оиргб ')., которая 


1) А, Риргё. ТЬбвоме побеалидие 4е 18 сВаепг. Раг1з, 1869, р. 147 ес. 


212 Г. Г. ДЕ-МЕТЦЪ. 104 
была провфрена Атасаф 1) и оказалась сотласною съ его на- 
блюденями. Эта формула имфетъ олЪдующй видъ: 


А—10333(274- 2) г (52) 


причемъ въ ней х есть коэффицентъ расширентя жидкости при 
постоянномъ давлени. у, — коэффишентъь ея абеолютной сжи- 
маемости, 274 +—=7Т— абсолютная температура. Пиргб назы- 
ваетъ величину 4 притяженемъ при соприкосновени — «Гаё- 
{таойоп ам с01фасф» и бсчитаетъ ее равною произведеню ад*. 
въ которомъ ДА есть плотность тФла, а а — 060бая посто- 
янная, зависящая отъ его химической природы. Эта формула 
выведена на основани предположеня, что внутренняя работа 
зависить только отъ одного объема. Если разематривать одно 
и то-же тзло при разныхъ температурахъ и давленяхъ, то 
постоянная @ остается все одна и та-же, а а, Г, Х,. А пере- 
мЪняютея на а’, 1". у, А’, и тогда можно написать уравнен1е: 


а: 
де о м ао (53) 


помощью котораго легко найти коэффищентъь сжимаемости у’ 
при температурВ #, если онъ извЪетенъ при другой темпера- 
тур} Ь и если, кромЪ того, извЪетны величины о, а’, Ди Д.. 


СдЪлавъ этотъ разечетъ для # = 19.38° 0. и принавъ 
Х,=0.00000374 при 0°, я нашелъ : 


х.—=0.000000402 при 19,38° 0. 


число близкое къ найденному изъ опыта. 


1) Ашаса4, Аппаев 4е с№!и, её 4е руз., (5) %. 11, 1877, р. 536. 
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17. Интересно сопоставить полученное мною число съ 
числами другихъ изслВдователей: 


ТавлицА ХУГ коэФФИШТЕНТОВЪ СЖИМЛЕМОСТИ РТУТИ ПО РАЗЛИЧНЫМЪ 


ИЗСЛЬДОВАНТЯМЪ. 
И мена х, 

‘СоПадоп еф ЭЗбигт...... 0.00000352 при 0° 

и: -.. Ки: 0.00000390 › › 

Е, он... 0.00000352 › ›» 

Атамгу её Пезсалирз испр. 0.00000386 › › 

о... (0.00000360 › › 

Атаоа$ а 25 0.00000390 › › 

Ин. 0.00000374 › › | 
Среднее...... 0.00000379 при 0° 


Мы видимъ, такимъ образомъ, что наблюденныя ©ъ дав- 
нихЪ поръ числа можно легко и довольно близко согласовать 
между собою, если держаться теорти упругости и принимать во 
вниман1е соотношене между коэффицентами Ташб Х ив. 
установленное для стекла многочисленными и разнообразными 
онытами. Вов коэффищенты, предотавленные въ послВднихъ 
трехъ таблицахъ вычислены по упрошеннымъ формуламъ Гашсб 
при допущени ^=. Это допущен1е мы постараемся впослзд- 
стыи оправдать прямыми опытами, независимо отъ результа- 
товъ таблицы \. 


18. Переходя къ сравненио чиселъ, добытыхъ различными 
методами. мы обтановимея на сравнени чиселъ, полученныхъ 
нами по методВ Таш’а и по методв Веста. 
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Шезометръ | По методЪ Тапит’а По метод Вестайй 











| 
№т | 0000001456 | у—0.000003780 
№ п 0.000001633 0.000003389 
№ 0.000001633 0 000003747 
№ 1% 0.000001724 0.000003865 


Среднее (0.000001622 Ореднее 0.000003820. 


Сопоставлене какъ отдЪльныхъ чиселъ по нумерамъ ше- 
зометровъ, такъ и среднихъ, исключаетъь одну изъ методъ, 
потому-что двухъ отвфтовъ на поставленный въ нашей задачВ 
вопросъ не можетъ быть; вспоминая требовантя теории упругости, 
мы должны отказаться отъ методы дЗаш’а. которая приводитъ 
къ числамъ., противорчащимъ не только тЪмъ, которыя добыты 
на основани этой теотли, но также й тЪмъ, которыя найдены 
путемъ одного опыта (Тай, Ашаеа$), безъ воякаго вмша- 
тельства теор1и; чтобы перейти отъ числа, полученнаго по ме- 
тодЪ ФТашпг’а, къ числу, полученному по метод Веопал 
нужно придать коэффицентъ кубической сжимаемости стЪнокъ 
шезометра , тогда: 


| 
< 
Иена | У 


по Ташигу... 0.00000400 
по Веста. 0.00000382 





Хотя послфдне два коэффищента абсолютно и не совиа- 
даютъ, однако, они очень близки другъ къ другу. въ особен- 
ности если принять во вниман1е, что они получены: 

1) различными методами; 

2) что дЪло идеть о сжимаемости ртути, одной изъ 
наимензе сжимаемыхъ жидкостей; 
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и 3) что шезометры сдфланы изъ стекла, геометрическая 
форма котораго далеко не отвЪчаетъ требовантямъ теори, какъ 
видно изъ таблилъ Х-Йй и Х[-Й. 

Для полноты представлемй необходимо еше сравнить 
столбцы 10 п 13 таб. ХГУ-й. 

















Шезометры По методз Ташига Но методз Веста 
№ т № т | 71—00000050 | д—0.00000150_ 
№ П 0.00000163 0.00000153 
№ Ш 0.00000163 (0.00000139 
№ 1 0.00000172 0.00000141 





Среднее 0.00000162 о 0.00000144 


Объ этихъ двухъ коэффишентахъь можно сказать то-же, 
что ужо было сказано о коэффицентахь 9,. т. е., ° что 
они настолько близки между собою. насколько мотутъ быть 
два числа, данныя двумя различными методами при измфрени 
малаго эффекта. 

Что мы дЪйствительно стоимъ на правильной точк$ зръня, 
подтверждается еще двумя рядами чисель—15 и 16 колониъ 
той-же таблицы. Въ колоннф 15-Й мною приведены абсолютные 
коэффищенты сжимаемости у,. вычисленные по ур. (УПи УП”). 





Шезометръ | у Ое-Мефи 
Ты Х,=40.00000396 _ 
№ П 0.00000399 
№ Ш 0.00000368 
№ [У 0.00000398 





Среднее 0.00000390 
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Они еще разъ приводятъ къ прежнимъ числамъ и елу- 
чайно представляютъ с0бою средния изъ чиселъ, полученныхъ. 
по методв Веста и по исправленной методз Ташт’а. Нако- 

0' 
ЛА 
торое. согласно теори упругости, должно равняться единиц 
(урав. 51). Опыть вполнз  подтверждаетъь этотъ выводъ 
теор. потому-что въ среднемъ разница между опытной и тео- 
ретической величиной въ среднемъ едва достигаетъ одного про- 
цента. 


непъ, колонна 16-я содержитъ въ себЪ отношенте 














Шезометръ ПАРИ 
Г НС 
№ 0.991 
№ П 1.000 
ы № Ш 1.028 
№ 1У 1.019 


Среднее 1.0095 


19. Во всВхъ предъидущихъ разочетахь я руководилея 
упрощенными формулами. допустивъ равенство 


Е, 


Хотя я старалея оправдать такое упрощене рядомъ чи- 
селъ, собранныхъ мною въ таблицв \, стр. 62—63 подъ № 1, 
тВмъ не менфе однако, ‘для строгости полученнаго результата 
я считаль необходимымъ еще непосредственно провфрить это 
равенство. Съ этою цЪлью я остановилея на методЪ, которая 
считается одною изъ лучшихъ при опред$лени модулей упру- 
гости №, в и поетоянной Ро15501’& <-—на метод гнутя и кру- 
чен1я. Самая метода настолько общеизвЪетна, что излагать ее 
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НЪтЪ 060бато интереса, и поэтому я опишу лишь свой при- 
боръ. 

20. Мой приборъ собстоялъ изъ чугунной скамья (фиг. 4) 
длиною въ 105 ст., стоявшей на четырехъ уравнительныхъ 
винтахъ ГГ. Верхняя часть имфла по всей длин прор№зъ, по 
которому можно было перемЪщатль чугунныя части 0. биси по 
желантю закрЪплять въ томъ или иномъ мЪетв помощью на- 
жимныхЪ винтовъ 4 (фиг. 5). Часть 6, подробно представлена на 
фиг. 4-Й и 5-Й исостоитъ изъ толетаго угольника 66. притянутаго 
винтомъ (4 къ верхней части скамейки, а къ нему привинчена 
винтомъ / боле тонкая желЪзная плаетинка е, которая можеть 
перем щаться вверхъ и внизъ по оси (фиг. 7) у, и взадъ и впередъ 
по оси 2. Пластинка е оканчивается призматическимь ножемъ., 
на которомъ лежитъ испытуемая труба, или стержень. Часть с, 
вылйтая изъ чугуна, иметъ сквозное отверсте, въ которое плотно 
входить латунный патронъ, окачиваюпийся нажиннымъ винтомтъ. 
Весь приборъ сдзланъ весьма солидно. такъ что во время наблю- 
дей не замЪчалось никакого перемвщен1я отдзльныхъ его 
частей. 


21. Чтобы опредЪлить модуль Юнга Е, стекляная трубка 
устанавливалась горизонтально на двухъ подставкахъ 6.0; 
_ на нее надЪвались два тонкихъ латуняыхъ кольца 9%, 7% и приз- 
ма р съ чашкою 4 для разновзсокъ (фиг.4), а на кольцахъ по- 
мъщались два зеркала т. ”’сЪ тремя уравнительными винтами каж- 
дое и притомъ такъ. что ихъ овь вращеня вотрфчала подъ 
прямымъ угломъ центральную овь трубы. 

ДалЪе вмЪсто латуннато патрона въ плоскости у2 (фиг. 7) 
утверждалась скала $ (фиг. 6.) раздЗленная черезъ каждые два т. т. 
дзлительною машиною Реттеаих; въ этой же плоскости уста- 
навливались и оба зеркала, такъ что лучЪъ, шедлий отъ скалы 
5, попадалъ на зеркало 7’, отражалея отъ нето, надалъ на зер- 
кало 7 и, вновь отразившись, попадалъ наконецъ въ зрительную 
трубку. Этотъ сиособъ опредЪленя угла тнумя я заимотво- 
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валъ у Кови!о”а'), ионъ оказалел очень удобнымъ; я только 
избЪгнулъ слишкомъ большато удаленя скалы отъ перваго зер- 
кала, потому-что отромныя удаленя вовее не дЪфлаютъ измЗуре- 
н1Й боле чувствительными. 

Въ моихъ опытахъ скала $ (фиг. 6) находилась веего на 
разетояни 6—7 сш. отъ перваго зеркала т, зеркало у отъ 
зеркала г’— на разстоян приблизительно 90 ст., а ножъ од- 
ной подставки отъ ножа друтой приблизительно на разетоянши 
35 ст.; такимъ образомъ, если назвать черезъ 4 видимое пере- 
иВщен!е по скалЪ, наблюдаемое трубою, то #4 угла гнутя 
будетъ 

И а 
От т в 





Ирй описанныхъ разстояняхъ величина 1) колебалась отъ 
50 м. м. до 5830 ш.м., а прогибан!е /, вычисленное но фор- 


т 
Муви 5 №95, въ которой [ есть разстояме между ножами, 


не превышало (0.5 ш.т., велфдетве чего мн не пришлось на- 
блюдать явленя упругаго послёдЪйствия. Модуль Юнга я вычис- 
лялъ по формулЪ 


1 ВЕ 
И ВО (55) 
& грузы Р употребляль въ 500 ог. 1000 эт., 1500 эт, 
2009 ог... причемь отступлене отъ пропорщюнальности между 
наблюдаемыми величинами (4 и трузами Р были настолько ни- 
чтожны, что ихъ скорфе можно было приписать отибкамъ на- 
блюленй; вообще оцфнка десятой доли одного дЪлеюшя скалы 
была затруднительна. Цаждый результатъ составленъ изъ н%- 
сколькихъ рядовъ. не менфе пяти, а каждый рядъ изъ десяти 


') Кое, \1е4. Ави. Ва. 28, 1886, р. 108. 


‘ 
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одновременныхъ наблюден! 4 для каждаго груза. Вотъ таблица 
полученных чиселъ:_ 


ТавлицА ХУП РАЗМЪРОВЪ А, и Ао ШЕЗОМЕТРИЧЕСЕЙХЪ ТРУБЪ И 
модУлЕЙ Юнга. 


№№ 4, Т на 1 Кот. Е 


ЕТ ТО. | ш. т. | ш. Ш, ш.щ. 


ВОЗ 2 159.955 № [1.45215 0.467. 59277 























$ 


























Ц | 9.505 2 1.412 3 | 2.093| 0.495 | 7300 
ПТ 10.000 5 | 7.660| 7 | 2.340| 0.408 | 6892 
ТУ | 9.099] 4 | 6.387 1.5 | 2.740| 0.510 | 7032 
[У 19.875 | 3 | 6.838 | 3 | 3.0371 0.348 | 5663 


Въ ней, кромф прогибаня / й модуля В помвщены еще 
радлусы А, и А,; причемъ каждый изъ нихъ полученъ какъ 
среднее изъ четырехъ взаимно-пернендикулярныхь промЗровъ 
колецъ. срззанныхъ у обойхъ концовъ каждой трубы. 

Въ колоннахъ  восфднихъь въ Д, и Ду выражены въ °/, 
колебания этихъ радЛусовъ при переходЪ отъ кольца одното 
конца къ кольцу другаго конца; эти колонны интересны въ 
ТОМЪ отномени, что онз характеризуютъ отбступленя дЪйстви- 
тельной формы трубъ отъ остротой цилиндрической. 

Трубы № Г ЦП, Ш и Г[\ изъ н%3иецкато стекла и пред- 
ставляютъ 60бою остатки тЪхъ трубъ, изъ которыхъ были при- 
готовлены п1езометры соотвЪтетвенныхъ нумеровъ. а труба № \"— 
_ французекато хрусталя неизвестной фабрики. 

22. Для опредЪленя модуля твердости ^ на одномъ конц 
трубы наклепвалось широкое, около 15 ш.ш., кольцо я (фиг. 4), 
въ него вванчивалея рычагъ Ь въ 241 ш.щ., съ чаликою 9 для 
груза; а на другомъ кониф ваклеивался моталлическй пат- 
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ронъ, который плотно входилъ въ отвербте чугунной чаети 
с фиг. 4-й и крзико къ ней притягивалея нажимнымъ винтомъ. 
такъ что этотъ конецъ трубы можно было считать неподвиж- 
нымъ. Вблизи кольца и съ рычатомъ и чашкою подставлялея 
одянъ изъ ножей 06. къ которому въ этомъ случаз привинчи- 
вались два валика аа (фиг.5), велВдетв!е чего свободный ко- 
нецъ трубы прочно лежалъ на нихъЪ и правильно перемфщилея при 
крученш. Ножъ съ валйками находился всегда очень близко къ 
кольцу 7" 6ъ зеркаломъ и’ съ цВлью избЗтгнуть выгибаня трубы 
подъ вллянемъ груза, подвфтаннаго на рычатЪ &. Рычатъ устанав- 
ливалея перпендикулярно къ оси трубы и лежалъ въ гори- 
зонтальной плоскости; кольца 7, 2% оставались на прежнихъ 
мВстахъ, но зеркала г и у’ поворачивались на 90° въ плос- 
кость ху. При кручени отсчеты угловъ 0 производились по епо- 
собу Россетаога помощью двухЪ трубъ со скалами, стоявиихъ 
на разстояюи 1 т. отъ зеркалъ. Въ моихъ опытахъ зеркало у" 
перем щалось не болЪе, чЪмъ ()°.55 на 1000 от., а зеркало г 
перем щалось приблизительно на 5°/, этой величины. Грузы 
ставились на чашку. по прежнему, въ 500 ст., 1000 от., 
1500 от., 2000 эт., и опять таки мнз не удалоеь замтить 
упругаго посл дйствля. 


Я полагаю, что это легко объяснить ничтожностью самой 
деформащш. Чтобы избЪенуть вредныхъ толчковъ, грузы-—какъ 
при кручени., такъ и при тнути—-спускалиеь осторожно на бло- 
кахъ. и въ зрительную трубку легко было видЪть, что кручене и 
гнут!е совершались вполн% правильно, потому-что дЪлеюя скалы 
перем$щались плавно и всегда возвращались на перекрестокъ 
нитей. когда грузъ снималел съ чашки. Для различныхъ гру- 
зовЪ наблюдаемыя кручентя не строго пропорцлональны грузами, 
хотя крайнее отетуплене не превышаеть 3°/. Ёъ сожалвнио, 
болЪзнь глазъ не позволила мнЪ большие остановиться на этомъ 
явленти и изучить ето обстоятельнзе. Въ прилагаемой таблиц® о 
приведены результаты вофхъ опытовъ. вычисленныхъ по формул 
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21. С 
СЯ “б=( 8 В 5 (5 6) 
въ которой С есть моментъ крученя. а остальныя величины 
извЪстны; кромЪ того, на основаши зависимости (ур. 25, стр. 70) 
въ ней приведены значеня постоянной Ро1ззот’а в, которыя опразв- 
дываютъ выборъ упрощенныхъ формулъ. 


ТлвлицА ХУШ модулЕЙ ТВЕРДОСТИ в И постоянныхъ Ро1330п’А с. 


№№ | Она 1 Кот. 


©) 


м 











т | 0491 | 2960 | 0.230 
п | 05517 | 2930 |.0.245 
Ш о 0°.447 | 2796 | 0.232 
ТУ | 07.538 | 2841 | 0.238 


У 0°.383 2291 0.236 
Мн остается теперь вычислить на основани двухъ по- 
слзднихъ таблицъ кубическую ежимаемость стЪнокъ п1езомет- 
ровъ; ©ъ этою пЪлью, я воспользуюсь формулою (26, стр. 70), 
‚ вотлаено которой получится влВдующая таблица: 


ТавлицА ХГХ КУБИЧЕСКОЙ СЖИМАЕМОСТИ СТЕКЛА ПТЕЗОМЕТРОВЪ. 








№% 1=3(1—25)/Е| по Верпаий при ^=ы А | 
т | 0.00000930 0.00000227 |—0.00000003 
п 0.00000216 0.00000236 — |-++0.00000020 
Ш | 0.00000241 | —0.00000245 ° | +-0.00000004 


У | 0.00000289 


дыня — 


ТУ о 0.00000245 —0.00000014 
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Кром того. мы можемъ вычислить кубическую  сжимаемость 
на основан данныхъ 0’ таб. ХТУ-Й и с таб. ХУШ-Й по формул 
(У), для которой № беретея изъ таблицы ХУШ-Й, а ^ вычис- 
ляется изъ извзотнато соотношеня (ур. 2, стр. 51). 


СОдзлавъ эти вычислен1я, находимъ слЪдующую таблицу 
значен!И кубической сжимаемости К. 


ТлвлицА ХХ куБичЕской сжимлЕмости стекла по Веспат при 


ЛЕ и ПРИ А=ы. 





№№ | Веста А=Еи Веста $ А= в, А | 
т 0.00000241 0.00000227 — 0.00000014 
| 
П 0.00000240 | 0.00000256 (—0.00000004 
Ш 0.00000258 0.00000245 —0.00000013 
ТУ 0.00000253 0.00000245 —0.00000008 


ПослЪдн!я двЪ таблицы показываютъ, что опредзленная 
нами кубическая сжимаемость ло способу Веста и по упро- 
щеннымъ формуламъ Гллиб разнится отъ кубической сжимае- 
мости, опредЪленной по описаннымъ способамъ и вычиеленной 
по строгимъ формуламъ. только на одну едйнйцу седьмаго де- 
сятичнато знака, & большато сотласля едва-ли можно и требо- 
вать отъ этихъ опытовъ. Для окончательнато сужденя соста- 
вимъ еще по первымъ колоннамъ таб. ХХ и ХХ таблапу сред- 
нихЪ коэффицентовъ сжимаемости и сопоставим ихъ 6ъ чис- 
лами, полученными по Веста въ предположени ^= в. 


и са ы 


“карет 
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ТАБлицА ХХ КУБИЧЕСКОЙ СЖИМАЕМОСТИ СТЕКЛА ПРИ А= ди А=Е Ц. 


Но ВеспайЦ 


Тем Среднее | 
. & при =, | . 


К при А=Е | 
т | 0.00000235 0.00000227 _ —0.90000008 
п | 0.00000228 0.00000236 | +0.00000008 
Ш 0.00000250 0.00000245 | —0.00000005 
ГУ | 0.00000242 | 0.00000245 | --0.00000003 


Отсюда мы заключаемъ. что разности А получаютея въ 
восьмомъ десятичномъ знак. Воспользуемся теперь полученными 
числами послЗдней таблицы. чтобы составить два ряда чиселъ 
эбеолютной сжимаемости ртути въ предположениях \ == и =. 


ТавлицА ХХИ АвболюЮТной СЖИМАЕМОСТИ РТУТИ, 





№№ у, При ^—=ы у, при | 


Г | 0.000003780 [80 0.900003 0.000003851 
п | 0000003889 | 0.000003810 
| 0.090093747 | 0.000003800 


у | 0.000003865 | 0.000003832 
и 0.000003820 0.000003824 








Мы видимъ, такимъ образомъ, совертенное согласе обо- 
‘ихъ результатовъ, волфдотв!е чего вве сказанное въ $ 14 
(стр. 66) и $ 17 (стр. 105) остается въ полной сил$, 
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ЗАКЛЮЧЕНТЕ. 


Все вышеприведенное можно резюмировать слЗдующимъ 
образомъ : 

1) Истинный коэффипентъь сжимаемости жидкоети у, ра- 
венъ суммЪ коэффиплентовъ кажущейся сжимаемости жидкости 
У. и кубической сжимаемости стнокъ №, т. е. 


= К. 


2) Вельдетв!е значительнаго разнообразая абсолютной ве- 
личины коэффищента № его слВдуетъ опредЪлять всегда само- 
стоятельно. а не принимать на в?Ъуу. 

3) Изучене кажущейся сжимаемости у, можно считать 
достаточным лишь тотда, когда данная жидкость принадле- 
ЖитЪ къ числу сильно сжамающихеял. и когда колебанями зна- 
чен!й коэффищента & по абсолютной величин можно пренеб- 
речь; предЪлъ этихъ колебан!И. какъ видно изъ таблицы УП-й, 
заключается между 0.0000022—0.0000028. 

4) Сравнен!е отдЪльныхъ результатовъ, касающихея сжи- 
маемостя жидкостей, возможно лишь для коэффицлентовъ 20е0- 
лютной сжимаемостй у,. а не для коэффицентовъ кажущейся 
сожимаемости 7. 

5) Метода Тапип’а эквивалентна первой половян® методы 
Веопаи 6, такъ что посредетвомъ ея опредЪляетея линь коэф- 
фишенть кажущейся сжимаемости ),. но она заключаеть въ 
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666% данныя 1 =0', помощью которыхъ легко найти но указан- 
нымъ формуламъ (\) коэффицентъ Д. 


6) Можно было думать, не опираяеь на теорю упругости, 
что по методв Тапип’а получатся различные коэффищенты у, 
въ зависимости отъ толщины стфнокъ шезометровъ. По теори 
упругости этого не должно быть, и опытъ вполнЪ оправды- 
ваетъ этотъ выводъ. 


Т) Чтобы получить одинаковые коэффишенты сжимаемости 
по методв Веста и Тапип’а, теорля требуетъ прибавить къ 
чиелу Татшш’а коэффищентъ кубической сжимаемости стВнокъ 
шезометра &, и опытъ подтверждаетъ это заключенте. 


8) Боле выгодно замнить условное уравнен!е Веспа 
0—0'-+ 0” 


тВиъ сповобомъ опредзленя у, коэффицлента. который указанъ 
мною на стр. 92. такъ какъ вмЪето сравненя отдЪльныхъ 
эльментовъ наблюденй, мы получаемъ сравнене коэффишентовъ 
абсолютной сжимаемости. 

9) Послвдн!Й способъ опредвлен1я коэффицщента у, слЗдуетъ 
предпочитать способу Веспаи\ въ тВхъ елучаяхъ, когда сжи- 
маемость тзла ничтожна, потому что въ немъ мы имфемъ дЪло 
съ вуммою перемщенй 0. а не съ разностью 0’; онъ имЪетъ 
_ 060бое значене при разъисканит зависимоети между измзненемъ 
сжимаемости тЪла въ связи съ измфнен1емъ температуры. 

10) Всз три способа опредзленя коэффицента у, приво- 
ДАТЪ БЪ ОДНИМЪ И ТВМЪ же числамъ; получаемыя при этомъ 
разности должны быть приписаны съ одной стороны ошибкамъ 
наблюденй. а съ другой несовертенетву формы шезометровъ. 

11) Новзйшие опыты Ашасаф и мои приводятъ къ неиз- 
ОЪжному заключеню, что въ изучеши явлей сжимаемости 
теорля упругости занимаетъ первенствующее место, и что она 
зетъ разъяснен1е на вс вопросы. 


Т. ХШ. Зап. Мат Отд. 15 
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Кажется непонятнымъ, какимъ образомъ методз Лаит’а 
удалось просуществовать съ 1869 тода въ качествЪ строгой 
методы. и почему мног!е новЪйпие изелВдоватети предпочита- 
ютъ изучен!е кажущейся сжимаемости у, опредзленю коэффи- 
цента К и связаннаго съ нимъ коэффищента у, 


12) Поправивъ старые опыты по сжимаемости ртути на 
основанши изложенныхъ здЪсь воззрзнй, мы получаемъ числа 
довольно близыя между собою. поэтому мы считаемъ справедли- 
вымъ составить изъ нихЪ среднее ариометическое. придавъ каж- 
дому числу вЪеъ пропоритональный числу шезометровъ, кото- 
рыми располаталъь каждый изслЪдователь. Насколько мнЪ из- 
вфотно, кромв Ашасм. имфвшато семь пезометровъ, и меня— 
четыре. у остальныхъ было всего по одному. волЪдетв!е чего 
среднее изъ всфхъ наблюденй. начиная отъ СоПадопт’а и 
`УМиги’а до меня включительно. будетъ 


х,=0.00000379 при 0°. 


Приведенте къ 0° сдЪлано на осповаши найденнато мною 
термическаго коэффищента 


А—0.00000000877. 


13) Если теперь нфтъ еомнЪфв]Й относительно правиль- 
ности экспериментальной методы, то вое-таки нельзя считать 
вопросъ о сжимаемости жидкаго тзла визотЪ съ тфмъ и окон- 
чательно рЪфтеннымъ. Очевидно. что въ настоящее время на 
очередь выдвигается изучене зависимости между сжимаемостью 
и давленемъ, между сжимаемостью и температурою. на подобе 


той, которая дана Та!омъ въ форм ур. (23. гл. И, стр. 43). 


а для этого необходимо точно опредзлять нодобную-же завиеи- 
мость для стЪнокъ шШезометра, потому-что существующая указа- 
ня (ем. 5 17, гл. 1) не вполиф согласны между собою. 
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14) ЕромЪ того, давно извёстенъ фактъ, что при ежатш 
твла происходить ето натрване. а при его расширения — 
охлаждене; однако. точных измфреюй до сихъ поръ нЪтъ, 
хотя попытки дЪлались СоПа4оп 6$ Зиити’омъ, Веста. Вбпф- 
еп ип Эерпеет’омъ и Пгескег’омъ. Еели наблюдепя Пгес- 


-Кег’а и очень интересны, все-таки они только косвенно рша- 


ютъ затрагиваемый вопробъ. 

15. Наконепъ, обширное поле для изученя предетавляетъ 
в0б0ю сжимаемость растворовъ какъ солей, такъ и тазовъ; 
изсл®дован!я Вот{ееп пп@ Зейпеега, Зевашати’а. Огескега, 
ТзалифегРа и нЪкоторыхъ другихъ лицъ пока воставляютъ только 
ветупленте въ интереснзЙйштую главу молекулярной физики, ко- 
торая обфшаетъ намъ раскрыть со временемъ тайну жидкато 
состояня тЪла. 


СТР, 


16 
16 


23 


Поправки и дополненгя. 


НАПЕЧАТАНО : Должно БЫТЬ: 
—0.330 для латуни 5==9.352 дан латуни 
6—0.235 для стекла с—0.24'7 для стекаа. 


Кром упомянутыхъ тфлъ Саееф изелЪдовалъ: 
петролеумъ, сБрнистую кислоту. 


Мегса1ег нашелъ для стекла ......... Ни 

» > ДЛЯ» ТАЛИ '.. оо сай 0—0.330 

. : 6—0.310 
Масеагг е ВеПай нашли для каучука....... 

6—=0.419 
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бы 


ВВЕДЕНТЕ, 


Въ своемъ извЪетномъ мемуар ‹ Т6бое попуеПе 4е 1а 
гофа оп 4ез согрз» Ро1и$0ф указалъ на ту связь, какая имЪетъ 
мфесто между элементами приведен1я системы импульсив- 
ныхъ силъ къ центру инерши и соотв$тетвующимь дви- 
женемъ и на то геометрическое соотвЪтетве. какое су- 
ществуетъ между осью пары и винтовой осью движен1я 
по отношению къ эллипсоиду инерши. Эта геометрическая 
теор1я импульсивныхъ силъ привела его къ синтетическому 
разбору движен!я твердаго тфла. подвергнутаго вначалЪ 
дЪйств!шю импульсивныхъ силъ и предоставленнаго затЪмъ 
самому себЪ. ВекорЪ послЪ этого появились еще мемуары 
того-же автора '), гдЪ детально разбираются н$которые 
частные случаи дЪйств1я одной импульсивной силы, именно, 
когда сила направлена по прямой, лежащей въ одной изъ 
главныхъ плоскостей инерщи, и когда она перпендикулярна 
къ послфдней. Въ обоихъ случаяхъ результирующее дви- 
жене есть простое вращеше и Ро11$0$ не только даетъ 
построен1я, опредвляющ!я положен1е оси вращеня въ за- 
висимости отъ силы. но рфшаетъ также рядъ другихъ 
вопросовъ, тЪено съ этимъ связанныхъ. Сюда напр. отно- 
сятся вопросы 0 положены центра наибольшаго удара, 


ра 





1) Ро1пз0ё. биезИопз дупаш1даез, Биг 1а регеизз1оп 4ез согрв, 1101- 
УШе, Тоигпа1. 2ще 56е, Т. Ц, ЕУ. 


п И. ЗАНЧЕВСКТИ. 


той точки главной плоскости инерци, которой т%ло уда- 
ряетъ съ наибольшей силой неподвижную точку, стоящую 
на пути его движен1я, опредзлен1е происходящаго затЪмъ 
движен1я и т. п. Тотъ несомнзиный интересъ, который 
предетавляютъ эти вопросы для механики, а также про- 
стота и изящество ихъ рЪшен1я побудили другихъ геоме- 
тровъ обобщить изслЪдован1я [01150 на случай дЪйствя 
системы импульсивныхъ силъ. подчиненной одному условию, 
чтобы вызываемое движен1е было простымъ вращешемъ. 
Точки, въ которыхъ ось вращен1я и центральная ось силъь 
пересфкаются ихъ кратчайшимъ разетоянемъ, называются 
пентромъ вращеня и центромъ удара. При изучении рас- 
предълен1я осей силъ, вызывающихъ вращеше. и осей вра- 
щен1я эти точки играютъ роль. въ томъ смыслЪ, что до 
нЪкоторой степени опредЪляютъ положен1е тЪхъ соотвЪт- 
ствующихъ осей силъ и вращеня, которыя черезь нихъ 
проходятъ. Но кромЪ того центръ вращеня, въ случаЪ 
когда дЪйствуетъ одна импульсивная сила, имъетъ еще и 
то механическое значене, что въ немъ одномъ достаточно 
укрфпить ось вращеня, называемую въ этомъ случаЪ 
перманентной, чтобы она и въ дальнфйшемъ служила 
осью вращеня. Спейи1. который вскорЪ за Ро1130ф сталъ 
заниматься тЪмъ соотвфтетв1емъ, какое существуетъ между 
импульсивной силой и перманентною осью, обратилъ глаз- 
ное свое внимаше на распредфлене въ т5лЪ этихъ то- 
чекъ '). Далфе, ПО. Тигаита?) двлаеть обобщеше, введя 
вмЪото одной импульсивной силы — систему. Въ своемъ 
сочинени о движении твердаго тЪфла, онъ указываетъ 
мног1я свойства центровъ удара и центровъ вращенй для 


1) Съ работами Свет! мы, по независящимъ отъ насъ обстоятель- 
ствамъ, успВли ознакомиться только по`’изложеню ихъ другими авторами, 
какъ напр. Вефтат1. У 

*) О, Тига2а. П пофо @е1 зузет1 г10141. Райоуа, 1868. 
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осей параллельныхъ и даетъ уравнен1е той конической 
поверхности 3-го порядка осей вращен1я, для которыхъ дан- 
ная точка служитъ центромъ. ОпредЪливъ съ другой сто- 
роны конусъ 2-го порядка осей перманентныхЪ, проходя- 
щихъ черезъь данную точку, онъ въ пересъчени двухъ 
этихъ конусовъ находитъ тЪ перманентныя оси. для кото- 
рыхъ эта точка служитъ перманентнымъ центромъ. 


Оказывается, что существують всегда три перма- 
нентныя оси. для которыхъ данная точка есть перманент- 
ный центръ, и что онЪ взаимно перпендикулярны. Что 
касается до метода изслЪдованя. то сущность его состоитъ 
въ слфдующемъ. Одна изъ осей координатъ принимается 
параллельной оси вращен1я, такъ что положен1е послЪдней 
опредЪляется двумя параметрами. Система силъ приводится 
къ равводЪйствующей, проходящей черезъ произвольную 
точку, такъ что моменты пары являются хункшями трехъ 
параметровъ. Всего-же пять параметровъ. которыми при 
случав можно располагать по произволу. Такой методъ 
удобенъ до тЪзхъ поръ. пока не приходится мЪнять на- 
правленля оси вращен1я. Въ противномъ-же случаЪ. по 
справедливому замфчаню Ве{тапи, вносить въ Формулы 
несимметричность. чЪмъ затрудняется какъ изслЪдоване, 
такъ и пониман1е результатовъ. Въ виду этого Вейтат 
предложилъ иной пр1емъ. гдЪ оси силъь и вращеня не 
имъютъ какого-либо особеннаго отношен1я къ координатной 
системЪ, за которую взяты главныя оси инерши, а коор- 
динаты какой-либо точки на перманентной оси даются въ 
Функции двухЪ параметровъ, и также точно представляютея 
координаты какой-либо точки оси вращеня. Пользуясь 
этимъ. ВеЙтай] легко доказываетъ 1) основныя теоремы 
теор1и, заключающияея въ томъ, что перманентныя оси, 


1) Е. Ве тала1. ЗаПа феот1а 4ес]1 а891 41 гоъажоре, СоПевфапеа 
шетот1ата СЪе!и1. 1881, 


ТУ И. ЗАНЧЕВСКЛЙ. 


для которыхъ данная точка служить пермаментнымъ цен- 
тромъ, направлены по нормалямъ къ соФхокуснымъ эллип- 
соидамъ. проходящимъ черезъ эту точку. и что каждая 
точка пространства есть центръ удара для двухъ лившй 
удара, направленныхъ по нормалямъ къ соФокуснымъ ко- 
нусамъ 2-го порядка. ДалЪе Ве{талит прилагаетъ свои 
Формулы къ розысканю мета центровъ вращенй для осей 
параллельныхъ и къ другимъ подобнымъ вопросамъ. Нуж- 
но однако признать. что благодаря тому. что оси коор- 
динатъ принимаются всегда одни и тф-же. именно главныя 
оси инерщи, уравнен1я поверхностей предетавляются въ 
Форм очень сложной, чЪмъ. конечно, затрудняется ихъ 
изелъдоване, 

Изъ всего вышеизложеннаго видно. что внимане из- 
слЪдователей было обращено главнымъ образомъ на гео- 
метрическ1я мЪста центровъ вращенй и удара, а не на 
распредълен1е самихъ осей. Причину этого. какъ кажется, 
слфдуетъ искать отчасти въ механическомъ значен1и цен- 
тровъ перманентныхъ, отъ которыхъ обобщенемъ перешли 
къ центрамъ вращеюя и удара, отчасти-же въ томъ. что 
центральныя оси силъ и оси вращенй не представляютъ 
какой-либо геометрической Формы. такъ какъ любая прямая 
пространства можетъ быть принята за ось вращеня, и 
всегда можно будетъ подыскать такую центральную ось, 
а къ ней силу и пару. чтобы она вызвала требуемое дви- 
жене, точно также и наоборотъ, любая прямая простран- 
ства можетъ быть принята за ось силъ; тогда легко подобрать 
тавъ силу и пару. чтобы въ результатЪ получилось вращенае. 
Нужно было сдЪлать какое-либо дополнительное услове. 
Одно изъ возможныхъ услов! бышо сдЪлано Н. Б. Делоне, 
который разематривалъ ') импульсивныя силы, соотвЪт- 


1) Н. Б. Делоне. Къ вопросу объ удар твердыхъ тёлъ. Двв статьи 
въ Матем. Сбор. Т. ХИ и ХШ. Москва. 


ГЕОМЕТРИЧЕСКЛЯ МЪСТА ВЪ ТЕОРШ ОСЕЙ ВРАЩЕНЯ. У 


ствуюция данной приведенной массЪ '), и оси вызываемыхъ 
ими винтовыхъ движенй. Этотъ интересный вопросъ. за- 
служиваюний обстоятельнаго изслЪдован!я, не даеть од- 
‘нако простъьйшаго условя, которое должно лежать въ 
основанйи теорли импульсивныхъ силъ, между прочимъ и 
потому, что какъ это не трудно доказать. даетъ только 
для ударовъ комплексы 2-го порядка. для осей же винто- 
выхь движен!й комплексы порядка 6-го. Въ этомъ отно- 
шен1и гораздо удобнЪе классихикашя по параметрамъ. 
ИзвЪетно. что Ва] 7?) характеризуетъ каждую систему 
импульсивныхъ силъ центральною осью съ ванесеннымъ 
на ней отрфзкомъ равнымъ параметру системы силъ. т. е. 
такъ называемымъ импульсивнымъ винтомъ; точно также 
каждое перем иене характеризуется осью винтоваго дви- 
женя съ нанесеннымъ на ней параметромъ. т. е. такъ 
называемымъ мгновеннымъ винтомъ 3). Будемъ обозначать 
для краткости импульсивный винтъ параметра 7. вызыва- 


юший винтъ мгновенный параметра я черезъ ((7), а е0- 


отвЪтетвуюций винтЪъ мгновенный черезъ ( Г»). Если по- 
ложене (() импульсивнаго винта дано, то тзмъ самымъ 
опредЪляется однозначно тоть параметръ р, который дот- 
женъ ему быть приписанъ. чтобы получилось движение 


(Ее) съ опредфленнымъ параметромъ п. Если-же, наобо- 
ротъ, дается параметръ р винта (С), то его положене 
опредфляется лишь до нЪкоторой степени, такъ что су- 


1) Н. Е. ЗЖуковевй называетъ приведенными маесами массы тъхъ 
двухъ схеръ, которыя ударяютея съ такою-же живою силою, какъ и два 
данныхъ тъла. Си, №. ТопкоузКу. биг 1а регеиз1оп 4ез согрз. ГопуШе, 
Зоигпа1. Зше бёме. Т. ТУ. 1878. 

2) В. 5. Ва]. Тве Тьеогу о{ Эегеуз. Вафа, 1876. 

3) Пэраметромъ имп. винта наз. отношен!е момента пары къ сил и 
онъ равенъ нулю въ случаЪ дЪйств!я одной силы. Параметръ винта мгяов. 
есть отношенте постуцательной елагающей винтоваго движен1я къ вращатель- 
ной; онъ равенъ нулю въ случав простаго вращенйя. 


У1 И. ЗАНЧЕВСКТИ. 


ществуетъ нфкоторая геометрическая форма прямыхъ, ко- 


торыя могутъ быть приняты за оси винтовъ ((С,). Если 
дана ось (Г) винтоваго движен1я, то тёмъ самымъ опре- 
ДЪляется ея параметръ п, если желаемь, чтобы соотвЪт- 
ствуюций импульсивный винтъ имфлъ параметръ р. Если- 
же. наоборотъ., дается только параметръ х, то распред®- 
леше осей ( Г.) подчинено извЪстному закону. Такимъ 
образомъ существуютъ дв геометрическля хормы прямыхъ 
(Г) и (Ст) такого свойства, что каждой прямой первой 
соотв$тствуетъ одна прямая во второй и наоборотъ. 00ъ 
эти Формы суть линейныя комплексы 2-го порядка. Этотъ 
самый обиий случай допускаетъ частныя. когда-либо р—0, 
т. е. система силъ приводится къ одной силЪ. либо п— 0). 
т. е. движен1е есть простое вралценте, либо когда и то и 


другое иметь мЪсто. Всего-же 4 случая: 1) (Ст) и(Г» ), 
2) (С*) и (12), 3) (С°) а №) в 0 
дающихъ 8 линейныхъ комплексовъ 3-го порядка. На по- 
слЪдн1е два комплекса обратимъ впервые внимае (. Рат- 
фопх 1), на остальные-же О. РаёеПефЯ въ своемъ мемуар6?). 
написанномъ по поводу статьи 0. Мазоп1 3), разематривав- 
шаго такя импульсивныя силы, которыя оказываютъ одно 
и то-же дЪйств1е на одну и ту-же точку н%®котораго твер- 
даго тЪла. 0. РадеПей показалъ. что основная теорема 
мемуара 0. Мазот1, заключающаяся въ томъ, что линш 
дъйств!я искомыхъ силъ представляють линейную кон- 


1) С. Рагроих. Е4а4е оботб аще зиг 1е8 регеиззопз её 1е сВос @ез 
согрз. Ви. 4ез зелепсез шаёВёш. Т. ГУ. 1880. 


2) р. РадеПейя. Ви! в15фети1 41 Роге пари1уе. Веп@1псопфо 41’ эеа- 
дела 41 Марой. Ап. ХХИТ 1884, {азе. 9. Объ этомъ мемуар» мы узнали 
уже тогда, когда первая глава этой статьи была отпечатана, а потому при 
ФормулировкЪ теоремъ на стр. 6-й и 7-Й не едЪлано надлежащей ссылки. 


3) 0. Ма2оп1. БбиЦе {0г2е ппршяхче сЪе Ваппо 1а шедезша а2опе 
ворга ипо 8$е330 рипёо 41 пп 15бета г1о19а. [14. Гас. 7, 
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груенцю, а также и другя болье общя свойства, непо- 
средственно вытекаютъ изъ того обстоятельства. что ко- 
ординаты (слагаюния и моменты) системы импульсивныхъ 
силъ суть линейныя хункши отъ координатъ (слагающихъ 
и моментовъ) движения. Отеюда слЪдуетъ, что всякому 
однородному‘ уравненю 7-ой степени между одними коор- 
динатами соотвЪтетвуетъ уравненше такой-же степени между 
другими. При постоянномъ-же параметрЪ однородному урав- 
нен!ю 7-ой степени между подобными координатами соотвЪт- 
ствуетъь такое-же уравнене между координатами оси со- 
отвЪтетвующаго винта, которая слЪдовательно принадле- 
житъ къ комплексу 7-аго порядка. Вопросъ, поставленный 
0. Мазоп1, приводить къ двумъ однороднымъ линейиымъ 
уравнен1ямъ между координатами движен1я. а такъ какъ 
параметръ импульсивныхъ винтовъ у него равенъ нулю. то 
отсюда и вытекаетъ, что посл дне суть общие лучи двухъ 
линейныхъ комплексовъ, т. е. составляютъ конгруеншю. 
Эти обиая соображен1я приводязъ ПО. РайеПеё къ заклю- 


ченио, что раземотр$нные выше вомпаексы (СТ) и (Г+) 
должны быть втораго порядка. ибо связь между параме- 
тромъ и слатающими и моментами предетавляетея одно- 
родною хункщей 2-ой стенени послЪднихъ. 

Основателемъ теорли линейныхъ комплексовъ считается 
Рскег. который и изслЪдовалъ общее уравнене комплекса 
2-го порядка '). Но такъ какъ послднее содержитъ 19 
независимыхъ параметровъ, то отсюда являются 55 раз- 
личныхъ типозъ, смотря по тому простЪйшему виду. къ 
которому можетъ быть приведено его уравнене при ли- 
нейныхъ преобразован1яхъ. Съ каждой простъьйшей анали- 
тической Формой связаны геометрическая особенности. за- 
_ ключаюцяся. напр., въ различныхъ видахъ такъ называе- 


1) 7. РА№@скег. Мепе @еотей1е 4ез Вацтез. Герд. 1868. 


УПТ И. ЗАНЧЕВСКТЙ. 


мыхъ поверхностей особенностей комплекса, обладающихъ 
тъмъ свойствомъ. что для ихъ точекъ конусы 2-го порядка 
лучей комплекса обращаются въ двф плоскости, а кривыя 
2-го порядка. обертываемыя лучами, лежащими въ одной 
плоскости, для касательныхъ плоскостей къ поверхности 
преобразуются въ двЪ точки. 

Классихикац1я комплексовъ втораго порядка создана 
работами \У@етятазза, КЛеп’а и \УеПега '). Извъетно. 
что между координатами 1,,..../% прямой. выраженныхъ 
въ Функщи координатъ двухъ точекъ. на ней лежащихъ, 
существуетъ тождественное соотношене 


Ир) = НН 0 9, =0. (а) 
К]еш доказалъ. что при линейномъ преобразованйи какой- 
либо однородной Функщи этихъ количествъ. напр.. ЛЪвой 
части уравнен1я комплекса 2-го порядка: 


8(1,)=0, 


можно совершенно отвлечься отъ той связи, какая суще-. 
ствуетъь между координатами 7], и координатами точекъ 
прямой. а разематривать 7», какъ новыя перемЪнныя и при 
преобразовани полагать: 


хх , 
Рь = Ха 5 
й 


но при одномъ услови, чтобы въ новыхъ перемънныхъ 
хункшя Р имЪла прежнй видъ, и мы имЪли-бы вмЪето. 
уравненля (4) такое: 


Р(рь)=0. 


1) С. \Уе1етзтазз. Хаг ТЬеот1е ег диайгайзсевеп ип Ъ11теагеп Рог- 
шеп; Мопабзрег1еЬ{е Ч. Вег1. Асэа4а. Мал 1888. 

Е. К]еш. Оэрег 41е Тгапзотта Мою ег аПсетеоею С]е1сВиюс @е8 
7уеЦеп Сг. х\1зеВеп РЕлю1еп-Соог@. аа еше сапою. Еогш. Вопо, 1868. Эта 
статья вновь напечатана въ ХХТ томв МаТешм. Ап. 1884. 

А, УМеПег. Черег 41е уегзсВ1едепеп ба Йипоеп 4ег Сотрехе и\мейеп 
Ста4ез. МаМешт. Ап. Ва. УП, 1874. 
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Изв етно-же, что УУветтазз указалъ способы одновремен- 
наго приведен!я двухъ квадратичныхъ Формъ, какими у насъ 
будуть Формы Фи Р, къ каноническому виду. При такомъ 
преобразовани хункшя Р приведется или къ суммЪ однихъ 
только квадратовъ шести хункщ, линейныхъ относительно 
прежнихъ перемЪнныхъ., или четное число квадратовъ мо- 
жетъ отсутствовать. и въ такомъ случа вмЪето каждыхъ 
двухъ квадратовъ войдетъ одно удвоенное произведене. какъ 
напр., это можно видЪть на слЪд. стр.; хункцля-же @ состав- 
ллется изъ тЪхъ-же Фхункшй, что и у также можетъ иногда 
состоять изъ однихъ квадратовъ. но уже умноженныхъ на 
постоянныя, вообще-же ея видъ сложнЪе, чфмъ видъ хунк- 
ци Р. Такъ какъ отъ полученнаго такимъ образомъ вида 
Функши Р легко перейти къ тому. который требуется по 
Кеш у. то естественно было классихицировать комплексы 
по тмъ Формамъ. къ которымъ могутъ быть приведены 
ихъ уравнен1я преобразованлями \\Уе1етз$тазз’а. Та-же или 
другая Форма, къ которой такимъ путемъ проводится ®. 
зависитъ отъ слБдующаго. Уравнявъ нулю дискриминантъ 
пучка хормъ ®--^Р. получимъ уравнене 6-ой степени 
относительно ^. Обозначимъ черезъ ), одинъ изъ его кор- 
ней, напр. у-0й кратности, и предположимъ, что всЪ 
миноры 1-го порядка имъютъ тотъ-же корень, но кратностиу’, 
вс миноры 2-го порядка имфютъ его въ У"-ой кратности 
ит. д. Тогда (\-—^,—”, (—^,))—,.... называются эле- 
ментарными дВлителями кратностей (у—'), ’—у”),..... 


Элементарные дЪлители характерны для даннаго ком- 
плекса: они не мЪняются при линейномъ преобразовани 
его уравнен1я. и оть нихъ зависитъ та каноническая Форма, 
къ которой можетъ быть оно приведено: по нимъ поэтому 
и производится классихикацля комплексовъ 4-го порядка. 
Допустимъ, напр., что уравнен1ю даннаго комплекса со- 
° отвтетвуютъ эл. дЪлители: (^—^,), (—%,)*, (\—^з)`, что 


х И. ЗАНЧЕВСКТЙ. 


кратко обозначаютъ такъ: (12 3). Тотда преобразование 
даетъ: 


р= ххх, ох.х, + Х)=0, 
=), -А,.2 ХХ, + Ах, ххх, Хх Ха =0, 


при этомъ посльднее уравнене можно еще упростить, 
соединяя его съ первымъ. Если напр. \, =),. то въ сим- 
волическомъ обозначен!и (1 2 3) циеры 1 и 2 заключа- 
ютъ въ скобки: ((1 2)3), и подобнымъ-же образомъ поету- 
паютъ и въ случаЪ равенства другихъ корней, Комплексы 
(123). (123), @23)....... с аа 
виды одной и той-же канонической хормы. Вомплексъ са- 
мой общей ‹хормы будетъ тотъ, который символически 
обозначается (111111). При этомъ хункшя Р представ- 
ляется въ видЪ суммы. шести квадратовъ. а хункшя 9: 


В — ^,Х1 Е ^,Х. ИЕ ^.Х: Не №5 и. № СХ, ие №4. 


Кь такому виду приводятся комплексы импульсив- 
ныхЪъ винтовъ параметра р и соотвътствующихь винтовъ 
перемщенля параметра к. Въ частныхъ-же случаяхъ, когда- 
либо р=0, либо п=0, получается Форма (222), а 
когда и то и другое имъеть мВсто, то получаемъ Форму 
((11)(11)(11)), т. е. тетраэдральный комилексъ. 

Поверхностями особенностей будутъ: въ общихъ слу- 
чаяхъ-—поверхность 4-го пор. Кишшега. для комплексовъ 
(С) и (Г?) поверхпвость Уешега, также 4-го пор., для 
комплексовъ (0%) и (Г.)— поверхность 3-го пор., нако- 
нецъ для остальныхъ двухъ (С) и (Г) поверхностью 
особенностей служатъ главныя плоскости инерши и плос- 
кость безконечно удаленная. 

Такъ какъ изъ послЪднихъ двухъ комплексовъ одинъ 
построенъ такъ точно относительно эдлипсоида инерщи, 


ГЕОМЕТРИЧЕСКТЯ МЪСТА ВЪ ТЕОРТИ ОСЕЙ ВРАЩЕН1Я. —Х1 


какъ другой относительно эллипсоида обратнаго. то для 
выяенен1я распредЪлен1я осей вращен1я въ зависимости 
отъ распредъленя импульсивныхъ винтовъ даннаго пара- 
метра, имъ соотв5тсетвующихъ, нужно изслЪдовать кромЪ 
тетраэдральнаго еще комплексы (Г?) и (С°). 

Въ этомъ выпускЪ мы ограничиваемся изслЪдованемъ 
комплексовъ тетраэдральнаго перманентныхъ осей и ком- 
плекса осей вращен1я ( Г’), вызываемыхъ импульсивными 
винтами даннаго параметра. 


Въ гл. Г даются общая уравнен!я комплексовъ (С,) 


и (Г-), изсяъдуется, кь какимъ типамъ они принадле- 
жатъ, и даются ‘уравненля, связуюпия координаты им- 
пульсивнаго и мгновеннаго винтовъ. Для облегчен1я даль- 
нЪйшаго изелфдован1я. въ этой глав веЪ уравнен1я пре- 
образуются отъ осей инерши къ новымъ осямъ. гдЪ ось 
Ох направлена какъ нибудь, а оси 0х и Оу лежатъ на 
на осяхъ сЪчен1я эллипсоида инерили плоскостью перпен- 
дикулярной къ 02. 

ВКакъ было уже замъчено, Р№скег изелЪдовалъ общее 
уравнение комплекса 2-го пор., но очевидно, что имъ не 
могло быть обращено вниман1я на всЪ частные случаи, изъ 
коихъ нзкоторые были разобраны другими геометрами. Такъ 
тетраэдральный комплексъ (Го) подвергалея многокрал- 
ному изслЪдован1ю. и можно указать учебникъ Цеуе, гдЪ 
различныя его свойства выведены синтетическимъ путем». 


Не смотря на это въ гл. П этого выпуска помфщается 
изслЪдован1е этого комплекса. отчасти въ виду того что 
различныя поверхности и кривыя комплекса, какт. онЪ 
описываются у Веуе, кажутся намъ не вполнЪ опредфлен- 
ными, отчасти-же въ виду того, что въ теорли осей вра- 
щен!я разбираются таке вопросы. как!е. не могутъ найти 
себЪ мЪсто въ Сеотейме @ег Гасе. ЁКакъ и тамъ, въ гл. 
П разобраны саздуюцие случаи: распредвлевле осей па- 


ХИ И. ЗАНЧЕВСЕИЙ, 


раллезьныхЪъ. лежащихъ въ одной д1аметральной плоскости, 
проходящихъ черезъ данную точку, и лежащихъ въ какой- 
либо плоскости, но кромЪф того изслфдуютея каждый разъ 
тЪ геометрическя Формы лин удара въ комплексв ((°). 
которыя соотвЪтетвуютъ перманентнымъ осямъ въ первой 
Форм. ИзелЪдован1е ведется путемъ. по преимуществу, 
синтетическимъ. хота затьмъ даютея уравнен1я встрЪчав- 
шихся поверхностей и кривыхъ. 

Вомплексъ (17), не педвергавиийся, сколько мн из- 
вЪетно, отдльному изслЪъдован1ю. изслЪдуется такимъ-же 
порядкомъ въ гл. Ш аналитически. методомъ Р]скега, 
при этомъ каждой его геометрической хормЪ подыскивается 
ей соотвЪтствующая въ компаекеь ((%). 

Что касается центровъ вращевй и ударовъ, то намъ 
казалось необходимымъ изложить методъ Ве{тапи по край- 
ней м5рЪ для случая центровъ перманентныхъ. хотя мы 
имъ пользуемся только для вывода общихъ теоремъ, ВЪ 
болЪъе-же частныхь случаяхъ, когда результатъ можно было 
получить проще, онъ получался изъ тЪхъ уравнен!й. ка- 
юя при этомъ были. 


Одесса. 25-го Марта 1891 г. 


Теомотричесня ижота 5 теоми осей вает. 


И. Занчевскаю. 
$$ 


Пез Пеишх оботёиез 4апз 1а 4160т1е 4ез ахез Че тофаЯот, 


рат 1, Гаерещзиу. 


ГЛАВА Т. 


Комплексы импульсивныхъ и мгновенныхъ винтовЪ. 





$ 1. Мы можемъ двояко опредфлить какую-либо прямую: 
или координатами двухЪ ел точекъ, или координатами двухъ 
плоскостей, пересЪчен1е которыхъ она представляетъ. Прямую, 
опредзленную первымъ способомъ. называютъ лучемъ, при вто- 
ромъ-же опредфлени— осью 1). 

Обозначимь через (х,/.2,) и (292) координаты двухъ 
точекъ М, и М прамой; за координаты ея можно при- 
нять проэкцши и моменты отрзка Л, по отношению къ 
тремъ взаимно перпендикулярнымь осямъ координатъ, т. е. вы- 
ражения: 

0=4—4!. \=У— И. а о. (1) 
—9/2—219. Т=25—4519. 10=2/—95,........ (2) 
причемъ послфдня три могутъ быть предетавлены въ вид»: 


= 1,2, — 21. 7% == 5120-—2190, = У --У о ...... (3) 


1) Объ изложенномъ въ этомъ $ ем, боле подробно у Р\@екег”а «Меце 
Сеотейе 4ез Вапшез». Ге!р7до. 1868. р. 1--17., а также въ моей «Теория 
винтовЪъ». Одесса, 1889 г. стр. 1—6. 


Т. ШУ. Запис. Мат. Отд. 


9» 
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Уравнел1я прямой представляются однородными функшями 
этихъ количеетвъ и за нихъ мотутъ быть приняты любыя два 
ИЗЪ СЛЪдующихъ.. | ь 


92 ==29,-Н 
2 ==12 Е , (4) 
2/, =, -Н® . 


такъ что отношеня пати изъ нихъ къ шестой опредфляютъ 
прямую; кромЪ того между ними существуетъь тождественное 
соотношене : 


1-ти, т, ==0, (5) 
такъ что независимыхъ перемзнныхъ. согласно числу параме- 
тровъ въ уравненяхъ прямой, четыре. Въ вилу этихъ 600бра- 
жен! мы виравЪ положить: 

2 2 2 
%-+%-2==1, (6) 
т. е. что длина отрфзка Л/,М равна единйцф. 

Обозначинъ  черезъ (чл ) И (15) координаты двухЪ 
плоскостей, проходящихъ черезъ налу прямую '), и составииъ 
изъ нихъ выражентя, аналогичныя предыдущимъ : 

=, =, =0—. & 
Фо==и 0—9, ==, КНУ (5) 


такъ что будемъ имЪть, какъ прежде: 


Ро=\ И, ф= 0. Т=ЫИ Ш, (9 ) 
Р-Н =0. 


Эти выраженя мотутъ быть также приняты за координаты 
прямой, нричемъ независимыхъ перемфиныхъ опять четыре. 


') Подъ координатами плоскости подразум®вазютъ коэффищенты #, шио 
въ ея уравнен1и, предетавленномъ въ вид: 


е-иу-ов- 1-0. 
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Между обфими системаии координатъ существуетъ простая 
СВЯЗЬ: 
ОА (10) 


откуда сл$дуетъ, что въ каждомъ уравненш, однородномъ отно- 
сительно первой системы координатъ. можио сдЪлать замфну 


15 Ус 205 6 Ты то 
на 

Роз 905 То» 5 №, % 
и обратно. 

Если вмЪото принятой системы координатных осей (02 
возьмемъ другую также прямоугольную, 0х‘у'2', но 6ъ ТиЪ- 
же началомъ, то преобразовае координать (хо. У......) ВЪ 
новыя (2, %......) совершается такъ-же, какъ если-бы 
(2.2) и (тт) предетавляли координаты точекъ. Это-же 
относится къ группамъ (75 4 7) и (&, ч» 5%). 

Всякому однородному уравненю 2-ой степени относительно 
коордйнатъ прямой соотвЪтетвуетъ 060б0е распредЪленте пря- 
МЫХЪ ВЪ пространств$. предотавляющее такъ называемый ли- 
нейный комплексъ 7-ато порядка. 


$ 2. Каждая система импульсивныхЪ силъ, дЪйствующая 
на твердое т$ло, характеризуется либо слагающими и момен- 
тами относительно обей Оу: 


ОМ, № 


либо положенемъ центральной оси (С), величиной  равнодЪй- 
ствующей А и моментомъ С’ соотвфтетвующей пары. Отношене : 


(10: 7) (11) 
называютъ параметромъ, прямую-же (С) съ нанесенным на 


ней отрЪзкомъ равнымъ р — импульсивныма винтомь!). и мы 
можемъ сказать, что система импульсивныхЪ силъ характери- 


') Понят1е о винт\ было введено въ механику В, ВаГемъ. См. его 
«Ге ТВеоме о Зетеумз». БаЪИю. 1876. $ 1. 
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зуетея импульсивнымъ винтомъ и разнодЪйствующей Д. Въ 
дальнфИшемъ мы будемъ полагать: 


В=1. (12) 
Обозначивъ черезъ (7,.....) координаты прямой (С), 
будемъ имЪть !) | 
А, А Е * 
р=1[—рА, т=МЬ—97. п=МЬфй, в 
р=1.Х-- МУР-- МИ, (14) 
ЯНИЕ (15) 


Разсматриваемой систем8 импульсивныхЪ силъ соотвЪт- 
ствуетъ безконечно-малое винтовое движен1е вокругъ мгновенной 
оси (Г). Назовемъ черезъ 4 и 4х вращательную и поступа- 
тельную слатающля этого движен1я. а выражене: 


(т 
пя" (16) 


параметромъ. Тогда безконечно-малое движеше будетъ харак- 
теризоваться прямой (Г) съ нанесеннымь на ней отр%№зкомъ х, 
т. е. такъ называемымъ мановеннымь винтомь ий количествомъ 
вращен1я (в. Разлатая же перемъщене на три вращеня во- 
кругъ осей 02/2 и параллельныя этимъ осямъ поступательныя 
движен!я, м: можемъ. предполагая оси координатъ направлен- 
нымй по главнымъ осячъ инерши. представить эти слатаюния 
ВЪ ВИДЬ: | 
4о.Н, а».Н. 4»./, 4о.Л\, а.М, 4®.М, (17) 
ГД: | 
Е (18) 
Обозначивъ черезъ а?, 02. с? главные радтувы инерции, 
и черезъ Л№ массу тЪла. мы выразимъ связь между системой 





') См. ‹Теормо винтовъ». етр. 23, 
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импульсивныхъ силъ и ей соотвфтетвующимь движентемь слЪ- 
дующими уравненшями: 


ий М М 
5=0. > Н = 9.12) ==> 
(19) 
&=О.Х. М=оУ. №=40.7. 
ГО д 
ГдЪ 1: = М, т (20) 


Положене оси (Г) винтоваго движеня опредЪлитея урав- 
нешями аналогичными ур. (13) и (14), только вмето Д, Г...... 
войдутъ =, Н,,..... . Обозначивъ черезъ (&, т,......) координаты 
прямой (Г) и замЗнивъ =, Н,.... йзъ ур. (19), получимъ, от- 
бросивъ общЙ множитель Ч: 


78 М № 
0 ==—5° е— 12? =) 
а р С? 
М 


Л =Д— тЫ У—*к я й—к 


7 


<, => 





ГХ-- МУ-МЕ 
РО 
НА Я МУ (22) 


а“ 64 с“ 


$ 3. Если изъ ур. (21) опредВлимъ Л, У,..... разема- 
тривая п какъ данное, и вотавимъ ихъ значения въ ур. (14), 
то получимъ: 


И — а’ (Ме пе), (шото) Ре? (м-Е тб). (2 3) 
Но такъ какъ волздетые ур. (15): 


(№ )*-- (што) ЕЕ тб) *=1, (24) 
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то, перемноживъ ур. (23) и (24), получаемъ: 


& 


(4’—рт)ка-НИ редкие — ра ОЗНА 
Чао = 0. (25) 


Опред$ленныя изъ ур. (21) значеня Х, 7..... внесемъ 
также въ ур. (13); тогда связь между координатами прямыхъ. 
(С) и (Г) и параметрами выразитея уравнениями: 


о АЕ о о ни о о Е Ут 
= а — р.б, ), т, =0,— (тт), › (26) 
п © -— (у, -- о 


Ур. (23) опредфляетъ параметръ, а ур. (26) — положение 
винта ((), еели извФетны параметрь и положене винта (Г}. 

Вели предположимъ параметры р и п постоянными. то 
координаты винта (Г) связаны однородными ур. (35) второй 
степени и предетавляютъ слЪдовательно линейный комплексъ 
втораго порядка: 


Оси винтовь перемьщешя даннаю параметра, соот- 
вътствуюиия импульсивнымь винтамз иною даннаю пара- 
метра. представляют линейный комплекс» вторало порядка. 


Если-же обратно опредЗлимъ Х, У,.... изъ ур. (13) и 
вставимъ полученныя значеня въ (22), то будемъ имЪть: 


ра.) (тт, (ие) 


РТР оепотнис 
#м 


с [ 2 2 2 
о т Я р а 





(27) 


Это уравнене даетъ намъ параметр винта перем щения, 
если известны положене и параметръ импульсивнато винта, 
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Вставивъь тф-же значешя въ ур. (21), получимь для 
координатъ соотвЪтотвующаго винта (Г): 








Ноа, о три, ‚тра, 
= а д? ) По = 2 ) == Е с? И, 
28 
--рх, т. РУо т, -Р ра. ) 
= п в > == У п пр. = п 62 


Эти уравненя мы могли-бы получить, рзшая относительно 


Е, Е. р (26). 


Ур. (27) при ланныхъ ри п даетъь такую теорему: 

Импульсивные винты даннаю параметра, вызывалюиие 
винты перемъщеня иною даннаю параметра, представ- 
ляють линейный комплекс» втораю порядка. 

Таким образомъ мы имфемъ два линейныхъь комплекса 
винтовъ импульсивныхъь и мгновенныхъ. находящихся между 
60б0ю въ такомъ отношеши, что каждой прямой одного изъ 
нихъ соотвЪтствуетъ одна опредЪленная прямая другого. 

Ур. (27) можно представить въ вид»: 


и. 2 ра" И 
(т— рт) аж (— рт) ла ((— рт) я — 


[. т. а] @—2рк Г— 7х 
(+ т 4] ЯР т о. ы: уу т,у,-Е 


с‘— рп 
вы Е: По 2 = 0. (29) 


Обратимъ вниман!е на то, что какъ между системой ко- 
ординатъ (5. 9......), такъ и между системой (,%.»....) 
должно существовать соотношене вида (5). Эти соотношеня и 
имВютъ мЪето: для первой системы въ силу ур. (25), для 
второй—въ силу ур. (29). 

При частныхъ значеняхъ параметровъ р и т уравнентя 
комплексовъ (25) и (29) упрощаются. Такъ, если система им- 
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пульсивныхъ силъ приводится къ одной силЪ. то р ееть нуль, 
и ур. (25) и (29) принимаютъ видъ: 


Ц (а + т Е сб) и а то ть Е ие 0, (25,) 











т. | [2 ту 12 

о о 00 0.70 © а 

В вы о 

(2 Ч р" ти С а’ р. с’ (29, 
Юели мы желаемъ. чтобы система импульсивныхъ силъ 

параметра р вызвала одно вращеше вокругъ оси, то должно 

положить л равнымъ нулю. и мы будемъ имЪть: 


р Они-то, = (25) 

















Я о о о 
(5+5 2+ и та а 


И 


Наконецъ, если одна импульсивная сила вызываетъ вра- 
щенте вокругъ оси, то оба параметра р и т суть нули, и мы 
получаемъ уравнения: 


РЕ, бр с, =0, (253) 


17 То | 1.5, 
а? Ь- с? 








5 (29,) 


ЗамЪтимъ, что въ общемъ случа. когда параметры от- 
личны отъ нулей, всякая прямая комплекса (25) есть оеь 
винта перемвщеня, и веякая прямая комнлекса (29) есть 
ось винта импульсивнаго. Во вофхъ-же частныхъ случаяхъ, 
прямыя. проходялля черезъ центръ инерцш. должны подлежать 
отдфльному изолЪдовантю. ` 

Такъ, въ случа когда р равно нулю. импульеивная 
сила, проходящая черезъ центръ инерщи. вызываетъ поступа- 
тельное движен1е, слвдовательно 4®=0. и слагаюния перемз- 


щеня не мотутъь быть представлены въ вид (17), ибо тамъ 
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принято, что 4®ю отлично отъ нуля. Въ этомъ сяучаь п ие 
можеть имЪть любаго значеня. & всегда безконечно велико (16); 
винтъ (Г), представляя направлено постунательнаго движени, 
параллеленъ силъ. 

При п==0 комплекоъ (39,) не даетъ лучей, проходя- 
щихъ черезъ центръ инерцш, между тЪмъ какъ веегда суще- 
ствуетъ система силъ, эквивалентная нарф, вызывающая вра- 
щене вокрутъ оси, проходящей черезъ эту точку. Этотъ случай 
исключается благодаря принятому условию (12). 

Благодаря этимъ соображенямъ. при изелздоваюми кох- 
плексовъ мы не будемъ обращать вниман1е па лучи, выходяние 
изъ центра пнерши. 

$ 4. Ур. (25) и (29} иизютъ видъ: 


Аз Буса О-В Еи?--2ах +2 Нтьу,-+ 
+2Кп. 2. =0. (30) 


Для того чтобы опредЪлить, къ какому типу иринадле- 
китъ такой комплекоъ, мы должны, умноживъ лЪвую часть 


уравненя : 
[12 -Нт уг. а 0 


на множителя 2). придать къ лЪфвой части уравяешя комплекеа 
и уравнять нулю дискриминантъ полученной такимъ  образомъ 
квадратичной формы '). Уравнен!е диекриминанта будетъ: 


А, - 0 4 0. () 


р ЕО (31) 
О о т, 
Пе 


И ОЕ 
оо 


1) См. А. \УеПег. Церег 41е уегесле4етеп Сабфопоеп 4ег Сотрехе 
руеЙеп @тга4ез. Ма, Аш. Ва. УЦ. 1874. р. 145, 


\-- мкА: 
61 у 
РС Е 
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или. раскрывъ опредЪлитель: 
(а-юкн—южк—к)+ ВЕК 
+ У ВСЕК4—^)”—АВСРЕЕР=0. 


ЛЪвая часть этого уравненя разлагается на множители: 


(аа) ( (и——вВ)( (К——СР)=0. 


такъ что будемъ имЪть такихъ шесть корней: 
\ 


,=@+уУАЛ, *,=Н+УВЕ, м.=К+УсЬ, 


и о __ [ (32) 
=@— АР, ^,=Н—|ВЕ, №=К— СЕ. 

Остается раземотрфть, будутъ-ли эти корни обращать въ 
нули миноры нашего опредфлителя. Если составить миноръ 
перваго порядка, выпуская изъ опредЪзлителя первую горизон- 
таль и цервую вертикаль, то онъ окажется равнымъ произве- 
дешю йзъ коэффищента /) на такой опредЪлитель четвертато 
порядка. который обращается въ нуль при значеняхь ^ рав- 
НЫХЪ ^., Аз. ^; и №. Э10 показываетъ, что не воз миноры 
‘первато порядка обращаются въ нуль при ^=^, и \==^,, т. е. 
что каждый изъ двучленовъ (\—^,) и И есть то, что 
\еетз{тгаз$ называетъ элементарным дЪлителемъ. Такъ какъ 
то-же очевидно относится къ остальнымъ корнямъ, то по клас- 
сификаци \УеПега комплексъ (30} принадлежить къ типу 
(111111)'). Особенною поверхностью комплекса служить по- 
верхность Кишиега, имзющая 16 узловыхъ точекъ и 16 
двойныхъ касательныхъ плоскостей. Въ такому типу принадле- 
жатъ въ общемъ случа комплексы (25) и (29) мгневенныхъ 
и импульсивныхъ винтовъ. 





1) Ты. р. 154. 


м 


РР ее 
=. 
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Пр 2)=Е=Е=( уравнеше (31) имфетъ три корня 
двойной кратности, но ни одинъ изъ нихъ не будетъ корнемъ 
везхъ миноровъ перваго порядка. Такъ напр., миноръ, полу- 
чающуйся черезъ выпущенте четвертой горизонтали и четвертой 
вертикали, можеть быть  представленъ въ видЪ пройзведеня 
изъ коэффишента А на опредФлитель. обращающийся въ нуль 
только при значеняхъ ) равныхъ ^, и ^\.з. Это показываетъ, 
что выражене (\—7,)” есть элементарный дзлитель. Такъ вакъ 
то-же относится и къ выражешямъ (\—^.,)? и (^—^.)?, то 
комплекеъ принадлежить къ типу (222) 1). Еъ такому типу 
принадлежать комплекеы (25,) и (29,). 

Вомплексъ имфетъ три двойныя лини. лежапйя въ 
одной плоскости. Поверхностью особенностей служитъ поверхность 
3-го порядка, вида: 


А’? 4 В- О’ О’хуз=0. 


Такъ какъ опредзлитель (31) совершенно одинаково пе- 
строенъ относительно коэффипентовъь А, ВБ. С. какъ относи- 
тельно /). Е. Ё. то мы вправЪ заключить. что при А=6В=0С=0 
комплекоъ приводится къ тому-же типу (222). Но такъ какъ 
роль этихъ коэффицентовъ въ уравненти комплекса иная. чВиъ 
коэффишентовъ /[), Е и Ё, то разематриваемый комплексъ бу- 
детъ другимъ видомъ тото-же типа *). То-же относится оче- 
видно и къ комплексамъ (25,) и (29,). Комплексы эти также 
содержать три двойныя лини. но выходяния изъ одной точки. 
и составляюция трехгранный уголъ. 

Уравнен!е поверхности особенностей имЪетъ видъ: 


А’ Вуз С" уз. 


Въ еще болфе частномъ случаЪ. когда вс коэффишенты 


А, В, С, О, Е #Е равны нулю, опредзлитель, какъ и въ 


1) ты. р. 193. 
?) ТБ. р. 194. 
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предыдущемъ случа, содержитъ три двойныхъ корня, но кромЪ 
того всз миноры первато порядка содержать по крайней мЪрЪ 
одинъ изъ корней въ простой кратности, и онъ вмЪстЪ съ 
тфиъ не будетъ корнемъ для миноровъ втораго порядка. Вом- 


плекеъ принадлежитъ къ типу (сара 0) °) я есть те- 


траэдральный комплексъ. Ё&ъ такому типу принадлежать комплексы 
(253) и (293). Поверхностью особенностей служатъ для нихъ 
три координатныя плоскости и плоскость безконечно удаленная. 
$ 5, Такъ какъ при изелвдовани комплексовъ въ ел%- 
дующихЪ тлавахъ намъ придется отноейть ихъ уравненя къ 
осямъ вакого-либо сЪчен1я эллипеойда инерщи и къ нормали 
КЪ этому сфчентю. то займемея здЪеь необходимыми преобра- 
зовантями. 
Пусть уравнене эллипсоида отнесено къ центру, къ пря- 
‘моугольнымъ обямъ и имфетъ видъ 
О, 
тдф О однородная функцля второй степени. Если провести въ 
эллипсойд® какой-нибудь радтусъ векторъ ОМ=х,, образуюни- 
съ осями кооудинатъ углы, косинусы которыхъ а, В,, 1,, той 
какъ извЪетно, всегда будетъ существовать въ Эллипсоид такое 


оЪчене. для которато т, будетъ служить осью, Для опредфленя. 


этого сЪчентя нужно изъ центра эллипсоида описать шаръ ра- 
дЛуса т, 1 найти ту кривую. по которой онъ пересЪкаетъ эллип, 
соидъ инерши; затЪиъ построить конусъ. проходяний черезъ эту 
кривую и имфюпий вершину въ центрЪ, и провести къ нему 
чрезъ М касательную плоскость; она ий дастъ искомое сВчене *). 


ый 
Полагая Е, будемъ имЪть для конуса уравненте 
7 


0 — Мечи 2) = 0. 


1) ТЬа. р. 169. 
*) См. \\. Ме@ег. Апа[уйзсВе Сеотее 4ез Вапшез. Ге?рде 1879. 
БоТВ: р. 113, -. 


\ 


5 лба ве - ® 


# 
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Обозначивъ затЪиъ черезь Ц, то значене. которое полу- 
чить функци (, ебли виЪото 2, У и 2 внесем а, В и ||, 
будемъ имЪть уравнеше плоскости касательной къ конусу и 
проходящей черезъ ОМ: 


а о ап 3 
(5. — ви (а — №) + -— Г. 


Если назовемъ 7, первой осью этого сфченя. то вторая 
ось 7, найдется какъ перосЪченте этой плоскости съ плое- 
костью перпендикулярной къ первой оси. т. е. съ плоскостью 


и У +112=0. (34) 


Р®шивъ совместно оба ур. (33) и (34), найдемъ для 
направляющихь косинусовъ второй оси 7х, выраженшя: 


р и Чи: Чи 
1 3, О 11 а № 1 Ча, С 
и т Е Ча, 1 8, 


гдЪ (— коэффишентъь пропорцлональности. 
Предположимъ. что вторая‘ось дважетея въ плоскости (Р): 
од -- Ву 12=0, 
тогда первая олйсываетъ конусъ втораго порядка: 


ИГВИЙ (+ 40 _ аи 40 „90 (36) 
“(= + -2 че} )= 0. 


в. У а а ау 


Этотъ конусъ будемъ называть конусомъ осей. соотвЪт- 
ствующимъ плоскости (2). или просто конусомъ осей. Въ чает- 
номъ случа. когда эллинеоидъ отнесенъ къ осямъ, то 


= ах? -- Бу? - 6*22=1: (37) 
й если ввестй обозначевля: 
А =е— 0. НЫ "—с’, (= ры. а, (38) 
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то для конуса осей получаемъ уравнене 
А, ау2--В,Ва2-+Сиху=0. - (39) 


Перес чен1е конуса осей съ плоскостью (Р) даеть двЪ 
образующия, оси сВченя эллипсойда плоскостью (Р). Обозначивъ 
черезъ о,В.1, направляющие косинусы одной изъ нихъ, а черезъ 
Х,— обратное значене квадрата длины лежащато на ней 
радлуса вектора эллипсоида. будемъ имЪфть для опредзленя 
этихъ четырехъ величинъ уравневня: 


АВ: т Б.Ва1 1 не Ста, =0, 
да, - ВВ. +1. =0, 
о -- № -- и =1, 
А ==а’ол + 8 + с. 


Исключивъ Изъ первыхъ двухЪ авненй. получимъ: 
) 


па (ве > Ра) + «(нее —ще-)}= 


ИЛИ 
{19(Х,—в)—9 (Ха) г 0, 


такъ что 





С Х:— с а 
Е. 
также получимъ 
ы Е 
Я 
Й МОЖНО ПОЛОЖИТЬ: 
б Т А 
он == К ел, й 8,= = А, в хХ ре ° Е-А. ре р (40) 
ДВ: 
К, == 1: | д? а оС] Е аа (41) 


1 
Е Де а 


еее 
* г 
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Точно также, обозначивъ черезъ о,. В,. 7, направляющие 
косинусы второй оси сЪчетя эллиисоида плоскостью (Р). а 
черезъь Д, обратное значене квадрата ея длины, будемъ имЪть: 


(и ЕР 
а а 





ВЫ а? В 7’ 
К,=1 сект Е (—Х, я (<*-—Х,)* 5 (41,) 


что касается до значенй Х, и Х,. то велфдетве ур. (34) ихъ 
можно разематриваль какъ корни квадратнаго уравненя: 


а? 02 2 | 
в хх Е 
таюъ что 
ХА ое (6 а + (+), 
Х, Х, = са? - ба’ + ат. | (13) 


Мы буденъ принимать, что 
Пе, > Х, (44) 
т. о. что черезъ Х, названъ ббльш!й корень ур. (42). 

На основанш ур. (43) легко повфрить формулы 
(@2—Д,)(4—,) = — В.С, 
(@—х,)—х,) = — С.А, (45) 
(*—Х,)(*— Х)=— АБТ, 


а отсюда и. соотношеня : 











а’о’ ОВ Е а 
Вх хе ее х ” 
а‘? у б. — о 
а — Х, ор —х, т. : : Иа 
аа’ 3’ —. 





Е... 
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причемъ нужно имЪть въ виду нЪФкоторыя изъ слздующихъ 
тождествъ : 


Ул, =0, Уле0, Уацее)=0; 
Улан) = Е Уле= Не Ули А.В, 


Кром того, такъ какъ Х) и Х, суть обратныя значеня 
квадратовъ рад1усовъ векторовъ эллипеоида, то 


рн о’? Су 
ХК (хр На Не). 


(47) 


2, (48) 
кю (ежу ху + ху) — 
Обозначимъ : 
(—х,)(#— Хе ХМ, и 
(4—Х/)(®—Х,)(—Х)=М,, т 


причемъ замфтимъ. что благодаря сдЪланнымъь предположенямъ 
(44), М, имЪетъ положительное, а Л, отрицательное значене 
Перемножая ур. (49), получимъ 
М.М —= — ВСВ. - (50) 
ДалЪе изъ ур. (41) и (45): 
Е _ 
К-во 
и -- —`В.Ска- а’ сх 


а ти Е. о. хх, НИЯ. —х). 


Произведя въ послднемъ аи умножению и сум- 
мируя, мы будемъ получать посяфдовательно, имЪя. ВЪ виду 


ур. (47): р 
р —х. 


НИ 1 у а р 22 => 
ИК авс» (Аа (6 ТЯ т С № — Л 


Ц 
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Подобнымъ-же образомъ преобразуетея и Аз, такъ что 


И М, 





отеюда : 
М — М, 


К? К?—= Рус 





(52) 


Правую часть этого равенства легко составить, умноживъ 
второе изъ ур. (46) на 1/;; а третье на М, и вычитая; тогда 
получииъ: 

У (ХХ, фо -—Х,) (© — х)) = 
ох. х) У “(— ие), +х,) = ММ. 


отсюда, имзя въ виду первое изъ ур. (43), получимъ: 


М— М, 
Х,— Хх, 


уе (-очеечырнрночечоче-еч г 





дык 
о 


=> а’ ( — 09° т у = 42 РТ Г: 75 О + Ста «$. 


сн. | 
Юка 2 ге+Са &. | (53) 
Изъ Ур (43) пибень з 


((Х—Х,: т +Х,- 4х, М 
ие г ге еее уг г. С +8 т )-... я), 
ИЛИ. 
о: — А + В, т +Си—2 А, В — 
—2 В.С. те Агро. (54) 


Т, ХУ. Запие. Мат. От. : 2 
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Замвнимъ въ ур. (53) величины 41.... имъ соотвЪтетвенно 
равными (В,--С,)',..... и сложимъ его въ ур. (54); тогда 
члены, содержаште удвоенныя произведешя взаимно уничто- 
жатся; члены, содержаще Ат, будуть: 

Ато + Ала’ + 418’ = Ала’; 
такимъ образомъ будемъ имЪть: 
К} + №--(Х, —Х,)' = Ал ВВ -- Ст. (55) 


$ 6. Займемея теперь преобразовамемь функии пере- 
мВнныхь (42) и (2.9,2,): 
флх, уу, + ©°22, (56) 


и 4 
къ новымъ перемфннымъ (2'у’2’) и (2.9121). связь которыхъ 
съ прежними выражается уравнешями вида; 


а—0 а ау’ а’, 
у—Вия' -- Ву" В=', 
2—1" +19" +12, 


гдз (аВу) суть коеинусы угловъ, образованныхъ съ главными 
осями инерши какимъ-либо радлусомъ векторомъ. а (а,8,1,) п 
(а. {)--косинусы угловъ, образованныхъ осями сзчеюя эллип- 
соида плоскостью, перпендикулярною къ радлусу вектору, съ 
тъми-же прямыми: 
СдЪлавъ подстановку, получимъ, имя въ виду ур. (40), 
(46) и (48): | 
ата, + уу, - с*аа, —= Ха’, + Ху, + Рид + 
/ Й Й Й | 
-- К: (5'21 -- 2: ) НР К,(У' 21 и 2'1), (57) 
тдЪ: ‹ 
Р== аа’ + 0"? с’ (58) 
и означаетъ величину обратную квадрата рад1ува вектора по- 
верхности, имфющаго (1) своими направляющими косинусами. 


‚ ЗЕ ЕТАеУСЛИ 


В ИОЧИИ 
* 
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Положивъ въ ур. (57): 1,=5, У,=9, 21=2, получимъ 
лЪвую часть уравневя эллипеоида инерц!и; такъ что уравнен!е 
его будетъ: 

Хи -Е Ху + Рг + 2Ё, 55 + 2Куг =1. (59) 


Преобразуемь теперь къ новымъ осямъ уравнене (25) 
комплекса мгновенных винтовъ и формулы (26), связующя 
винт импульсивный 6ъ винтомъ мгновенным. 

ЛЪвая часть ур. (25} ебть сумма четырехъ выражений : 


= (а бе), 
Ак (6 1-6), 
а М 
= а, + Рыть + в... 


Вакъ координаты 5. 1. Со, Такъ и координаты \о. №» % 
преобразуются къ новымъ осямъ по тЪмъ-же формуламъ, какъ 
координаты точки: поэтому при переходВ отъ одной прямо- 
угольной сиетемы къ другой выражемя Ви С будуть ин- 
варьянтами; что-же касается до выраженй А и /). то первое 
изъ нихъ имфетъ видъ лЪвой части уравненя эллипсоида. 
умноженной на п, второе-же получитея изъ (56) замной 
(292) и (2.9.2,) на (156) й (мм). Такимъ образомъ, от- 
бровивъ значки при новыхъ координатахъ, мы можемъ такъ 
написать преобразованное уравнене комплекса: 


п рт) + «О — рп) + п(Р— рп) + КЕ ЗК, — 
— РСА Е о) 5 ХЛ Хоьь Е Ром Вам о) 

+ Кам, бы) 0, (60) 

Что касается до ур. (26), то слёдуетъ совершить одно- 


временно преобразоване надъ обфими частями равенства. 
Положивъ для краткости: 


т==). + тЁ., =. я оо = - п, ) 
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и отбросивъ значки въ новыхъ координатахъ, будемъ имЪть: 
(2.—туа, + (у,—п)а, - (&—49)=0, 
(х,-—т)ви + (у.—п в + (4—0, 
(.—т)и + (у—ть + (е-91=0, 
[к-т + па (а —рт-- (а, —ртаь (а, — ра), 
1. то ВЬ + пов $, -— рт В, + (и,— рп в» (76, — 9), 
[та + ть пе, рт + (6, — Рт)ь + (66, — 9). 
Первыя три уравнентя очевидно далютъ: 
2.—т. У—т, 9—0. 


УмноживЪъ-же посл довательно послВдн1я три на &,, В,. 11 
и сложивъ. получимъ: 


[, — (Фа + бет о + (Фала, + ОВ - Стиль) щь + 
+ (аа ВВ + 1) рт, 
или, имзя въ виду ур. (48) и (46): 
1—6 С К, — рт, 

Точно также найдутся й новыя координаты 7, и 9%.; такъ 
что будемъ имЪть при новыхъ осяхъ: 

= № п, Ь=(Х—ркЕ- К —р).. 

Е р Ц», т.—(Х,—рт)т. т К, — рн», (61) 

о —==Уо Е То) .—А1, + К ор (Р-р). — р. 

Если изъ этихъ уравненй опредзлимъ &, т,...... то 
получимъ формулы перехода отъ импульсивнатго винта къ мгно- 
венному. Уравнявъ-же вулю выражене 2, мт, -Р уб,. полу- 
чииЪ уравнен1е комплекса импульсивныхъ винтовъ при новыхъ 


осяхъ координатъ. Мы не будемъ этого дЪзлать, такъ какъ эти 
формулы намъ не понадобятся. 


г 
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ГЛАВА И. 


( перманентныхъ осяхъ и совершенныхъ ударахъ, 


® 7. Раземотримъ сначала случай, когда система импуль- 
сивныхъ силъ приводится къ одной сил. или просто— когда 
дЪйствуетъ одна импульсивная сила, которую для краткости 
будемъ называть ударомг. Мы будемъ разематривать только 
удары, способные вызвать одно вращене вокругъ о6и; таке 
удары носятъ назване совершенныхь. & соотвЪтетвующая ось 
вращен1я—перманеняиною осью. 

Перманентныя оси (Г) принадлежать къ комплексу: 


а, + Ошль + Суб, =0. (62) 


Зная координаты прямой (Г), найдемъ координаты лини 
дЪйств1я соотвЪтетвующаго совершеннаго удара по формуламъ 
(26), гдВ нужно будетъь положить р==т==0: 


1. —^.. Уо== о» бо =У\о 


(63) 


2 2 2 
[—а 5 т, = То “В —6 К 


Такой видъ будутъ имЪть эти уравненя, предполагая, 
что за оси координатъь взяты главныя оби инерщи. Если-же 
за коорлинатныя оби взять оси какого-либо сЪчен1я и нормаль 
КЪ НИМЪ, 10. ПОЛОЖИВЪ р==жк==0 въ ур. (60) и (61), полу- 
чимъ для комплекса перманентныхь осей уравнен!е: 


ХЕ -ЕХльнь + Ром + К (Ем ЕСА )-ЕК, (и, + бы), (64) 


ВИК 
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и для координатъ лини удара: 


ий =^А 5 Чо—= Но- 5 о=\о 5 


я 65 
1—Х.6, лк Кас, т, —=Хь о Кб. п —= Ка, ве Ку» Р%,. 


Хотя сила удара не иметь вмяюя на положене нперма- 
нентной оси, & лить на угловую скорость вращенйя, но для 
простоты она была положена (15) равной елиницы. Величина 
соотвтетвующей угловой. скорости будетъ завиеЪть отъ поло- 
жентя перманентной оси и лини удара. ДЪйствительно. изъ 
ур. (18) и (19) имЪемъ: | 


) 


Ци щх, ОР. 
©+№+2=1=9 (5 о 


вставляя изъ (20) и (21) вивето 9, Г, Ми М _ихъ зна- 
чен1я, получимъ: | 


4\? | 

М = М =. ] = +6, (66) 
или, по ур. (63): | 
ый т. т 

а (67) 


Изъ центра инерщи О’ опустимъ перпендикуляръ Ос на 
лин удара (С) (флт. 1) и построимъ ось (7) момента удара, 
проведя въ приличную сторону перпендикуляръ къ 9.л0скости 
удара ОсС. Назовемъ плоскостью момента удара плоскость, 
проходящую черезъ ось момента удара, паратлельно линш 
удара. СОдЪлавЪ такое-же построене для перманентной оси. по- 
лучимъ ялоскость оси вращеня ОГ и плоскость момента 
вращеня (т), проходящую черезъ центръ инери и параллель- 
ную прямымъ (Г) и (т). Первыя три изъ ур. (64) ноказы- 
ваютъ. что линя удара (С) параллельна оси (т) момента 
вращеня, т. е, что прямая (С) перпендикулярна къ плоскости 
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ОГ, а потому кратчайшее разстояе между (С) и (Г) ебть 
периендикуляръ с1,., опущенный изъ точки с на прямую (Г); 
четырехугольникь (су.] ебть четырехугольникъ плосвй, къ 
плоскости котораго прямая (С) перпендикулярна. Точка с но- 
ситъ назвате центра удара, а точка 1, — перманентныме 
цениромз вращенля, или просто перманентнымь центромз. 
Разстояня (с, Оу будемъ обозначать черезъ 4 и 9. 
Такъ какъ сила удара равна единиц, то 


%=603( (2),  У.=608(СУ), 2 =608((2), 
` 6=4608(0%), т.=а608 С), п,=46с08(?). 


Формула (66) показываетъ, что координаты (5, "ь....) 
могутъ быть разематриваемы какъ проэкщи и моменты отноби- 
тельно осей координатъ отр%зка, равнаго Л, отложеннаго 
на перманентной оей; поелЗдня-же изъ нихъ (№, №, \%) Суть 
вмЪотВ съ твиъ прбэкши на оси координатъ отр%зка равнаго 
М0 отложеннато на оси (т) момента вращенля. 

А такъ какъ ур. (62) дають: 


ду а =№ + № -- %=1, (68) 
То 
М.08 = 1, (69) 


и мы будемъ имЪфть: 


1 1 
Е = со (2%). т = х 608 (ГУ), & = 008 (Г), 


(70) 


\. = 608 (15), в. = 608 (пу), — % == 608 (12). 


Ур. (69) показываетъ, что при о@ной и той-же сил 
соверщенналю удара. величина узловой скорости вызываемаю 
вращенля обратно пропорилональна разстояню перманентной 
оси от центра инерши; и что при томъ-же услови пер- 
манентныя оси, вращене вокруз которыхз происходить сз 
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одинаковою Уузловою скоростью. суть касательныя къ сферъ. _ 
радусг которой обратно пропорийоналень узловой скорости 
вращения. 


Перемноживъ ур. (67) и (68) почленно. получимъ 


а 


7 2 э |. о 
бу) а а +. (71) 





другими словами; совершенные удары. вызывающие вращенля 
сз одною и тою-же уловою’ скоростью. принадлежать кз 
комплексу вторалю порядка (7 1); они будутъ слдовательно об- 
щими лучами двухъ комплексовъ втораго порядка (29.) и (71). 

Сравнен1е уравнемй (25.) и (29.) показываетъ, что 
комплексъ совершенныхъ ударовъ такъ точно построенъ отно- 
сительно эллинсоида, обратнаго эллипсоиду инерши, какъ 
комплексъ перманентныхъ осей — относительно эллинсоида инер- 
ци, такъ что достаточно раземотрьть одинъ изъ нихъ; мы 
остановимся на комплекс перманентныхъ осей, 

Перманентиыя оси суть тъ прямыя пространства, ко- 
торылхё поляры относительно эллитсоида. обратналю эллит- 
соиду инерши. кз нимь перпендикулярны '). 

ДВйствительно, полярныя плоскости двухъ точекъ (2,9,2,) 
и (2.9.2.) перманентной оси по отношению къ эллипеоиду : 


р у 7) 
р ао 





параллельны плоскостямъ. 


а 2—0, 


хх 22 
-5 + т ЯР 0; 


_1) 6. Ратроих. Ефа4е обошбычаие ваг 1ез регсиззотв её 1е сос 4евз 
сотрз. Ви, 4ез веепсез ша 6. Т. ГУ. 1880. р. 132. 


\ 


> 
ел 
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лин1я же пересфченя послЪднихъ, параллельная полярЪ ипер- 
манентной оси, имфетъ своими косинусами выраженя. пронор- 
тональныя слВдующимъ:; 


@ (9,2,-— 219, ) =@\., 0'(212.— 112.) и, в’(1у,— У), 


& такъ какъ косинуеы самой прямой пропорцтональны выра- 
жентямъ : 


7. —7 =, 92—91 — 15 2—1 ве 


то ур. (62) какъ разъ выражаетъ услове перпендикулярности 
перманентной оби и ея поляры. — 

Главныя плоскости инериии отсъкаютб на перманент- 
ной оси части. находяиияся между собою вё постоянномь 
отношении ' }. 

Пусть АВС (фиг. 2) одна изъ перманентныхъ осей, пе- 
ресзкающая главныя плоскости инерши въ точкахъ А. Ви С. 
Опустимъ изъ этихъ точекъ перпендикуляры на тлавныя оси 
инерщи 0х и Оу и 000значимъ черезъ «и В углы, образо- 
ванныя прямою АБС съ этими обями. Тогда можно будетъ 
положить: 


№=0/.6, ш=— а.» з=0Оа.с088В—О/.с08%, 


2 =608%. о ==6088. 
Подставивъ эти значен!я въ ур. (62) получимъ: 


Оа.с0з8.  с*—а^ 
0/.с0за `` с?— 0? 


Умножимъ числителя и знаменателя первато отношенля 


') ТЬ. Веуе. О1е беотейе 4ег Гасе. ГБе!рае, 1882. Т. Ц. р. 172. 


БО» 19-х < р с. - 
ЗА 
р ь >Я “ 5 
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на АБ; тогда, имВя въ виду что: 


АВсоз8 =}, Асов =0Оа, 
АБ. БС =аВ: Вау: ОТ, 
получимъ; 


22а? 


ых а | 
АВ: ВС = па = (10708. 


ч1т0 и требовалось доказать. 


Перманентныя оси суть ть прямыя пространства. 
которыя параллельны одной изз осей эллитса, получающа- 
ся в5 сючени эллипсоида инерши плоскостью момента 
вращеная ' }. | 

ДЪйствительно, если въ ур. (35) внесемъ вмВето направ- 
ляющихъ кобинусовъ прямой (Г) величины &, ти 6, которыя 


>0› 


имъ проноршональны, то косинусы второй оси къ (Г) будутъ: 
9. : В ОЕ (6°—6* ть (с — а?) бь : (9—6) щоб 
Р+»шая-же совместно уравненя: 


а, РО ьть Ес ==0, 
МЕ Мо По ск Уобо== 0, 


относительно /.. №. У, получимъ: 
А: Мог ==(0— 6?) Сом, : (62— а?) 6, : (а°— 63), , 


а 9т0 показываетъ, что второю овью къ (Г) служить ось мо- 
мента вращеня, такъ что самимъ сЪченемъ будетъ. плоскость 
момента вращенля. | 

Этотъ признакъ даетъ возможность построить воз перма- 
нентныя оси. Для этого беремъ въ эллинсоид%» любое езчене 
ий его оси 0х и Оу. Проводя нормаль къ намъ Оз, строимъ 
въ плоскоетяхь 0х и О2у спотемы прямыхъ, соотвЪтотвенно 


А АВЕ | 


т) В. Ва. Тье 4еоту оГ Беге\мв. ОаЪИа. 1876. $$ 159, 160. 
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параллельныхь оеямъ 05 и Оу; это и будуть перманентныя 
оси. Остается мЪнять положен1е сЪкущей плоскости. и мы по- 
лучимъ вс» перманентныя ови проетранства. Такое-же построенте 
для эллипсоила обратнато даетъ лиюи дфйствя совершенныхъ 
ударовъ. Но кромЪ того, такъ какъ послздюя параллельны 
осямъ соотвЪтетвующихъь моментовъ вращенй. то: 

Линя удара и соотвътетвующая перманентная ось 
_ параллельны осямё эллипса съченя эллитосоида инерши 
плоскостью момента вращения. 

Изъ послфднихъ свойств можно’ вывести слздующия 
саЪдетвя: 

_ 6 8. 1. Предположимь, что ударъ (С) направленъ 
параллельно одной изъ главныхъь осей инерцши, напр. 02; 
тотда всякая прямая плоскости 2Оу будетъ вмфетв еъ (0) 
представлять пару прямыхъ. параллельныхъ осямъ параллельнаго 
_имЪ сфченя. т, е. будетъ перманентною осью; слЪд.: 

Всякая прямая, лежащая вз одной изз злавныхь плос- 
_ костей инершии есть перманентная ось*). Соотвьтствуюций 
совершенный уУдарь перпендикулярень кз этой плоскости. 
‚ Очевидно, что и обратно: Всякая прямая, параллельная одной 
1435 осей инерийи, есть перманентная ось; соотвътетвующий 
ударз направленз по прямой, лежащей вз лавной плоскости 
инерийи. перпендикулярной к5 перманентной оси. 

2. Предположимъ, что лимя удара (С) перемфщается, 
оставаясь параллельной какой-либо прямой Ог. Такъ какъ 
овь (т) момента вращеня, параллельная (С) всегда обтаетея 
направленной по (2, то воотвЪтетвующия ови (Г) лежать въ 
_ Ламетральной плоскости 2Оу, перпендикулярной къ Од; кром 
того вов он параллельны той прямой этой плоскоети, которая 
вмъотв съ (<) составляетъ пару осей: всъ перманентныя оси, 
лежация в5 одной ’аметральной плоскости, между собою 


[ 


1) Т. Веуе. беошейуе 4ег Габе, р. 166. 
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параллельны; обратно: всь параллельныя между собою пер- 
манентныя оси лежать в одной Яаметральной плоскости '), 
ибо если направлене (Г) дано, то т%мъ самимъ дается на- 
правлене второй оси къ ней, т. е. прямой (т) или (С). Такъ 
какЪ тоже можно сказать относительно совершенныхъ ударовъ, 
принявЪ въ основане эллилеоидъ обратный, то слЪд.: Удары, 
вызывающие вращеня вокруз параллельныхь осей (Г), лежатв 
вё Одной плоскости ч параллельны той прямой, которая 
вмъетль с5 направлешемь (Г) составляет» пару осей эллит- 
соида инерции. 


3. Нерманентныя оси. выходяиийя изз какой-либо точки 
М, лежалтз на конусь?\ осей. соотвътетвующемь плоско- 
сти перпендикулярной кз радусу вектору ОМ. Пусть лия 
удара остается параллельной какой-либо плоскости 20Оу. такъ 
что (<) вращается въ этой плоскоети вокругъ точки О. Оси 
(Г), проходящйя черезъ какую-либо точку 1 лежащую на 
нормали ()2 къ плоскости, должны быть параллельны образую- 
щимЪ конуса осей, соотвФтетвующато плоскости хОу; он ле- 
жатъ слфдовательно на такомъ-же конусз. Этотъ конубъ со- 
держитъ три образующйя. параллельныя главнымЪъ осямъ инерции, 
нормаль къ ллоскости и пару прямыхъ, соотвфтотвенно па- 
раллельныхь овямъ (0х и Оу сЪчемя эллипсоида плоскостью 
хОу. Хотя этихъ шести образующихъ боле чЪмъ достаточно 
для опредЪления конуса, но можно указать еще седьную. па- 
раллельную тому д1аметру эллипсоида, который сопряженъ съ 
плоскостью 20у; въ самомъ дзлЬ, вторая обь къ нему, будучи 
съ нймъ сопряженной, лежитъ въ плоскоети 2Оу и свовпадаетъ 
слЪловательно съ однимъ изъ положен! оси (<). Изъ преды- 
дущато бслВдуетъ, что конусы, соотвфтетвующе различнымъ 
точкамъ прямой 02 равны между собою. Въ частномъ случа, 


1) Тыа. р. 170. 
2) Гыа. р. 168, 


_ 
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когда точка 1/ лежитъ на одной изъ главныхъ осей инерши, 
конусъ обращается въ двЪ плоскости, совпадающия съ глав- 
ными плоскостями инерши. на пересвчени  которыхЪ лежитъ 
точка М. Разложене конуса на двЪ плоскости происходить 
также въ томъ случаЪ, когда точка М находитея на одной 
изъ главныхъ плоскостей инерши; въ этомъ случаЪ одна изъ 
плоскостей совпадаетъ съ тою плоскостью инерши, на которой 
лежитъ точка 1/, другая-же проходить черезъ нормаль къ 


нервой ий черезъ прямую, проходящую черезъ Л параллельно 


дламетру, сопряженному съ плоскостью перпендикулярной къ ОМ. 

Удары, вызывающие вращешя вокруш осей (Г). выходя- 
щихь изз точки М, перпендикулярны кз рабусу вектору 
ОМ этой точки и суть образующия одною рода читерболи- 
ческию параболоида!). ЛП?йетвительно. обозначимъ черезъ 
(Г,), (Г.), (Г.) три кавя-либо образующия конуса. Вращенте 
вокругъ какой-либо четвертой образующей (Г) можеть быть 
разложено на три вращеня вокругъ прямыхъ (Г,), (Г5) и (Г.). 
Если обозначимъ черезъ (С), (С,), (С,) и (С3) ляши дЪйетвя 
соотвЪтетвующихь ударовъ. то ударъ по прямой (С) можетъ 
быть разложенъ на три удара по прямымъ (С,), (С5) и (С), 
& слЪдовательно эти четыре прямыя суть образуюния одной и 
той-же линейчатой поверхности вторато порядка. которая будетъ 
въ данномъ случа гинерболическимъ параболоидомъ, такъ 
какъ всЪ прямыя (С) параллельны одной и той-же плоскости. 
Такъ какъ каждыя три образующйя конуса не лежатъ въ 
одной плоскости, то не могуть лежать въ одной плоскости и 
лини дЪйествая соотвЪтетвующихь ударовъ. Въ самомъ дЪлЪ, 
это имЪло-бы своимъ слфдетвтемъ возможность подобрать такя 
три силы для ударовъ, которыя взаимно уничтожалиеь-бы, а 


1) Къ этой теоремв приходитъ также 0. Ма2оп1 въ евоемъ мемуар: 
«ВиПе {0г2е пири]з!уе сВе Ваппо ]а шейезила а710пе зорга ипо з$еззо рашо 


41 по 15фетща г1014э. Мар. Вепа. 1884. Т. ХХШ, 
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слВдовательно уничтожились-бы взаимно и соотвётетвуюния 
угловыя скорости. Отсюда слВдусть, что параболоидъ ударовъ 
можеть обращаться въ двЪ плоскости лишь въ томъ случаЪ, 
когда обращается въ нихъ конубъ осей вращенй, т. е. вогда 
точка ЛМ лежитъ на одной изъ осей или въ одной изъ глав- 
ныхъ плоскостей инерши. 


4. Перманентныя оси, лежашия в одной плоскости (т), 
обертызаютз параболу'). касательная в5 вершинь которой. 
параллельна второй оси кз нормали кз плоскости. 


Пуеть О — нормаль къ плоскости (7) я перескаетъ. ее 
въ 1т0чкз М, хОу— плоскоеть сВченя. параллельная плоскоети 
(7). Оси (Г). лежашия въ плоскости (17) должны обертывать 
кривую втораго порядка, такъ какъ черезъ какую-либо точку А. 
этой плоскости не можеть проходить болЪе двухъ касатель- 
ныхъ къ кривой. иначе конусъ перманентныхъ осей, проходя- 
щихъ черезъ точку А, преобразовалея-бы въ двз плоскости. 
Докажемъ, что къ этой кривой можно провести только одну 
касательную данннаго направленя. т. е. что кривая есть па- 
рабола. Для этого, замфтивЪ, что оси моментовъ (<) для 
различныхъ (Г), находящихся въ плоскости (27), лежать на 
конусЪ осей, соотв тетвующемъ плоскости. Оу. проведемъ черезъ 
О прямую Оа, которой (Г) должна быть параллельна, и найдемъ 
на конуев вторую овь къ ней. Это будетъ ось момента (Е 
соотв тствующая искомой (Г). Возотавивъ изъ О перпендику- 
ляръ къ плоскости зОа. ироведемьъ черезъ точку пересфченя — 
его съ плоскостью (и) прямую. параллельную Оа; это и будетъ 
искомая единственная касательная. Если за Оа взять вторую 
ось ОМ Еъ нормали 02, то предыдущее построен1е привело-бы 
къ безконечно удаленной касательной параболы, которая ел3- 
довательно мараллельна ОМ. Из касательных кз параболмь, | 
кромтъ безконечно удаленной, обращають наше внимане слъ- 


1) Т. Веуе. беотейие. р. 168. их ‚ 
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дуюиия: три, по которымь плоскость (т) переспкаеть 
злавныя плоскости инерили. одна, параллельная второй оси 
кз даметру, сопряженному плоскости Оу. и дв. выходя- 
ичйя изв М и параллельныя осямь съчешя %О0у. Такъ какъ 


двф послфдшя взаимно перпендикулярны, то точка М лежить 
на директрись параболы. 


Въ частномъ случаВ, когда плоскость (2) пернендику- 
лярна къ одной изъ главныхъ осей инерии, парабола 00- 
ращается въ дв® безконечно удаленныя точки; оси (Г) обра- 
зують двЪ системы параллельныхъь прямыхъ, соотвЪтетвенно 
параллельныхЪ двумъ остальнымъ осямъ инерции. Если плос- 
кость (72) проходить черезъ центръ `инерщи, парабола обра- 
щается также въ дв точки. изъ коихъ одна совпадаетъ съ 
центромъ инерцш, а другая безконечно удалена въ направления 
второй оби къ дламетру, сопряженному къ плоскости. 
Совокупность всъхь параболь, лежащихь вв параллел- 
ныхе плоскостяхь (т), есть конусв втораю порядка, имъющий 
вершину в центрь инерии ') и нормальный кз соотвътетву- 
ющему конусу осей. 
Черезъ какую-либо точку Р проведемъ одну изъ плос- 
| костей (7) и допустимъ, что въ ней черезъ точку РГ проходатъ 
| дв касательныя а й 6 къ соотвЪтетвующей параболЪ. Такъ 
° какъ конусы овей для различных точекъ прамой ОР равны 
между с0бою и одинаково расположены. то черезъ каждую 
точку этой прамой пройдуть двз образующия, соотвественно 
параллельныя прямым а и 6; он будуть касательными къ 
параболамъ. лежащимъ въ другихъ плоскоетяхъ (2%) и собта- 
вятъ двз плоекоети А и В, касательныя къ поверхности. за- 
нимаемой параболами. Отсюда слЪдуетъ, что черезъ каждую 
точку Р пространетва не можеть проходить болЪе двухъ каба- 
тельныхъ плоскостей къ поверхности и что вс он проходятъ 


1) Веуе. 1. с. р. 110. 
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черезъ центръ инерщи, который слЪдовательно совпадаетъ съ 
вершиной конуса втораго порядка, занимаемато параболами. 
Ряду касательныхъ параллельныхъ 4. какъ перманентнымъ осямъ. 
соотв тбтвуеть одна ось (т) момента вращеня; а такъ какъ 
поелЪдняя лежитъ на конус осей, то можно сказать, что об- 
разующя конуса осей соотвЪтетвенно перпендикулярны къ 
касательнымъ плоскостямъ конуса параболъ, т. е. что оба 
конуса нормальны другъ къ другу. 

Совершенные удары, вызывалюцие вращенля вокрузз осей, 
лежащихь вг плоскости (т). суть образующия одною рода 
уитерболоида. ассимптотическй конусь которо  равенв 
конусу осей, соотвътствующему плоскости (т). 

Пусть (Г,), (Г,), (Г’)—три каюя-либо кавательныя къ 
параболз. Вращене вокругъ всякой четвертой касательной (Г) 
можетъ быть разложено на три. пройсходящихъ вокругъ осей 
(Г. ), (Г,) и (Гз). Отсюда слвдуетъ, что ударъ (С), вызы- 
ваюлий вращен!е вокругъ (Г), можеть быть разложенъ на три 
удара по прямымъ ((С.), (С,) й (С.). соотв тетвующимь осямъ 
(Г.). (Г5) и (Гз). Это-же требуетъ, чтобы четыре прямыя 
(С), (С,). (С) и (С;) были-бы образующими одного. рода 
линейчатой поверхности втораго порядка. которая будетъ въ 
данномъ случав гиперболоидомъ, такъ какъ прямыя (С) па- 
раллельны (т), лежащимъ на конусь осей, соотвЪтетвующемъ 
плоскости (1%). 

5. Для выяснен1я той роли, которую играютъ образующия 
вторато рода въ гинерболическомъ параболоидв и гиперболоидз, 
докажемъ такую теорему: 

Еели (С,) и (С.) суть удары, вызываюпия вращеня во- 
кругъ осей (Г) и (Г.), и евли (С. ) и (Г.) порока то 
пересзкаются также (С,) и (Г, )). 

Пусть (65 1.:..) и (&, 1.....) суть координаты осей 
(Г,) п (Г.); тогда координаты соотвзтствующихь ударовъ 6у-. 


1) В. Ва|. ТЬе Твеогу оЁ Эсге\з. Бат, 1876. р. 48. 


= 
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путь (0%, №. \, а, бу, Сб) и (№ щ....). Услове пе- 
ресЪчешя прямыхъ ((.) и (Г.): 


а - 6”. по Ь-Е Ао Ешь о \%=0, 


вел детв1е полной симиетр1и координатъ, есть также услов1е 
пересвченя прямыхъ (0.) п (Г,). 

Отсюда слФдуетъ: 

Вз имюерболическомь параболоидть (вё итерболоидъь). ко- 
торало образующия одною рода суть лими Чдаровз, вызы- 
вающихь вращешще вокрув перманентныхь осей. выходящих 
#35 одной точки ( лежашщихь в одной плоскости), образующия 
втораю рода суть перманентныя оси вращенй. вызываемыхь 
ударами. проходящими черезз ту-же точку (лежащими вв 
той-же плоскости) 1). 


$ 9. Прежде чЪмъ перейти къ аналитическому изел%до- 
ван1ю распредзлен1я перманентныхъ осей, укажемъ направлене 
тзхъ прямыхъ., которыя играютъ 060бую роль въ отношени 
къ плоскости какото-либо сВченя и съ которыми намъ уже 
приходилось отчасти встрЪчатьея. Пусть «Оу — плоскость какого- 
либо сЪченя, (5 и Оу направлены по его овямъ, Ог или ОМ 
нормаль кЪ нимъ. ОМ, — ламетръ* сопряженный плоскости с3- 
чения. ОК—его проэкцая на ту-же плоскость, ОМ — д1аметръ 
оЪчен1я сопряженный съ ОК, ОТ — нормаль къ нему. Такъ 
какъ ОМ есть даметръ сопряженный съ ОК и ОЛ. то онъ 
сопряженъ съ плоскостью Л/ОК, и такъ какъ ен ОМ 
перпендикуляренъ къ ОХ, то они составятъ пару осей эллипсоида. 


Принявъ въ обноване ур. (59) эллипеоида инерши и 
обозначивъ для краткости: 


К=Уу К» Ак ую 





1) Теорема. относящаяся къ параболоиду, принадлежитъ 0. ЕО 


1. т. 104. 
Т. У Запие. Мат. Отд. З 
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будемъ имфть для направляющих косияуеовъ прамыхъ ОМ, 
ОТ, ОМ, и ОК выраженная: 














К. 

т - 0 — для прямой ОМ, 
и о АИ, на 
А ХА хх 

ет Е › ОМ, 
АХ А. 


Уравнен!е плоскости. сопряженной направленно ОМ: 
Ка- Ку-Е Рё=0. 


$ 10. Раземотримъ случай параллельныхъ перманентныхъ 
осей (Г). Проведя черезъ центръ инерши прямую параллельную 
направленю (Г). прЙмемъ ве за ось Ог въ ур. (64). и (65), 
ПОлОЖИВЪ ВЪ НИХЪ: | 


И 0, %==0; 


получимъ: 
К№- Кшь=0. (72) 
И У» ии) (73) 
и Кабь» т — Аз, п, =. 


Ур. (172) даеть направлене ОМ (фиг. 3) для оби (<) 
момента воЪхъ осей (Г). перпендикулярныхь къ плоскобти 
2Оу; онЪ пересЪкаютъ слЪдовательно эту плоскость по пря- 
мой ОТ. 

Лин!и соотвфтствующихъ ударовъ параллельны ОЛ и, такъ 
КАКЪ 

,: то: 0 =603(С <) : с0$( Су): с05(@2)=К, : К,:Р, 
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то онз лежатъ въ одной плоскости, сопряженной направленю 
(Г). Лини ударовъ перпендикулярны къ плоскостя 2ОТ, по- 
этому кратчайшее разетояне су, между двумя соотвЪтетвую- 
щими прямыми (С) и (Г) пересЪкается осью О2 въ точкЗ 4 
подъ прямымъ угломъ. Обозначивъь 1,9 и с4 черезъ д ид, 
будемъ имЪть въ данномъ случаз: 


ЕЙ ОО 
и послзднее изъ ур. (73) даетъ: 
1 =Р, (174) 


т. е. кратчайшее разстояще между перманентною осью и 
лимей удара раздъляется прямой. проходящей Через» центрз 
инериии и параллельной перманентной оси, на двъ части, 
произведене которыхь равно обратному значеню квадрата 
параллельнаю оси вращетя рафуса вектора эллитсоида 
инерили \). 

Возвышая въ квадрать и складывая три поелвднихъ 
ур. (73), получаемъ соотношене между разетояями 0с=@ п 
О1==6 двухъ соотвтетвующихъ прямыхъ (С) и (Г) отъ центра 
инерщи : 


48 =1/ К:- Ю-Р”. (75) 


Это произведенте также постоянно при данномъ направ- 
лени (Г). 

Если О есть одна изъ главныхъ осей инерши, вез пря- 
мыя ей параллельныя могутъ быть приняты за оси (Г). Оси (Г) 
съ одною ий тою-же угловою скоростью отетоятъ отъ главной 


оси 02 на одномъ и томъ-же разстояни ‚ т.е. суть про- 


М0 


1) О. Тига22а. П пою 4е1 зуфет1 т10141. Райотуа. 1868. р. 442., 
ур. (23). 
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изводящ1я прямаго крутлаго цалиндра, ось котораго есть Оз, 
а раллуеъ равенъ Ив ° Ливни соотв®тетвующихь ударовъ ле- 
0 


жатъ въ плоскости хОу и при данномъ 60 касаются окружности, 
иизющей центръ въ центр инерши, а радтуеъ основанля (175) 


а= с М8, 


гдз с есть рад1усъ инерци. параллельный Од. 

Въ болфе интереенымъ результатамъ пруйдемъ, если. при- 
няВЪ во внйман1е. что параллельныя оси (Г) лежатъ въ одной 
дламетральной плоскости, пр1ймемъ ее за плоскость Оу въ 
ур. (64) и (65). положивЪъ тамъ: 


ЛЕА АИ *—= 1; 


тогда получимъ: 


КГ А = 0. : (76) 
=0, /=0, 2 =1 } 
И о. 
—=Х:5, == Хр, п =0. } 


Ур. (76) опредфляеть направлен!е пучка параллельныхъ 
осей (Г), лежащихъ въ плоскости еЪъченя, и показываетъ. что 
он параллельны прямой ОМ (фиг. 4). 

Линя удара перпендикулярна къ плоскости 2Оу й пере- 
сфкаетъ ее въ точкЪ с. центрз удара. Обозначивъ черезъ 
(1, 9:) координаты этой точки, будемъ имЪть: 


Хо ==, Хит = — 2. (78) 


ОпредЪливъ отсюда & и т», напишемъ (4) уравнеше пря- 
мой (Г): 


991 


х а =0, (79) 
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Хотя это уравнене показываетъ. что прямая (Г) парал- 
лельна тому дЛаметру эллипса сЪчентя, который сопряженъ на- 
правлению Ос, однако то-же будетъ имЪть мфето по отношентю 
&Ъ другому эллипс !): 

12 1.8 


| (80) 


который назовемъ центиральнымев. 

Продолжимъ Ос до ветрЪчи съ прямой (Г) въ точк® с’. 
Координаты (5'/’) этой точки найдутся, рВшая  совмзетно 
ур. (79) и уравневе прямой Ос: 


:У=4,: 9, 
и будуть равны: 
о а, о ЖЖ, 
Ха--Ху Ха-- Ху 
отсюда: 
Хх: 30’ 


их Ха 


Съ другой стороны центральный эллипсъ отеЪзкаетъ отъ 
прямой Ос радлусъ векторъ р, длина котораго опредЗляетея 
уравненемъ : 

И Я ии. 
р = ХХ 


такъ что будемъ имфуть: 


0е. 0—5. (81) 


1) Ро1п30$ пользуется такимъ эллипсомъ при изелвдован1и распредз- 
лен1я перманентныхъ осей въ одной изъ главныхъ плоскостей инерщи. Оцез- 
Яопз дупаш1ащез. биг 1а регеизз10п 4ез согрв. 1лопуШе. Фопгпа|. 1851. 
Е. р. 321. 
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Это уравнеше показываетъ, что центръ удара и точка с’ 
образуютъ на прямой Ос инволюц!ю. такъ что по одной изъ 
нихъ можно легко найти другую; когда с’ будеть центромъ 
удара, прямая (Г) пройдетъ черезъ точку с'). Выфето того, 
чтобы стройть центральный эллипоъ можно. воспользовав- 
шись формулой (74). искать геометрическое мЪсто перманент- 
ныхь центровъ, такъ какъ мЪфето центровъ ударовъ с есть 
прямая Ос. Въ ур. (14) введемь 0,=69=099(СОМ№), 9=1 9 
й обозначимъ черезъ р, тотъ дЛаметръ эллипса сЪчен1я, который 
параллеленъ (Г); тогда будемъ имЪть: 


и 
1199 = (Сом) 


такъ какъ 1,9 и 04 суть прямоугольныя координаты перманент- 
наго центра 1, по отношеню къ осямъ ОМ и ОТ. то м%ето 
точки 1, есть равносторонняя гипербола, для которой эти пря- 
мыя суть ассимлтоты 2), { 


Въ томъ елуча$ когда (Г) лежитъ въ одной изъ тлавныхЪ 
плоскостей инерши. она можетъ занимать тамъ произвольное 
положенте, хотя связь между центромъ удара и направленемъ 
(Г) остается та-же. какъ и въ раземотр$нномъ нами случаЪ. 
Перем$щая с по какой-либо прямой Ос. мы будемъ перем щать 
(Г) такъ, что она всегда останется параллельной дламетру 
сопряженному съ Ос. Такъ какъ тгипербола перманентныхъ 
центровъ будетъ иЪняться съ измфнешемъ направлентя Ос, то 


1) Ср. Ро1п50%. 1. с. 323, гдв даются эти теоремы лишь для случая осей, 
лежащих вЪ одной изъ главныхъ плоскостей инерции. См. также О. Тиага27а, 
1. с. $ 75. Тагалха не пользуется эллипеомъ (80), такъ что ур. (81) у него 
дается въ Форм® Ос. Ос^=сопзё., хотя должно замфтить, что обобщене едз- 
лано въ другомъ направлени; вмЪ%ето одной импульсивной силы предпола- 
гается система такихъ силъ. Этотъ случай изелвдуетея въ 3-й глав этого 
сочиненля. 


2) Тагал2та, 1. с. $ 73 еъ обобщенемъ, указаннномъ въ !). 


* 
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удобнфе остановиться на центральномъ эллипеЪ Ро1130$. При 
этомъ тЪмъ изъ прямыхъ (Г). которыя обертываютъ окруж- 





ность съ центромъ въ О и радуса = И соотвЪтотвуютъ 
0 


равныя угловыя скорости 60. Ур. (78) въ примфнени къ глав- 
ной плоскости инерши даютъ; 


— С ВА — — ЕН . 
с08(Г#) = 2М®’ с05(Гу) = МВ 
откуда: 
т УЗ 
И На 1 


т. е. удары. вызывающие вращене сз одинаковою уловою ско- 
ростью вокрузз осей, лежащихь в5 одной из злавныхь тлос- 
костей инерши хОу. ‘направлены по производящимь эллит- 
тическаю цилиндра, мнимая ось котораю есть ось Оз, а 
‚ двъ дъйствительныя оси направлены по двумз друмз осям 
инерили. 

$ 11. Для полученя конуса осей, соотв течвующато плос- 
кости хОу какото-либо сВченя. мы должны будемъ въ ур. (36) 
положить и=8=0, а за функшю С взять лФвую часть ур. (59); 
тогда получимъ: 


(Х,—Л,)ху + К,уг— Ка = 0. (82) 


Если такой конусъ перенести параллельно самому 660% 
въ точку М оби Оз (фиг. 5). то онъ представить геометри- 
ческое м№сто перманентныхь осей (Г), проходящихъ черезъ 
эту точку. Предетавив'ь себЪ этотъ конусъ въ такомъ положенн, 
получимъ пересЪчене его съ плоскостью 20у, положивъ въ 
ур. (82) з==0ОМ=— А: 


(Х,—Л,)ху—КВу- КВ = 0. (83) 


Это равносторонняя типербола, ассимптоты которой па- 
раллельны овямъ 0х и Оу еЪчемя. Касательная вЪ начал 
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координатъ есть прямая ОТ, такъ что ОМ — нормаль КЪ ГИ- 
перболв. Координаты центра С, гиперболы суть: 


К, К, 


ит, В ут, = 9 


а уравнен1е кривой, отнесенной къ центру: 


К.К, 

ЖИ. | 

При перем щенти точки М вдоль ОМ получаемъ пучокъ 
гиперболъ. имфющихъ общую точку М. общую касательную въ 
ней и одинаково направленныя ассимитоты. Для полнаго опре- 
дЪлен1я каждой изъ такихъ кривыхъ достаточно знать еще одну 
ея точку. Но такъ какъ извЪфетно, что въ числВ образующихъ 
конуса есть одна ИК. параллельная д1аметру ОЛ, сопряжен- 
ному въ эллипсоидЪ съ плоскостью счен1я. то проведя черезъ 
М такую прямую найдемъ на пересЪченти съ плоскостью 20у 
на прямой ОК точку А, принадлежащую гипербол$. Величина 
и направлен1е осей конуса опредвляются системой уравнен!й : 


(Х,--Л,)-—Кл==р»А, 
(ХХ) + Корь, 
— Кл + Кь =», 
м ИК 

(р) = | (С —Ж) № К |0 
К,, р 


ху = — 


ГДЪ: 
И рр (с—ху чЮ+ к: +2х%—Х)ЮК, (86) 


Причемъ замтимъ. что, обозначивъ черезъ р,, р, ирз три 
корня этого уравнемя, будемъ имЪть: 


р: Раз = —2(Х.— Х,) Е... (87) 
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Коэффищенты ур. (85) можно выразить въ функши ко- 
синусовъ а. Ви тугловъ, образованныхь прямой ОМ съ глав- 
ными осями инерцш. Вобпользовавшиеь для этой цфли ур. (55) 
и (51), получимъ: 


2°— (Ала + В’ 01°) + А, В.С =0. (88) 


Если разсматривать въ этомъ уравнени р какъ постоянное. 
то оно предотавитъ коническую поверхность—м%ето тзхъ пря- 
мыхъ (1, для точекъ которыхъ одна изъ осей конуса (83) 
имфетъ данное значене. Очевидно. что черэзъ каждую прямую 
ОМ проходитъ три такихъ поверхности. 

Производащия конуса осей. касающляея тара: 


НИ 
--У +2 — М6? ) 


г.) 


суть перманентныя оби съ одною и тою-же угловою скоростью 6 
и будутъ дЪйствительны. только когда: 


1: М0<А; 


въ посл днемъ случа$ он суть также производящая прямато вруг- 
лаго конуса, ось которато есть прямая МО. а вершина въ М. (%- 
чен1е этого конуса съ плоскостью 20Оу есть кругъ., центръ 
которато въ 0. а радлусъ г легко опредфляетея изъ фиг. 6, 
ГДЪ: 





МВА МО" Во 
т. 
1 
ярМо=вВо: МВ= ————, 
уе —1 
—00==МочрМо= ————, 
уме 


Этотъ кругъ пересЪкаетъ гиперболу вообще въ четырехъ 
точкахъ, соединив которыя съ 1/, получимъ четыре перма- 
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нентныя оси ©ъ одинаковою угловою скоростью 6. Нанменьшему 


1 
значено пт соотвЪтетвуютъ двЪ пройзводящтя параллельныя 


осямъ Ох и Оу сЪченя. 
Перманентнымь осямъ. лежащимъ на конус». соотвЪ»т- 
ствуетъ парабололдъ ударовъ. Воординаты лини удара най- 
дутся изъ ур. (65), полагая тамъ у—=0; тогда получимъ; 
№, Уо— №. 20= У, ==0, 


1=Х.&-НК, о, т=Ху-- К, = -ЕРК,-ЕР <. | О | 


Но такъ какъ оси (Г) пересВкаютъ О2 на разетоянш В 
отъ начала, то по формуламъ (3) можно положить: | 
такъ что. помня первыя три ур. (89): 


и уу щи в ВВ, 
т,=ет,— 12, = 2х, == 2. = -—2В\, (91) 
ду, —ут, = др, — У^, = (& ТР чт») В. 
Уравнивая значеня 1, т, п, йзъ ур. (89) и (91), 
нолучимъ уравненя прямой (С): 
Е ВЕ КЕЙ 
[0 
(Е, НЕНК, УВ 


откуда, исключая &. т,. С. найдемъ уравненме поверхности: 
(Кака ( ХХ (+ к.) пе + 
К, Х,Ву--К,Х,Вх-- РХ.Х, В КК: —Х, К? =0. 


(92) 


Направляющими плоскостями параболоида служатъ плоскость 


р 
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2Оу и плоскость сопряженная направленю ОМ въ эллинеоид%. 
Такъ какъ лиШи ударовъ, лежащая на параболонд®. параллельны 
плоскости хОу. то опредфлимъ, на какомъ разстояи 2 отъ 
этой плоскости находится та изъ нихЪ. которой соотв тствуетъ 
какая-либо перманентная ось МГ, лежащая на конусВ. ИмЪя 
въ виду ур. (89) и (90). опредзлимъ изъ ур. (64) ве- 
личину С: | 


1 (= 2)... 





а. и 
слЪдовательно : 
Ху; Ь 1 Хх. Б.у, т Аа. 
ры н&-р а 


Сравнивая-же это уравнене съ первымъ ур. (91). полу- 
чаемъ : 
1 АКу ЕХАх. 
р. (94) 
В Кл. -- Ку. 


Линтя удара пересЪкаетъ плоскость ОМГ въ центрЪ 
удара с, причемъ прямая Ос ееть дТаметръ сЗченя О.М, со- 
пряженный направленю /Г,. Зная направлене Ос и разетоянте 
3 точки с оть плоскости хОу, опредзлимъ вполнф линтю удара. 
Еели изъ точки с опустить перпендакуляръ сс’ на Оз, то 
прямая сс’ параллельна плоскости хОу и уравнене ея проэкци 
на эту плоскость есть: 

= —9.:У.. 

Иеключивъ отношене х,:у, изъ этого уравнетя и изъ 
ур. (94), получимъ гиперболичесый параболойдъь — место пря- 
мыхъ сс’. Геометрическое мЪето центровъ ударовъ есть оче- 
видно пересзчене этого параболоида еъ параболоидомъ уда- 
ровъ. 

Такъ какъ: 


ХК, + ХК, 
и 





т 0. 


со(СОК)= т, 


соз(СОГ) 
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то ур. (94) можно намтисаль: 


Т. Со(сокК) 9 
КВ б50ОГ) ` (30) 





Перманентныя оси. лежащля конус и параллельныя осямъ 
Ох и Оу сЪчетя, имЪютъ наименьшйя угловыя скорости. Ихъ 
вызываютъ удары. направленныя по производящимъ парабо- 
лойда. соотвзтственно параллельнымъь осямъ Оу и (5. Полагая 
въ уравнемяхъ прямой (С) сначала т, =6, = 0. а затВмЪ 
==(.==0. получимъ координаты 2’ из’. 2'.и У’ точекъ пере- 
сфченя этихъ производящих съ плоскостями 202 и 902: 


ре Х: р К, 
$ —= — Го ие - В’ 
1! Х, [0 К 
и 


$ 12. Перманентныя оби, лежаця въ одной плоскости (9%), 
обертываютъ параболу, и вс параболы, лежашля въ парал- 
лельныхь  плоскостяхь. образуютъ конубъ вторато порядка, 
вершина которато лежитъ въ центрв пнерши, и притомъ ко- 
нусъ, нормальный къ конусу осей. Но конусъ нормальный къ 
конусу (82) будетъ представленъ уравнен1емъ: 


К, =?- Ку? (ХХ, )? 22 2К,(Л,--Х,)уг—2К(Х,-—Х, 2 + 
+2К,К,ху==0. 


Поэтому для получен1я параболы, лежащей въ плоскости 
‚ (2), перпендикулярной къ ОМ, нужно внести 2=А въ урав- 
нен!е конуса; получимъ: 


(Канкун —Х,)В (Кук -ХуВ)= 0. (96) 
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ИзвЪетно. что сЪченте двухъ конусовъ, нормальныхъ другъ 
къ другу и имвющихЪъ общую вершину, какою-либо плоскостью. 
суть кривыя обратныя (70{атт’есрток) по отношенто къ обнова- 
н1ю перпендикуляра, опущеннато изъ общей вершины на сЪкущую 
плоскость '). Пусть напр. АВ (фиг. )) есть касательная въ точкЪ 
А къ гиперболв свченя плоскостью (2) конуса осей. Опустивъ 
изъ М перпендикуляръ МВ на касательную, найдемъ на немъ 
такую точку 4., чтобы: 


МА,.МВ= — В, 


точка А, будетъ принадлежать параболв. Знакъ минусъ въ 
этомъ уравнени показываетъ. что разстояня МА, и МБ от- 
кладываются вЪ прямопротивуположную сторону. Однако эти 
разетоянтя будуть откладываться въ ту-же сторону. ебли по- 
строить параболу обратную крйвой пересзчен1я конуса о6ей, 
имфющаго вершину въ //, съ плоскостью хОу, т. в. кривой (83). 
Для построемя вершины параболы достаточно продолжить ОМ 
до ветрзчи во второй разъ съ гиперболой и построить каба- 
тельную къ ней въ этой точкЪ; точка параболы, соотвЪтетвующая 
этой касательной, и будетъ ея вершиной. 

Для получения гиперболоида ударовъ. ссотвзтетвующаго 
перманентнымъ осямъ. обертывающимь параболу. положимъ въ 
ур. (65) С. =0, тогда получимъ: 

=. т,=Х, п,=А РК, (97) 


Воспользовавшись затВмъ ур. (90), мы получимъ для 
лини удара уравненя: 
Ву— (2-Х, )=0. 
Дохе Х,)=0, 
у. (Вх — К) — *(Ву— К, ) = 0. 





г’) байпоп - Ее4]ег. Апа!уйМзеВе Сеошейче 4ез Ваашез. Герио. 
1809; ЕЪ. 15. 
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Остается исключить отеюда 2.. У,. 2, лля получетя 
искомой поверхности: 


В(Х,—Х,)ау-+-ВКуг—ВКлг—КХа--КХу=0. (98) 


Гиперболоидъ проходить черезъ начало координатъь и 
имзетъ въ числЪ свойхъ образующих ось О и дв друмя 
параллельныя осямъ 0х и Оу сЪченя. Координаты центра: 


К К хх 


АЕ АЕ и. 
“= Зв’ В=эв› 1= ОВ о И 


и уравненте поверхности, отнесенное къ центру: 


(ХЕХ, А, К, 


2(Х,—Х, 25-2 К1у2—2 Коха ВА О р = 0. 

Для опредфлемя величины и направленя осей будемъ 
имзть тв-же ур. (85), кая мы имЪли для конуса осей, такъ 
что имЪя въ виду ур. (87), получимъ уравнене поверхности. 
отнесенное къ центру и осямъ: 


риа - ру? - 032 Ра = 0. (100) 


Такъ какъ ось (0 ееть одна изъ образующихъ гипероо- 
лоида и именно того рода, къ которому принадлежать перма- 
нентныя оси, то черезъ начало координатъ проходитъ образующая 
другого рода, пересЪкаемая перманентными осями. Эта обра- 
зующая есть дтаметрь ОМ,, сопряженный плоскости сЪчешя, 
Еели (5, т, 0) величины. опредзляюцщия направлене одной. 
изъ осей (Г), то лишя удара переезкаетъь ОЛ, въ разетояи 
р отъ начала въ точкз //,, координаты которой: 


ких я хх, 
И И 
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Для опредЪленя о воспользуемся послВднимъ изъ ур. (97): 
п, =219,— Ут. = 218, Р.В, == 18, + Куць; 


вотавивъ сюда вмЪсто м, и у, координаты точки Л[,, полу- 
ЧИМЪ: 


с вь А ИЕ. а К: 
т 


или, какъ при выводв ур. (95): 


ТК . со (ГОТ) К со5(ГОТ) 


ВААлЕ =00Ю | ЮоСМОЮ скгою` (0?) 


Этимъ разетоянтемъ и евоимъ направленемъ лиюя удара 
вполнз опрехзляется. 


$ 13. Точка на перманентной оси (Г), названная перма- 
нентнымъ центромъ. играетъ очень важную роль въ механик». 
Она обладаетъ тЪмъ свойствомъ. что центробъжныя силы, раз- 
виваюнияся при вращенти твердаго тЪла вокругъ перманентной 
оси, при приведети ихъ къ этой точкВ оказываются эквива- 
лентными одной сил. моментъ-же пары равенъ нулю. Подъ 
влян1емъ совершеннаго удара вращен1е вокругъ оси (Г) про- 
исходить совершенно свободно лишь въ первый моментъ. Если- 
же мы желаемъ, чтобы и затВмъ тёло вращалось вокругъ 
той-же оси, то ее нужно укрВлить вообще говоря въ двухъ 
точкахъ. Въ томъ только случаЪ. котда одна изъ точекъ при. 
крёпленя совпадаетъ съ перманентнымъ центромъ оси вращенля. 
укрьплене въ другой точкЪ излишне, такъ кавкъ центробъжныя 
силы, развивающтяся при вращенш, полностью уничтожаются. 
реакллей первой точки. Наконецъ. въ еще боле частномъ 
случаз., когда перманентная ось совпадаеть съ одной изъ 
тлавныхъ осей инерции, центробъжныя силы эквивалентны нулю, 
такъ что всякое укрфилен1е оси вращенйя излишне. 
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Укажемъ методъ, предложенный Вейталит '), для полученя 
координатъ перманентныхь центровъ, видоизиВнивЪ его такимъ 
образомъ. чтобы результать не зависзлъ отъ выбора коорди- 
натныхЪ осей, и слЪдовательно отъ вида уравненя комплекса. 

Въ силу первыхъ трехъ ур. (63), а также ур. (5). бу- 
демъ имЪть: 


ей а По№о - о Я 0 9 


[А + ти, - п =0. Г 


Рьшивъ эти уравнен1я относительно отношенй А, : м. У 
получимт : 


^\— Чо —2'=( 715. у Поть ) 
аб (т, — 16.) , (103) 


— 2. =]. = 
ИЕ: Ть— = Поет тб, а ) 


тлв д, У и = координаты какой-либо точки прямой (Г), а мно- 
житель «я— коэффишентъ пропоршональности. Мы удовлетворимъ 
этимъ уравненямъ, если, оставивъ В неопредЪленнымъ; ипо- 
лОжимЪ: 


д (ВЕ, +1), у, ти, 2 В, + ть)а. (104) 


Такъ могуть быть представлены координаты какой-либо 
точки прямой (Г). Перманентный центръ можетъ быть опредз- 
ленъ какъ точка пересЪченя прямой (Г) съ плоскостью, про- 


ходящей черезъ соотвтетвующую прямую (С) перпендикулярно 
къ (Г), т, е. съ плоскостью: 


(у— 2—1, )(п-— быв) р (2. —2\.-—т, (6, — Е) 
СР (то уз У — п, (м ^о)==0. 


1) Е. Вегала1. БаПа феот1а 4ес]1 2891 41 гоъвллоте. СоПесбапеа 


тетог1ат СвеПп1. р. 340. 


Ч ТИРЕ ЕЕ 


ид. «С. 
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Въ самомъ дЪлЪ. эта плоскость проходитъ черезъ пря- 
мую (С). такъ какъ первые множители трехъ членовъ лЪвой 
части суть лЪвыя части уравнеюй пряной (С); кромВ того она 
пернендикулярна къ прямой (Г). такъ какъ уравнене ея можно 
представить въ видЪ: | 


50% ЕЕ 9 5 = (т — бы.) тр (6—5 0%) НЕ 
в по (м — оо). 


° Преобразуемъ правую часть этого уравненя, на основанш 
ур. (103). Коэффищенть при [, можеть быть представленъ 
ВЪ ВИДЪ: 


ай. (6% и у ах оО я 71 о Е 7о5о). 


Умноживъ выраженя подобныя этому на [, т, и п.. 
сложимъ; тогда, имя въ виду, что возвышая въ квадратъ й 
складывая ур. (103). находимъ: 

1 
Ул 


& 


(№ - ть + п.) (+) — Е - ть т.) = =. (105) 


получимъ уравнене искомой плоскости въ окончательной формЪ : 


, 


5-Е 62 = 


Внеся сюда вмЪето 2, у й 2 ихь значешя (104), полу- 
чимъ соотношене. которое должно имЪть мВсто между хи В 
вЪ случа перманентнато центра: 





(106) 


& 


и 1 
ВСЕ -Н и + $) НИ ь ее = (107) 


Подетавляя ур. (103) въ ур. (62) комплекса, уб5- 
димся, что они ему удовлотворяютъ, если вмЪето (4, 7, № 
внести значения (63). такъ что ур. (104) опредЪляютъ точку 
на перманентной оси вращен!я. Отсюда, подобно тому какъ это 
было сдзлано для первыхъ трехъ ур. (26) на стр. 20, легко 


Т, ХУ. Запие. Мат. Отд. 4. 
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докажемъ, что ур. (104) не мЪнаютъ своего вида при преоб- 
разовани координатъ. 

Предположимъ, что оси координатъ совпадаютъ съ глав- 
ными осями инерди; тогда будуть имЪть мзето ве ур. (63), 
и мы получимъ изъ ур. (104): 


ие 4 5 
‘— ча’ бе’ 7 @РАЕ В 


Внеся эти значеня въ ур. `(106), получимъ: 


ГУУ 


2 9/2 52 | 
Е В | 


Если 4. У и 2 означаютъ координаты какой-либо точки 
М, то ур. (108) даютъ для каждато значешя В направление 
одвой изъ прамыхъ (Г), проходящихь черезъ эту точку. Если- 
же точка Л/ есть перманентный центръ. то она должна лежать 
на одномъ изъ софокусныхъ эллипсойдовъ, представляемыхъ 
ур. (109); тогда. какъ показываетъ ур. (198). овь (Г) направ- 
лена по нормали къ одному изъ софокусныхъ эллйпсоидовъ. 
проходящихъ черезъ эту точку. Такъ какъ черезъ каждую 
точку пространства проходятъ три такихъ поверхности й онв 
между собою ортотональны, то мы получаемъ такую теорему: 

Каждая точка пространства служитз перманентнымь 
ценииромь для трехг перманентныхь осей; онь взаимно пер- 
пендикулярны и направлены по нормалямь кз софокуснымь 
эллитсоидамз (109), проходящимь черезь эту точку В): 

Разсмотримъ распредЪлене ‘перманентныхь центровъ для 
осей, лежащихь въ какой-либо плоскости. Принявъ за плос- 
коеть Оу плоскость ей параллельную, будемъ имЪть по 


ур. (97) и (104): 
=а(Х, +В, ужо(Х, +В» 2==а( К.Е, + Кл). 


=1. (109) 


1) Ве Цгашя, 1. с. р. 348. 
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Такъ какъ ©=0, 2==А. то изъ этихъ уравненй п 
ур. (106) слЪдуетъ, что координаты проэкщй разематривае- 
мыхЪъ перманентныхь центровъ на’ плоскость хОу удовлетво- 
ряютъ такимъ уравненямъ: 


2” У 11 
о р. и 
К Ку 
ОД 111) 
о 8 ( ) 
ПослЪднее уравнене представляетъ поляру точки съ коо]- 


динатами Я Г къ одному изъ софокусныхъ эллипеовъ 
(110), такъ что мы можемъ сказать: 

Проэкии перманентныхь центровз осей, лежащихть вв 
какой-либо плоскости, на параллельную ей Фаметральную 
плоскость, суть точки касамя касательныхь проведенныхь 
из5 одной и той-же точки кз системъ софокусныхь эллит- 
6065. 

Методъ. употребленный для розыскаюя  перманентныхъ 
центровъ. можно приложить также къ опредзленю центра 
удара. 

Обозначивъ для краткости: 








фо. ж— ВЕС (112) 


а о 62 
и имвя въ виду ур. (29.), получимъ виЪето ур. (102): 
| тит, пт, = 0, 
20 Уть = 2.п, — 0. 


Р»шая эти уравненя относительно отношеюй 1:7 :п, и 
поступая въ дальнЪйшемъ такъ-же. какъ въ предыдущемъ 
случа. мы должны будемъ въ окончательномъ результатЪ (104) 
сдЪлать зам ну [, %., п. на р, т, п, а $. 1, ©-— Нат, Ч. 2. 
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Тогда получимъ для координатъ какой-либо точки лиш удара 
уравнентя : 


%= а (+2 . р = а (+ а. 5=а ‚(6 ны (113). 


Если эта точка есть центръ удара, то координаты ея 
должны удовлетворять уравненю плоскости. проходящей черезъ 
центръ пнерши перпендикулярно къ лиши удара, т. е. плос- 
кости : 


2 у. У- 5.5=0. (114) 


Подставляя сюда вмЪето т, у, 2 ихъ значеня изъ (113). 
получимъ то соотношен1е, которому должно удовлетворять В, 
ВЪ случа$ центра удара: 


В+ И) (115) 


Если будемъ разематривать одну и ту-же точку, то для 
того чтобы она была центромъ удара для лин удара, черезъ 
нее проходящихъ, необходимо, чтобы х,. 9. 2, удовлетворяли 
ур. (114). Сдёлавъ эту подотановку изъ ур. (113), получимъ: 


1:2 4/2 52 


+ 
1 1 1 
а ГВ ТВ т 


0. (116) 


При измзнени 3, это уравнене представить систему ©о- 
фокусныхъ конусовъ 2-го порядка, Такъ какъ черезъ каждую 
точку пространства проходить два такихЪ конуса и они вза- 
имно ортогональны. то получается такая теорема: 


Каждая точка пространства есть центрь удара для 
9вух5 линй удара; онь перпендикулярны между собою и 
кз прямой, соединяющей точку сз центромз инерши. и на- 
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правлены по нормалямз къ софокусныль конусамз (116), 
проходящимг черезг точку '). 

Послзднее свойство вытекаетъ изъ значенй для %., У. 2,, 
получающихея изъ ур. (113). 

° Обратимъ вниман!е на то, что такъ какъ центръ удара 
совпадаетъ съ основанемъ перпендикуляра, опущеннаго изъ 
центра инерши на ляшю удара, то какая-либо точка М 6у- 
детъ служить центромъ для тЪхЪ ударовъ, лиюи дЪйствя ко- 
торыхъ перпендикулярны къ О. А такъ какъ мы знаемъ, что 
такихъ лиюИ двЪ и онЪ параллельны осамъ сЪфченя эллинсойда 
обратнаго эллипсоиду инерцши плоскостью перпендикулярной къ 
ОМ, то отсюда слЪдуетъ, что поолЪдняя теорема заключаетея 
уже въ тЪхъ уравненяхъ, которыя были выведены въ Г главЪ 
для опредзленя направлен1я осей какого-либо сЪченя. Нужно 
только въ ур. (42), (40) п (40,) замвнить а’, 0? и с? 0б- 
ратными ихъ значениями и тогда получимъ конусъ (116) и 
направлен1я лин! ударовъ, какъ он даются ур. (1153). 

Какъ видно изъ ур. (61). и въ случаВ когда система 
импульсивныхь силъ вызываетъ вращене. обь импульсивнаго 
винта (() параллельна оси момента прямой (Г), т. е. прямая 
(С) перпендикулярна къ плоскости. проходящей черезъ центръ 
инерци и ось врашеня. Точка, въ которой эта, плоскость пере- 
офкаетъ ось (С), называется центром импульса, & проэкщля ея 
на 0сь вращеня — чентромз вращеня; въ этихъ точкахъ 
прямыя (С) и (Г) пересВкаютея ихъ кратчайшамъ  разетоя- 
н1емъ. Аналитически положен1е этихъ точекъ опредзляется уже 
иными формулами, на которыхъ мы останавливатьея не будемъ, 
такъ какъ при изелфдовани распредленя сомихъ импульснв- 
ныхЪ винтовъ и осей вращеня есть возможность. по крайней 
ур въ тЪхъ простыхъ случаяхъ, которыя разсматриваются Ве]- 
тату. прИЙти инымъ путемъ къ распредЪленю этихъ центровъ 


1) Ве{талил, 1. с. р. 347. 
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ГЛАВА Ш 


Комплексь осей вращения, соотвЪтетвующихъ 
импульсивнымъ винтамъ даннаго параметра, 


$ 14. Перейдемъ теперь къ боле общему случаю, котда 
на твердое тЪло дЪйствуетъь система импульсивныхъ силъ, при- 
водящалея къ импульсивному винту даннато параметра. Силу 
удара мы опять предположимъ равной единии,В. такъ какъ она 
вляетъ только на величину угловой скорости, а не на ноло- 
жене оси вращеня. 

Мы уже видЪли. что импульсивные винты даннато пара- 
метра 7 вызываютъ вращентя вокругъ лучей комплекса: 


або бить У — РОН -%)=0, (117) 


и ебли (%. ",,....) координаты одното какого-либо луча (Г) 
этого комплекса. то соотвЪтетвующий импульсивный винтъ ле- 
житъ на прямой (С), координаты которой (2. У,....) опре- 
дЪляются по формуламъ (26), гдЪ нужно будетъ положить «= 0: 


о — Ло. Чо = №. = че Ус 
= 


118 
Ч — А п =, Ш=С фу, К 


Эти уравнен1я построены въ предположени, что за оси 
координатъ приняты главныя оси инерши. Въ томъ-же случа, 
когда за ось О2 взята кавая-либо прямая, а за оси Ох и Оу 
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оси перпендикулярнаго къ ней сфченя эллинсоида инерши, 
визето предыдущихь уравнен!й будемъ имЪть таюя: 


ХА РБ Хит 5 й ив т ($, - В СА.) ся К (ом я С) — 


— (№ ++ %)=0. (115) 


Фо —= № [, ги Х 5, ат Ка — А. 
о ее Мо 70 НР: Ху 5 К, — р. (1 20) 
=. = А! + Аль Ре фм.. 


Оси (Г), вращене вокругъ которыхъ происхолитъ съ оди- 
наковою угловою скоростью 0. по прежнему кабательны къ 


й а * 1 *> 
сферз. радлусъ которой равенъ М6‘ Въ случаВ осей вра- 
0 


щен1я, лежащих въ одной плоскости, сфера можетъ быть за- 
мзнена, какъ въ 5\ 10 и12. окружностью пересЪченя ея съ 
плоскостью, и вопросъ о нахождени осей съ данной угловою 
скоростью приводится къ нахождению общихъ кабательныхъ къ 
окружности и той кривой, которую обертываютъ оси. лежащля 
въ плоскости. Въ случа осей. выходящихъ изъ одной точки. 
можно разсматривать пересвчен1е ихъ конуса съ конусомъ ка- 
сательныхъ изъ той-же точки къ сфер®. ВиЪото конусовъ можно 
разсматривать кривыя ихъ сЪченя съ дламетральной плоскостью. 
какъ это было сдЪлано въ $ 11; обиия точки этихъ кривыхъ 
будуть соотвЪтетвовать осямъ съ одною и тою-же угловою 
скоростью. Соотвтствующе импульсивные винты могутъ быть 
найдены каждый разъ по общимъ правиламъ, камя будутъ 
даваться для перехода отъ оси вращеня къ соотв тетвующему 
импульсивному винту. Мы не будемъ въ дальнфйшемъ останая- 
ливаться на этихъ вопросахъ, замЪтимЪъ только, что импуль- 
сивные винты, вызываюние вращеншя съ одною и тою-же угловою 
скоростью, должны во нервыхъ принадлежать къ комплекеу (29. ), 
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во вторыхъ къ другому, уравнен!е котораго получится, если 
исключить &, то, ©, изъ ур. (66) и (118): 


[1-х \? т, -- ру, \* п. -+ ра. \" 
Е ) ыы (у) 2 (= ) = М0), 


а? 2 


такъ что должны быть общими лучами этихъ двухъ комилек- 
совъ втораго порядка. 
$ 15. Подетавляя въ ур. (117): 


Е =0, .=0, х=0, (121). 


мы ВИДИМЪ . что оно не удовлетворяется. такъ что въ 
этомъ случаз нЪтъ осей вращен1я, параллельныхъ какой-либо 
оси (О инерши. Сдфлавъ тВ-же положеня въ ур. (119). на- 
ХОДИМЪ : 


КА. -- Буи, -— РО ь = 0. (1 22) 


Обозначивъ черезъ (2,9,) координаты точки 1 (фиг. 8). въ 
которой ось (Г) пересЪкаетъ плоскость 207, будемъ имЪть: 


= и, —= И 


такъ что по внесенми этихъ значен въ ур. (122), получимъ 
место точки 1: 


р(жи-- у) —Ку. Е Ал, =0. (123) 


Это есть окружность, касательная въ началз координатъ 

къ прямой ОГ и переезкающая оси Ох и Оу еще въ точкахъ 
И. 

А и ВБ, ототоящихъ отъ начала на разстояняхъ — и И т 


координаты центра С” круга; 


' К, ! К: 
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И такъ: 

Параллельныя оси вращеня образуютз прямой крулый 
цилиндр», проходяиий через центрь инерши. Бторая 06ь 
кз радиусу вектору эллипсоида инерши., параллельному об- 
разующим цилиндра. нормальна къ цилиндру. Радиус ци- 
пиндра обретно пропорипоналенз параметру импульсивнаю 
винта. 

Сдзлавъ положения (121) въ ур. (120), получимъ для 
координать прямой (С): 


ИА, = Шо ЕЕ: 
[= А: —р\. т Иры, п, = РФ. 


г*0° 


(125) 


Прямая (С) пересЪкаеть илоскоеть ОЗГ въ центрЪ с 
импульса; 0сь О= пересЪкаетъь подъ прямымъ угломъ кралчай- 
шее разстоян!е с], между осью вращеня и импульсивнымъ 
винтомъ. раздЪляя его на дв части (\1=8 и 96=9,., причемъ, 
какъ показываетъь послЪднее уравнене (ср. $ 10): 


8, =Р. (126) 


Пратчайиее разстояще между осью вращеня и им- 
пульсивнымь винтом раздъляется прямой, проходящей. че- 
резз центр инерии и параллельной оси вращентя., на двъ 
части, произведенте которыль равно обратному значению 
квадрата параллельнаю оси вращеня радиуса вектора эл- 
липсоида инериди 1). 

На основами ур. (125) уравнешя прямой (С) мотутъ 
быть написаны въ формЪ: 


Но 


2—2, — К —0, 
2%, + 24—56, =0, 
у — у, Р, = 0, 


1) О, Тига2та. П шофо @е1 зузфеш1 г10141. Радоуа. 1868, р. 42. 
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такъ что, пеключивъ отсюда 2. У, и С, получимъ мзето 
прямыхъ (С): 


РР -- Кх2- Куз-+ Кру—Крж-- Р’=0. — (127) 


Это гиперболическЙ параболоидъ. одна направляющая 
плоскость которато параллельна плоскости, сопряженной на- 
правленю прямыхъ (Г), а другая перпендикулярна КЪ этимъ 
прямымъ. | 

Такъ какъ импульсивные винты параллельны плоскости 
хОу, то можно искать разетолшя 2. на которыхъ они нахо- 
дятся отъ этой плоскости, въ зависимости отъ угловъ, образо- 
ванныхъ ими съ осями Ох и Оу сЪчешя. Изъ ур. (122) 
пифемъ: 


р; 
о КЕ К 


далфе, на основани первато изъ уравненЙ прямой (С): 


Кр 
29 — 2% — КиК, › 


откуда получимъ.: 


К — Ку 
отт ВИ 
Имзя-же въ виду, что К, и К, пропорщональны направ- 
ляющимь косинусамъ прямой ОТ, выражен!е для 2 можно на- 
писать такъ: 


в=9.(С.0Т). (129) 


Это уравнене вмфстВ ©ъ ур. (126) опредфляеть внолн® 
положен!е импульсивнато винта. 
Такъ какъ кратчайшее разстояне су, между осями (С) и 
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(Г) параллельно плоскости Оу. то уравнене проэкщи этой 
прямой на эту плоскость будетъ: 


9 ` 2 — — 1) * 10. 
Соединивъ это уравнене съ ур. (128), получинъ: 


Не (130) 
19——2т 

Такимъ образомъ прямыл с1.. лежать на гиперболическомъ 
параболойдВ, направляющими плоскостями котораго служатъ: 
одна перпевдикулярная къ прямымъ (Г), другая перпендику- 
лярная къ прямой ОМ, составляющей съ направленемъ (Г) 
пару осей эллипсоида инерши. Пересфчене параболоида съ 
цилиндромъ (123) есть кривая 3-го порядка, представляющая 
теометрическое мЪето центровъ вращеюй возхъ параллельныхъ 
осей (Г), преднолагая, что параметрь импульсивнато винта 
сохраняетъ одно и то-же значене у. Для получешя поверх- 
ности, на которой лежатъ эти кривыя. мы должны исключить р 
изъ ур. (123) и (130); получимъ плоскость: 


К у—Кх = 0 (131) 
и поверхноеть третьяго порядка '): 


КУК, ны 
= и (132) 





Но, какъ показываеть ур. (123), въ плоскости (131), 
проходящей черезъ ось 02 и прямую ОТ, лежатъ только 
центры вращенй, соотв®тетвующе р=0. т. е. перманентные 
центры, причемъ. какъ мы знаемъ. они образуютъ въ ней рав- 


1) Ср. объ этомъ у ВеЙтаюа, 1, с. р. 354. 
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ностороннюю типерболу (5 10); остается слфдовательно раз- 
смотр®ть поверхность (132). 

Повернувъ оси координать Ох и Оу на уголь ф, полу- 
чимъ уравнеше поверхности въ формЪ: 


г(х?-Ру?)= (К, созр-- К.зтф)=-Р(— К. ‚то--КосозФ)у, (133) 


откуда видно, что всякая плоскость у=0, проходящая черезъ 
ось (=, перебЪкаетъ поверхность по равносторонней гипербол}, 
представляющей мото центровъ вращенй лежащихъ въ ней 
осей (Г)'). Положивъ въ ур. (133): 


К. 
[9Ф = К, у=0 > 


получимъ типерболу. лежащую въ плоскости 207: 


га = И КЕ. (134) 


Поверхность (133) пересВкаетея плоскостями 2=й по 
кругамъ, уравненшя которыхъ, предполагая, что прямая ОТ при- 
нята за ось Ох: 


(ау?) =] Ю-Ю. = (135) 


Эти кругй касаются плоскости О№2, и ихъ центры ле- 
жатъ въ плоскости 0.2 на равносторонней гиперболв : 


а. 
= 6) ук: - К) - 
параллельной тилерболв (134). Подотавивь въ ур. ( 135) 


опять 2 вмсто / и положивъ ЗАТВУЪ 2==7, УубЪдимся, что 
всякая плоскость, проходящая черезъ прямую ОМ, перебфчеть 





:) р. Тагазла, 1. с. $ 73. См. также у Вейгалч, 1. с. р. 357. 
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поверхность по эллипсамъ, проэктирующимся по кругамъ на 
плоскость 20у. Для полученя поверхности, на которой ле- 
жатъ центры импульсовъ, мы должны исключить р изъ ур. (127) 
и (130); получимъ дв плоскости: 


2=0, К, - Ку -+ Р2=0, 


служашля направляющими плоскостяий параболоила (127). Со- 
единяя послфднее уравнене съ ур. (127), получимъ новую 
плоскость : 


Ку—Кд-+ Ро=0, (136) 


которая своимъ пересЪченемъ съ посл$дней изъ направляю- 
щихъ плоскостей опредзляетъ прямую — геометрическое мЪсто 
центровъ импульсовъ, соотв тствующихъ данному значению па- 
раметра р '). Прямыя, соотвЪтетвующия различнымь р, пере- 
сВкають плоскость хОу въ точкахъ, лежащихъ на прямой (136), 
уравнен!е которой получится также, если внести 2 =0 въ 
уравнен1е (12/7) параболоида. 

$ 16. Ур. (117) показываетъ, что въ главныхъ плос- 
костяхъ инерпи не существуетъ осей вращен1я. Для изелЪдо- 
ваня-же распредЪлен1я этихъ осей въ какой-либо другой 


_ аметральной плоскости, положимъ въ ур. (119): 


м=щ=0, &=0; (139) 


Тода получимъ.: 
КиК —р=0. (138) 


Но уравнен!е прямой, лежащей въ плоскости 2Оу. съ 


_ координатами 5, то, %==1 есть: 


у жщь + 1=0, 


1) О. Тоагалла, 1. е. 5$ 71—13. 
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поэтому ур. (138) выражаетъ, что оси вращешя проходятъ 
черезъ точку № (фиг. 9), координаты которой: 


О к. (139) 


симметрично расположенной относительно центра инерши съ той 
точкой М, въ которой прямая ОЛ пересВкаетъ цилиндръ осей 
пернендикулярныхь къ д1аметральной плоскости: 

Вз каждой Яаметральной плоскости, за исключетеме 
лавныхь плоскостей инерщи, есть пучокь первало порядка 
осей вращеня., вызываемых импульсивными винтами дан- 
наю параметра. Центрз пучка лежить на второй оси кз 
нормали кз плоскости, вг разстояниь отз иентра инерши 
обратно пропорилональном5 параметру. 

Для получения соотвЪтетвующихъ импульсивныхЪ винтовъ 
внесемъ значеня (137) въ ур. (120); получимъ: 


2.=0, у, = 0, 2=1, 


: (140) 
= Х 5, т =Х, ПЕРА, р=0. 


Такъ какъ эти уравнеюня 2 не содержатъ, то изъ нихъ можно 
получить тЪ-же слфдотвля, какъ въ $ 10. Импульсявный винтъ 
перпендикуляренъ къ д1аметральной плоскости, пересВкаетъ ее 
въ центрз импульса с, праченъ ось (Г) параллельна д1аметру 
центральнато эллинеа (80), сопряженному направлоню 0с. При 
переход отъ одной оси (Г) къ другой ей параллельной, па- 
раметръ импульсивнаго винта будетъ мЪФнаться, а центръ с 
импульса будетъ перемфщаться по прямой 05. сопряженной въ 
пентральномъ эллинов направленю (Г). Нели (Г) измЪнитъ 
свое направлене и станеть параллельной Ос, то прямая, за- 
нимаемая центрами импульсовъ, станетъ параллельной первона- 
чальному направленю (Г)'). Продолживъ Ос до ветрЪчи въ 


1) Р. Тагалла, 1. с. 6 16. 
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точЕВ с’ въ прямой (Г), получинъ между разотоятями Ос и 
Ос’ соотношене (81). такъ что когда точка с’ сдЗлаетея цен- 
тромъ импульса, точка с будетъ лежать на соотвЪтотвующей 
оси (Г)?). Обозначивь по прежнему черезъ 2, и 9, коорди- 
наты точки с, будемъ ймЪть: 
о Вей 
— й) чим, * 
ох Х, 
На основан этихъ уравнений и ур. (139), мы можемъ 
написать ур. (138) въ видЪ: 


7 7 
=> “.- 1 = 00. 
2 1. 

Это уравнен1е показываетъ, что центры импульслвныхъ 
винтовъ одинаковато параметра лежатъ на полярЪз точкз № 
относительно центральнато эллинса. Импульсивный винтЪ пе- 
ресЪкаетъ поляру въ той ея точкЪ, которая лежитъ на ламер 
сопряженномъ направленю оси вращеня. ЁВромЪ того, такъ 
какъ уравнен1е построено вполнз симметрично относительно 
относительно координат х,., у, их’. У, то получается такая 
теорема *): мьсто центровз удара, соотвютствующихь осямь 
вуалценя. прохтодящимь черезь одну и ту-же точку. есть ось 
вращения. соотвьтствующая этой точкьо какь центру 
удара. 

$ 17. Мы видЪли, что въ томъ случа когда р==0, т.е. 
въ случа удара совершеннаго, перманентная 06ь характери- 
зовалась тфмъ, что опа была параллельной оси сЪченя эллин- 
° сойда инерши плоскостью момента вращенля. Такимъ образомъ 
_ каждая прямая О пересВкалась подъ прямымъ угломъ двумя 


2) О. Тига22з, |. ©. р. 43. 


3) Эта теорема для случая перманентныхъ осей. лежащихъ въ одной 
изъ главныхъ плоскостей инерц!и. доказана Ро1150%: Бах 1а регемзз1оп 4ез 
сотрв. }ЛопуШе, Фопгпа!. Т. П, 1851, р. 325. 
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системами осей (Г), соотвЪтетвенно параллельными осямъ (0х 
и Оу сЪчен1я нормальнато къ 0. Посмотрямъ, какъ раеполо- 
жены въ болфе общемъ. разсматриваемомъ теперь случа, оси 
вращения (Г), перпендикулярныя къ какой-либо прямой 02, про- 
ходящей черезъ центръ инерция. Полагая для этой пли въ 

ур. (113): 
о=\%==0, (141) 

получииъ : 
ХА - Хун — бо ш)=0. (1 42) 


Обозначимъь черезъ 2 разстоян1е Оу (фиг. 10) ови вра- 
щентя отъ центра инерщи, а черезъ х уголъ, образованный ею 
съ осью Ох; тогда: 








: 6054 та 143 
— И ; } 

0 а о р ( ) 

л0——2,==—5%. шШ==2-с03и. 


Подставивъ эти значешя въ ур. (142), получимъ: 


(Х, —Х, та. 
и. $ ) 








2== у (144) 
или, если хи У текупия координаты оси (Г), то: 
1[да=у:4<, 
И > 
Х—Х ея 
рые В (145) 
р х у | 
И. 
Это цилиндройдъ 1) съ главными параметрами г. и 


построенными на осяхъ сфченя: 
(0сь вращенля, вызываемаю импульсивнымь винтомз дан- 
наю параметра, есть образующая цилиндроида, мавныя оси 





1) Довольно подробное описан1е цилиндроида и его свойетвъ можно 
найти напр., у Эспея: «ТБеог!е Чег Веуесипя ип@ 4ег Кгае». [е1р2йо. 
1880. 11, Сар. Х. 
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которало суть оси съченя эллитсоида инерии плоскостью 
момента вращеня, а злавные параметры прямо пропорио- 
нальны осям съчетя и обратно пропорипональны параметру 
импульсивнаю винта. 


к 


1 


Наибольшее значене 2 соотвфтотвуетъ направленю и == м 


И есть: 





ео 
= + 


я (146) 


Еели на каждомъ, радтус$ векторЪ откладывать по 00% 
стороны отъ центра инерши абеолютное значене разстоянтя о. 
то получится поверхность, обладающая тВыъ свойствомъ, что 
за ея предвлами нЪтъ осей вращемя, въ томъ смысл. что 
радтусы векторы поверхностя суть наибольнля разотоян1я, на 
которыхъ. считая отъ центра инерщи. могуть существовать таюя 
оси. Мы получимъ уравнеме этой поверхности, отнесенное къ 
тглавнымъ осямъ инерши, если въ ур. (146) замЪнимЪъ выра- 
жене (Х,—Х,) его значемемъ изъ (54) и внесемъ затВмъ 


тн 2 

о’ ь вивсто “, Ви 1; тогда получимъ поверхность 
у 

шестато порядка: 


= 


4’ = А -- В 01—23 А,Вгу?—2 В.С’ ="—20, А, 


Импульсивный виятъ (С) пересВкаетъ плоскость ОГ въ 
точкВ с, центр импульса, и кратчайшее разетоянте су,, раздф- 
ляется плоскостью 2Оу въ точк® 4 на двЪ части 911 =2 и 46=2, 
произведене которыхъ равно обратному значенто квадрата па- 
правленнаго по 04 рад1уса вектора эллинса сЗченя, т. е.: 


22, = Х/608а -- Х, та. (147) 


Такъ какъ кратчайшее разстояне ср между овью (С) и 
осью (= параллельно (Г), то, внеся въ ур. (147) виЪето 2 


Т. МУ. Запие. Мат. Отд. 5 
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его значенте изъ уравнемя цилйндроида. получимъ место пря- 


мыхъ СР: 


И р Хи я Ху 
и о 27 








(148) 


т. е. ту поверхность, на которой должны находиться центры 
импульсовъ. Такъ какъ съ другой стороны они должны нахо- 
диться на цилиндрической поверхности, описываемой кратчай- 
шими разетоян1ями с1., то найдемъ основае цилиндра—мЪето_ 
точки 4. Радлуеъ векторъ 0д==р, очевидно равенъ моменту прямой 
(С) относительно оси 02, а вмЪетЪ съ тЪмЪ тотъ-же моментъ 
дается послЪднимъ изъ уравневшй (120), гдВ вмЪето &,., тр.... 
нужно будетъ внести ихъ значеня изъ (141) и (143); такимъ 
образомъ получимъ: 


К, с03а + К, Эта 
Як: р Е № 


или, замфнивъ 2 его значенемъ изъ (144), получимъ кривую. 
описываемую точкою д: 


(ХХ) (Ка + КЕО.. (149) 


Это равносторонняя гипербола, ассимптоты которой парал- 
лельны осямъ сЪчен1я. Пересвчене прямаго цилиндра, имЪю- 
щатго эту кривую сволмъ основашемъ. и поверхности (148) 
есть кривая—мЪсто центровъ импульсовЪ. а перес®ченте того-же 
цилиндра ©ъ цилиндроидомъ (145) даетъ кривую, занимаемую 
центрами вращенй. Эти кривыя будутъ видоизиЗняться съ из- 
мвненшемъ параметра р, но всегда будутъ лежать на поверх- 
ностяхЪ, уравнепя которыхъ получаются исключенемъь 7 сь 
одной стороны между ур. (148) и (149), съ другой — между 
ур. (145) и (149). Такииъ образомъ полузчимъ для поверх- 
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ности центровъ ударовъ конубъ втораго порядка. ©ъ вершиной 
въ центрв инерщи: 


Х. 2? + Ху— К: — Ку =0, 


& для мета центровъ вращенй уже извЪетную намъ поверх- 
ность третьяго порядка: 


у Кх- Ку 
И 42-9? : 


$ 18. Обратимея теперь къ ипзелФдованю конуса осей 
вращеня. проходящихъ черезъ какую-либо точку М простран- 
ства. Принявъ ОМ за обь О2 въ ур. (119) и (120), можно 
будетъ положить: 


ОМ=В, »=— В» ш-АЕ, %=0. (150) 


Если перенесемъ оси координатъ параллельно самимъ себЪ 
въ точку М, то вмЪсто &, т, @» можно будетъ писать текупия 
координаты 2, у. < образующей конуса. Такимъ образомъ 
ур. (119) преобразуется въ такое: 


р (ху) (Х,—Х,ху-+ Куз—Кл2==0. (151) 


Этотъ конусъ обращается въ конусъ перманентныхъ осей 
при 2—0 и въ цилиндръ параллельныхъ осей при А—00. при- 
чемъ для получешя уравнешя цилиндра нужно преобразовать 
предварительно уравневе конуса къ дентру инерши. Положивъ 
въ ур. (151) += —Д. получимъ кривую сЪченя конуса плос- 
костью тОу: 


РЕ (ху) (Х, — Х,)ху— К Ву К,Аз=0. (152) 


Кривая при всзхъ значешяхъ р и Д касается въ центр» 
инерши прямой ОТ; ассимптоты ея параллельны двумъ обра- 
вующимъ цилиндроида, проходящимъ черезъ точку 1. Пока эти 
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образующия дЪИетвительны, кривая—тгипербола, въ крайнихъ 
точкахъ цилиндроида дв образующия сливаются въ одну. и 
кривая станетъ параболой, наконепъ, когда точка ЛМ выходить 
за предЪзлы цилиндроида. кривая сфченля есть эллинсъ. Вакъ 
видно изъ ея уравненя, ть при всякомъ значени А про- 


ходитЪ черезъ точки (= —2, о) в(0.- =.) (фиг. 8), ле- 


жашля на осяхъ сфченя, и точки, въ которыхъ эти оси пе- 
ресфкаютъ цилиндръ осей параллельныхъ (01/. Координаты центра 
С"”' кривой суть: 
; 
4 —(Х—Х,)? 


ОК, 
41” ут (Х-— ›)? | 


7 





И 








Вели обозначить черезъь С’и С центры круга и типе- 
0 
болы. получающихся въ сЪчеши, если положить одинъ разъ 
° , 
@=00. другой разъ р=0, то точка С’' раздфляетъ разетоян1е 


У. 
("С внЪшне въ отношени (я : р*Д?. 


Каждому значентю параметра р соотвЪфтствуетъ на прямой 

ОМ такая точка, что соотвЪтетвующий конусъ осей вращения 

обращается въ двЪ плоскости. Розыскивая услове этого ‘обра- 

щения изъ ур. (151), получимъ: 

рВ=— (Х,—Х,) КК, ] | (153) 

ое и 

Геометрическое мЪето такихъ точекъ составитъ поверх- 

ность, уравнен1е которой, по отноменио къ глазнымъ осямъ 

инерцли. легко получимъ, если правую часть ур. (153) пре- 
образуемъ на основанш ур. (50), (51) п (53): 

РА? пт -- (12?) А, В.С ху: =0. (154) 


Это такъ называемая поверхность особенностей комплекса 





69 ГЕОМЕТРИЧЕСКЯ МЪСТА ВЪ ТЕОР!И ОСЕЙ ВРАЩЕНИЯ. 69 


вторато порядка осей вращеня. Она обладаетъь по отношению 
къ послзднему не только тЪиъ свойствомъ, что для ея точекъ 
конусы втораго порядка осей вращен1я преобразуются въ двЪ 
плоскости, но также. какъ будетъ это видно далЪе. и тЪмъ, что 
кривыя вторато порядка, обертываемыя осями, лежащими въ 
какой-либо плоскости, для плоскостей кавательныхъ къ поверх- 
ности преобразуются въ двЪ точки. Мы могли-бы ее получить. 
отыскивая мВсто точекъ Г ($ 16), центровъ пучковъ перваго 
порядка, лежащихъ въ д1аметральныхъ плоскоетяхъ. Что ка- 
саетея до формы поверхности, то простое изелЪдован1е показы- 
ваетъ, что главныя оби иперши служатъь для нея двойными ли- 
шями, и плоскости, проходяцйя черезъ одну изъ нихъ, напр. 02, 
пересЪкалютъ поверхность по эллипсамъ. Если предположимъ, 
что 70, и что плоскость образуеть съ оеью Ох уголь 


п к 
579, то если 0 изм$няется отъ (0 до 5 центръ эллипса ле- 


житъ на положительной оси Оз, и ось его, лежащая на этой 


( 


прямой, сначала возрастаетъ отъ нуля до — эр „о Причемъ 





А 
о 1 о 
в, а затЪмъ убываеть опять до нуля; вторая-же 
. В : А, 
ось отъ значения в убываетъ до значемя — т . При из- 


р и" 
мзнени 69 отъ р) до п. эллиисы располагаются ниже плоскости 


2Оу. Подобное-же произойдетъ. если будемъ проводить плоско- 
сти черезъ оси Оу й Ох. ЗамЪтимъ, что координаты какой- 
либо точки поверхности мотутъ быть представлены въ видЪ: 


А.В Б 
т, а. 


гдВ о, В, 1 параметры, связанныя уравнемемъ: 


о НВ 1?=1. 


(1 а8 


= — авт 


‚ (155) 
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Подставивъ значен!е (153) въ уравнеше (151) конуса. 
находимъ тЪ дв плоскости, въ которыя онъ обращается: 


Ку—Кл=0, (156) 
К -+К, 
К м 


причемъ начало координатъ въ точкЪ М. Изъ нихъ первая 
проходитъ черезъ прямыя ОМ и ОТ и по своему, положентю 
не зависить отъ того, тдЪ на прямой ОМ взята точка ЛМ, 
вторая-же проходить черезъ Ми тв точки Аи В, въ кото- 
рыхъ цилиндръ осей, соотвЪтетвующЙ разематриваемому зна- 
ченпо параметра р. пересЪкаетъ оси Ох и Оу. ДЪиствительно. 
въ силу равенства (153), ур. (157) удовлетворяется, евли по- 
ложить (5 15): 


ее. у=0., г=—В, или 2=0. у=-—", 2=—; 
р р 

при перемвщен!и точки // вдоль ОМ, эта плоскость оетается 

себф параллельной. 

Такъ какъ 2, ==у, ==(0., то импульсивные винты. вызывающе 
вращения вокругъ производящихъ конуеа, параллельны плос- 
кости 2Оу. Для полученя поверхноети, геометричеекато мЪета 
этихъ винтовъ, составимъ уравнен!е оси одного изъ нихъ. вос- 


пользовавшиеь для этой цфли ур. (120), (150) и (4): 
(ХА -рВь- Е, 6, =0, | 
—рАБ- (ХХ, Е Вг)%-- К. =0, (158) 
(К, -— Ва) (К, Вуду Рь=0, 


= — 


и исключимъ отсюда перемфнныя &, т». С; тогда получимъ: 
(К2 -- Ку- Р2) [2 + (РХ-+Х,)—(Ю1+ К) )В=-+ 
г. (К, Х, +рАА,)Ву- (Е.Х, —эВЕ,) Вх - 
+ РХ,Х,—Х,К,-— ХК Р”8’=0. (159) 


\ 
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Это гиперболичесый параболоидъ. одна направляющая 
плоскость котораго параллельна плоскости хОу., а другая—- 
плоскости сопряженной направленю 02. Для опредзленя раз- 
стояния, на которомъ импульсивный винтъ даннаго направленя 
находится отъ плоскости хОу, опредЪлимъ С, изъ уравнения 
комплекса : 


с Вр(- %)—(СХ,—Х, 99, 
. (Кю - Ку) ь 





и внеся это значенте въ первое изъ ур. (155). опредфлимъ: 


ВЕ РЕК х— Ку) —(А, К - Х, А.) 
к В(Кх ИТ. К,у,) 





Обозначимъ черезъ 2’ то значене, которое принимаетъ 2, 
если положимъ. 
0 . /, = К, к Фр 


другими словами черезъ 5’ обозначается разотояе отъ плос- 
кости: 2Оу обуазующей нараболоида. параллельной прямой ОГ: 
У И Ин 

Вет Ю, (160) 


1 


тогда : 








! ( (хХ,—Х,) К, К, а. 
ти р я ВК + К!) КК 2 


или, какъ въ $ 15: 


р Х,—2,)К,К, = | 
2—5 = (2+ (+ К:) )н(сот). (162) 


Если вспомнимъ, что импульсивный винтъ пероезкаетъ 
плоскость, проходящую черезъ центръ инерши и 06ь (Г), въ . 
такой точкВ с (центрВ импульеа), что прямая Ос ебть дла- 
метръ сЪчентя, сопряженный направлен (Г). то уравнемемъ 
(162) положен!е импульсивнаго винта внолнВ опредзляется, 


(161) 
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Въ частномъ случа, когда между р и А существуетъ 
соотношен1е (153), копубъ осей преобразуется въ двз илос- 
кости, а уравнеше. опредфлявшее 2, распадается на два: 


АГ, — 0 (163) 
ЕЕ 


Изъ нихъ первое даетъ . направлене ОЛ для тТВХхЪ им- 
пульсивныхЪ винтовъ, которые вызываютъ вращения вокругъ 
осей, лежащихъ въ плоскости МОТ (156) (вр. $ 16), слЪдова- 
тельно второе опредфляетъ плоскость. въ которой лежатъ импуль- 
сивные винты, вызываюцие вращеня вокрутЪъ осей, лежащихъ въ 
плоскости МАБВ (157). Для получешя мЪета первой группы 
винтовъ можно исключить б изъ перваго и третьяго изъ 
ур. (158), затЪиъ воспользоваться соотношенемь между & и у». 
вытекающимъ изъ ур. (150) и (163): 


== К.К, 


и наконецъ внести вуЪето р его значенте изъ ур. (153); тогда 
получимъ уравнене: 


- РХЮЕЕК: 
Ка КР а — КК = 0; (164) 
т 2 


получили плоскость, параллельную плоскости сопряженной на- 
правленю 01/ въ эллипсоид%. результатъ. который нужно было 
предвидфть на оснований изложеннато въ 5 16. 


Для опредзлетя положеня импульсивныхъ винтовъ въ 
плоскости 5—2’, зам тимЪъ, что для разематриваемато значеня 
р мы будемъ имЪть такое значен1е для С: 


Х.—Х, 
С = — ВК К») а, т К,4). 
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Воспользовавшись-же ур. (150) и подставляя въ третье 
изъ уравнен!й (158) прямой (С), будемъ имЪть: 


ы: и Х,—Х, 
23-Е Уп = Е р т + тр ЧЕ(аЕР К), 


откуда видно, что импульсивные винты, лежащ1е въ плоскости 
8=2', проходятъ черезъ точку М’: 

(165) 

А. РСХА, К АР 

а има И ТО 








при перем щени точки 1 вдоль О.М, точка М’ перем щается 
по другой прямой ОМ’. проходящей черезъ центръ инерщи. 


Такимъ образомъ, черезъ каждую точку М прямой ОМ 
проходить пучокъ перваго порядка осей (Г), лежащий въ 
плоскости (ОТ; соотвзтотвующ!е импульеивные винты перпен- 
дикулярны ЕЪ этой плоскости й лежать въ параллельныхъ 
плоекостяхъ (164). Точки М прямой ОМ служатъь центрами 
и другихъ пучковъ первато порядка осей (Г), лежащихъ въ 
параллельныхъ плоскостяхъь (АВ; соотвфтствующ!е имъ винты 
(С’) лежать въ плоскостяхъ перпендикулярныхь къ ОМ, образуя 
пучки первато порядка, центры 1’ которыхъ лежать на другой 
прямой 01’. Въ этомъ смыслВ каждой прямой ОМ въ системЪ 
осей (Г) соотв тетвуеть прямая О1/’ въ систем винтовъ (0), 
и каждой точкЪ первой прямой — точка на второй. Изъ 
ур. (165) видно. что при данномъ направлени (©./: 


ОМ.ОМ' = сот. 


$ 19. Посмотримъ тенерь, каково геометрическое мЪето 
овей вращен1я, лежащихъ въ одной илоскости (27%). Принявъ 
оси сЪченя, параллельнато плоскости (7%), за оси 0х и Оу, а 
нормальный къ нему радЛуеъ векторъ за ось О2, преобразуемъ 
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уравнен1е комплекса къ осевымъ координатамъ по правилу, 
указанному въ $ 1. Получимъ : 


Хиро - Хи Е Ри + К(роь Е ть) К, (Чо Е тош)— 
от ш-- и) =0. (166) 


Для полученя обертки въ какой-либо плоскости мы должны 
внести въ это уравнен!е вмфсто координать ихъ значешя по 
формуламъ (7) и (8), подразумВвая подъ &, и, из, коор- 
динаты разематриваемой плоскости. Обозначивъ черезъ А орди- 
нату 2 точки Л пересвченя нашей плоскости съ о06ью 02, 
мы будемъ имфть уравнене плоскости въ видЪ: 


р О 


и нужно будетъ положить: 


Ы = 


Перем$нныя $ и. © означаютъ координаты перемзнной. 
плоскости, пересекающей данную по прямымъ (Г). Если среди 
безчисленнаго числа плоскостей, проходящихъ черезь каждую 
изъ прямыхъ (Г), будемъ выбирать только такя. которыя пер- 
пендикулярны къ плоскости (27). или къ ей параллельной—20у, 
то нужно положить о=0, и тогда выраженя (7) и (5) будутъ 
пропорцональны такимъ: 


== Аф, = Аи, ЕЕ 


Подетавивъ эти значеня въ ур. (166), получимъ въ ли- 
нейныхь координатахъ уравнете проэкщи искомой обертки 
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или уравнен!е ея самой, если перенесемъ оси координатъ па- 
раллельно имъ бсамимъ въ точку М: 


РВ (Р- и?) —(Х,—Х,) Ви Ки—Ки--р=0, 


или въ Координатахъ точки. 


(чу уР-Ю— ру ЮК,—рВСХ,—Х) луч 
2" ( —ких.—ху-ькк, и( КАХ-- Хде ВК, 9+ 


ое-ку-енень 09 


Во всВхъ случаяхъ, когда р отлично отъ нуля, это кривая 
центральная и координаты центра: 


К, 


р 9 = — а 


р 
при перемвщенти плоскости параллельно самой себЪ. центръ 
перем щается по прямой, перпендикулярной къ плоскости с3- 
чен1я и пересекающей эту плоскость въ точкЪ. раздЪляющей 
пополамъ разстояе ОК центра инерщи отъ центра пучка осей 
вращения, лежашихъ въ д1аметральной плоскости. При измЪне- 
ни параметра. центръ опишетъ прямую параллельную прямой ОМ, 


Уравнен1е обертки, отнесенное къ центру. будетъ: 
(вр и-2( К,К,-ЗРВ(Х. значи 


Она обращается въ двз точки, если между ри Д 6у- 
ществуетъ соотношене: 


(К — 47? В (К? ыы. 4р°В”) м (кк, т 2РЕ(Х, —х)) . (1 68) 
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причемъ координаты этихъ точекъ относительно центра кривой 
суть: 


УК —4р?В’ УК:—4 р? 
о, = 
УК: 4 В. У К:—4р’В? 
сотен © У: 
2р 27 


тдв подъ р нужно подразум$ вать одинъ изъ четырехъ корней 
ур. (168). 

Обозначимъ по прежнему черезъ ТУ(р) функшшю (86), а 
черезъ р, одинъ изъ трехъ дЪйствительныхь корней ур. (85), 
представляюн1й обратное значене квадрата длины одной изъ 
полуосей конуса (82). Мы можемъ представить ур. (165) въ 
ВИЛЪВ: 


р=—2ьВУТОрВ) =0, 


гдЪ черезъ [7 обозначенъ ЛДискриминантъ ур. (167). 
Если отбросить корень р—=0, то остальные ри корня 
ИМЪЮТЪ ВИДЪ: 


Паро 
т. е. значеня параметра, обращающия обертку въ двЪ точки, 
обратно пропорциональны длинамъ полуосей конуса осей, воот- 
вфтетвующато плоскости сфченя. Если-же будемъ считать р 
даннымъ и искать тЪ значешя А, при которыхъ обертка обра- 
щается въ дв точки, то окажется, что это будетъ ИМЪТЬ 
иЗето въ четырехъ точкахъ 0, М, М, М, прямой ОМ, 
причемъ. такъ какъ изъ корней р, только одинъ отрицателенъ 
(87), то при р›>0, одна изъ точекъ, напр. Л4., лежить ниже 
плоскости хОу. Выше точки М, и въ промежуткВ ЛО. дис- 
криминантъ отрицателенъ, поэтому кривая будетъ элливсомъ, 
въ промежуткв /,М, —- гинерболой, подъ плоскостью Оу — 
опять гиперболой, такъ какъ А мЪняеть знакъ, ниже 13 
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— опять эллинсомъ. Еели въ ур. (88) внести 2рА вмзето р и 
ву 2 
2’ р› р 1800 а, В Т, 10 получимъ поверхность ше- 


стато порядка: 
4 —рВ’( А ВС!) А, В,Сху: =0, (169) 


обладающую т$мъ свойствомъ. что кривыл, обертываемыя осями 
вращен1й, лежащими въ плоскостяхъ. проходящихъ черезъ ея 
точки й пернендикулярныхь къ соотвЪтетвующимъ радлусамъ 
векторамъ. обращаются въ ДВ точки. Докажемъ, что сами 
плоскости обертываютъ при этомъ поверхность особенностей ком- 
плекоа. Для этой пли найдемъ выраженя для координатъ 
7.,9.,2, Обнованя перпендикуляра, опушеннато изъ центра 
инерши на касательную плоскость къ поверхности (154). 00о- 
значимъ черезъ Г лЪвую часть ур. (154), черезъ 0’ длину 
вышеуноманутато перпендикуляра, а черезъ 2, у и 2 коорди- 
наты точки касаня, тогда легко найдемъ: 


х! 


А.В, С. 292 
— — а й 


РА Я ау \* 
(т © (5 
Если-же вмЪсто координатъ 1, у и 2 введем ихъ вы- 
ражевня (155), то получимъ: 


гДЪ : 








ВО та 6 
—- т ь 
и напр. : 
з. (2а’—1)рб' 
ГОО ©) =— — АВ 3 
такъ что: 
(2—1) 5"? (28—15? (212—1)р5"? 








в а 
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Имзя-же въ виду съ одной стороны, что А==0', 6ъ другой 
—соотношен1е между косинусами о, Ви 1, подстановкой у0Ъ- 
димся, что эти значеня координатъ ур. (169) удовлетворяютъ. 


Для полученя импульсивннхъ винтовъ. вызывающихъ 
вращен1я вокругъ касательных къ кривой, лежащей въ плос- 
костн (17). мы должны пиЪть въ виду. что въ данномъ случаЪ: 


(0—0. №М=2—- А ШЕИ (170) 


п что слфдовательно коордиваты 1. 7%, и по ур. (120) мо- 
гутъ быть представлены въ видф: 


Е Х1 5 те РА, ТИ = Хиу—рА&,, По = К + Кл,— 2; 


такъ что уравненя прямой (С’) будутъ: 


(2-Х) Е РА, — 95 = 0, 
— р +(В2+Хщи-я5=0, (171) 
(62—К,)& --(Ву—К,)и + =0. 


Для получен1я поверхяости остается исключить &, 1 И 2; 
получимъ гиперболоидъ: | 


28 (2 у?+ 2?)+ К. Пх2—(Х—Х,)А4у— К, Пу2- 
+ (К, Х,-—рК, В) —(КХ-+-рК,В)уу--ь ВХ, + Х,) + 
+2(р?В+ ХХ.) =0. | 


Ве гиперболойды, соотвЪтотвующие различнымъ р, имфютъ 
одинъ и тотъ-же центръ, координаты котораго: 


К, АА, 


о 
РОДИОН 28 
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Уравнен1е поверхности, отнесенное къ центру, будетъ: 


2рА(2? + у? -- =?) + 2К,х2 —2(Х, ти - 


+ а ИЗрВ)=0. (172) 


гдв Г есть функщя вида (86). 
Для отыскашя направленя и длинъ полуосей поверхности, 
составимъ извфетную систему уравненй : 
(2рА— © )\—(Х, —Х, )ь + К» =0, 
—(Х,—Х,)^ + (228 —З)и—Ку =0, 
КА — Ки + (28 — 5) = 0. 
И3р8—5)=0, 


(173) 


причемъ послЪднее уравненме есть результатъ исключеня коси- 
нусовъ ^, № иу изъ первыхъ трехъ. Такъ какъ извЪзетный 
членъ ето есть У(2рД), то, обозначивъ черезъ ©, ю., Юз 
его корни. будемъ имЪть: 

“ — . 

51 ЮЮЗ Их Т(2рВ): 


съ друтой стороны, если сравнить систему ур. (173) съ по- 
добной-же системой $ 11. то можно написать вообще: 


28 —$,=рь К=1, 2, 3. 


поэтому уравнеме гиперболоида, отнесенное къ центру и къ 
осямЪъ. должно имЪть такой видъ: 


(4-28)? (р— ру (рз—2р8)=? + 
1 ; 2 
+ зд (— 2РВ)ф-— Вр, — В) = 0. 


Уравнен1е поверхности. представленное въ такой формз, 
даетъ поняте о томъ. какъ она будетъ видойзмфняться при 
отдЪльномъ измзнени величинъ р, А п произведешя рА. 
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Ассииптотическ1й конусъ поверхности, какъ видно изъ 
ур. (172), не равенъ конусу (151) осей вращентя. Но если с0- 
ставимъ уравнене конуса пормальнаго ЕЪ ассимптотическому. 
то легко убфздимея, что сЪчен1е его плоскостью, параллельной 
плоскости сЪченя й отстоящей отъ вершины конуса на раз- 
стоянш А, есть кривая (167), обертываемая осями вращеня, 
лежащими въ плоскости. отстолщей отъ плоскости сВченя на 
такомъ-же разетоянш А. 

Такъ какъ 0овь вращеюи (Г). лежащая въ плоскости пер- 
пендикулярной къ оси 02 (фиг. 1), одновременно перпендику- 
лярна и къ оби О и къ оби соотвфтетвующато импульсивнато 
винта (С), то она параллельна кратчайшему разотояню РЯ 
между этимй двумя прямыми. Для полнаго опредзленя поло- 
женя прямой (С), соотвЪтствующей данной оси вращеня (Г), 
достаточно поэтому знать длину РО=А вышеуломянутато крат- 
чайшато разстоянуя, а также ординату ОР=2, точки перес$- 
ченя послЪдняго съ осью 02. Обозначимъ черезъ а уголъ, 
образованный осью (Г) съ осью 05, тогда координаты точки @ 
будутъ Асоза, Ата п —2,; имфя-же въ виду ур. (10), и 
подставляя координаты точки © въ первыя два изъ ур. (171), 
получимъ : 


(Х, —В2,)с05х = (А0,—рЕВ)зта, 
(Х,— Аз, та = (рА— 9х, )соза. 


Изъ этихъ двухъ уравнеюй получаемъ: 
Ва — Хао (174) 


462, — р = (х,—% пасон, | (175) 


Такъ какъ правая часть перваго изъ этихъ уравнешй 
представляетъь обратное значене квадрата параллельнаго (Г) 
рад1уса вектора эллипсоида, а за прямую О= мы можемъ взять 


очерке 
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любую йзъ прямыхъ. проходящихъ черезъ О и лежащих въ 
плоскости перпендикулярной къ (Г), то: кратчайтия разотояня 
соотв тетвующихъ прямыхъ (С) и (Г) отъ какой-либо прямой. 
проходящей черезъ центръ инерщи и лежащей въ плоскости 
перпендикулярной къ (Г). пересЪкаютъ эту третью прямую въ 
двухъ точкахъ. произведен1е разстоянй которыхъ отъ центра 
инерции равно обратному значентю квадрата параллельнато (Г) 
радлуса вектора эллипсоида. Если пряуую 0 взять парал- 
лельно кратчайшему разстояню прямыхъ (С) и (Г), то ур. (174) 
выразитъ теорему (126) Тигата; съ другой стороны. какъ 
видно изъ фиг. |. оно есть прямое слЪдетв:е послЪдней. Въ 
самомъ дВлв изъ подоблыхъ треугольниковъ 191, й (64. тдЪ 
В 9. —0 0—2, 09—=2,, пмзежъ: 


< 


А. — о. 
9: А=2,:6;, 


откуда: 
08, = Ад.. 


Что касается до ур. (175), то въ немъ: 
050 = 911605 7119) = 21, = Му, 
слздовательно, если Л —=А,: 
АА, = рА-Н (Л, —Х, )5тасоза. (176) 


Это уравнен1е. представляющее соотношене между крат- 
чайшими разстоямями прямыхъ (С) и (Г) отъ оби 02, вмЪстЪ 
съ ур. (174) и извЪетнымъ направлемемъ кратчайшато раз- 
стояния А опредЪляетъь положене прямой (С). 


ВАЖНЪИНИЯ ПОТРУИНоСТИ, 
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Ёь ВОИ ВАЖОВОРО ОТЛАЖДеНЯ ЗЕМЛЯ. 
М. П. Рудзкаю. 
Зиг 1а боге 4а геЁйго141ззелет збси]ате 4и ©1оЪе феггезёге. 


М. Р. Вида. 


$ 1. Вступлеше. Услов!я въ поверхности, 


Вопровъ вЪковоге охлажден1я земли разбиралея Фурье '), 
Пуассономъ, Риманомъ, Бишофомъ, Томсономъ и другими. 

Въ послфднее время онъ быль затронуть въ извЪетномъ. 
спорз Фэз?) и Ланпарана о фигур» земли и 9. Дрыгаль- 
скимъ 3). 

Выводы. помфщенные здЪсь. по большей части независимы 
отъ предположеня о первоначальномъ распредленаи темпера- 
туры внутри земли. Предполагается, что земля ость твло, те- 
ряющее теплоту; но такое заключенте неминуемо слЪдуетъ изъ 
повсемзетнато увеличеня температуры по мЪрз углубления. 
Впрочемъ, если дается предпочтене какой-либо гипотезЪ. то 


1) Еопггег. Апп2]е5 4е Сре еф Рвуз1аче. ХТ томъ. 
Ро13з0р. ТВеот1е ша етайапте 4е 1а спаепг. 
Влешапп. РагНеЦе ОПШегеп с] е1сВапоеп. 
Твошзой УУ. «СооНпо оЁ 41е Еат®» прибавл. къ ‹«ГгеаЯзе оп Маф. 
РЬ!1.› Твою з0п её Та П изданте. 
В1зевоЁ С. Оле У/’ёгтеевге Чез Тппегеп Опвзегез Р]апёеп. 
?) Статьи Фэя въ Сошрфез КепЧ аз за 1886 г. въ «Веупе Зет йдие». 
Лаппарана въ ‹Веуце 516 п Йа пе». 
3) Е. у. Огуса!зЕ1. Ге Вемуесаасеп ег СопЯпепе 2аг Е1з7ей. 
УегВапа1. дез УПТ депёзеВеп СеостарЬеп4аосв. 


Т. ХУ. Зап, Мат, Отд. 1 
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уже невоунфнно гипотез Лапласа и Фурье, такъ какъ она 
лучше всего согласуется еъ цфлымЪ рядомъ фактовъ. съ самыми 
разнообразными данными, заиметвованными изъ Геологи и Астро- 
Ном1И. 

Прямое доказательство, что она справедлива, не сущест- 
вуетъ. Не будемъ напрасно пытаться доказать ее. но взаимно 
не будемъ разематривать другихъ гипотезъ. придуманныхъ съ 
цфлью выяснить увеличене температуры по м$рз углубленля. 
Несмотря на авторитеть Пуасвона и Мора, ихъ гипотезы пре- 
даны забвеню. Крайне оригинальная типотеза Лошиидта 1), ос- 
‘нованная на нФоколько противур$чащемъ опыту предположени, 
что внфшиня силы мотутъ производить вл1ян1е на частичныя ско- 
рости, почти не нашла поклонниковъ. 

Упуская изъ виду вфковыя изм$неня въ распредзлени 
суши и моря и въ направлеюи холодныхъ и теплыхъ теченй, 
можно сказать. что дно Океановъ содержится во всякомъ м$етЪ 
въ извфетной постоянной температурв. ГлубокомВрныя экепеди- 
ци послЪднихЪ десятковъ лЪтъ обнаружили этй температуры. 
Лля болЪе изелЪдованнаго Атлантическато Океана ииЪзютел уже 
удовлетворительныя карты температуръ морского дна въ родЪ 
напримфръ карты въ атласф Гамбуртекой Обсерваторли. 

физическля условля выражаются аналитически крайне просто. 
Функция, выражающая температуру земли должна въ ‘области, 
соотвфтствующей дну Океановъ принимать въ извфетной поверх- 
ности, извфетныя опредЪленныя значеня. 

Что касается поверхности суши, то здЪеь ветр%чаются 
боле сложныя условя. Поверхность ея нагр®ваетея лЪтомЪ й 
днемъ. охлаждается зимою и ночью. эдфеь идетъ обизнъ между 
отчасти яеными. отчасти темными лучами солнца и исключи- 
тельно темными лучами земли. Пуаесонъ ^). разбирая уеловля 





1) [0814 6. Чефег 4еп Хазбап@ 4ез У/Агиес1е1еНоелу1еВ$ез. Э17ег. 
АКа4. УУ1зз. УЧлев П АБ. ЪХХШ томъ, стр. 128, 366. 
”) Ро1ззоп, 106. е\. Глава ХТ. 
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потери теплоты въ поверхности суши, взялъ во вниман!е при- 
быль теплоты отъ воздуха. солнца и зв%здъ, но выраженте, 
предложенное имъ неудовлетворительно. Оно составлено въ томъ 
предположени, что токъ теплоты, выходящ1Й изъ земли прамо 
пропорцтоналенъ разности температуръ т. е. въ основаюше раз- 
сужденя принятъ Ньютоновъ законъ лучеиспуеканя. Между 
ТВиЪ въ выражен!е тока входить членъ, пропорц1ональный раз- 
ности температуры поверхности земли и междупланетнаго про- 
странства. Но эта послёдняя температура неизвестна въ точ- 
ности. Съ другой стороны она навфрно ниже самыхъ низкихъ 
температуръ, наблюдаемыхъ на поверхности земли. ИзвЪстно-же, 
что въ Восточной Сибири случаются морозы. во время которыхъ 
термометр падаетъ на шестьдесятъь слишкомъ градусовъ ниже 
нуля. Нулье и Фрэлихъ Г) вычисляютъ для междупланетнато 
пространства температуры еще далеко ниже этихъ крайне низ- 
кихъ температуръ. Первый нашелъ—143° 0.. второй—127° С. 
й—131° С. — Такимъ образомь разность между температурой 
поверхности земли и междупланетнаго пространства можетъ 
превышать сто градусовъ С. Между тЪмъ НьютоновЪ законъ 
лучеиспускан1я справедливъ только для очень малыхъ разнос- 
тей температуръ. Опыты Делароша?”) показали. что онъ абсо- 
лютно непримнимъ къ разностямъ въ 80 и больше градусовъ. 
Уже для разностей въ нЪеколько десятковъ градусовъ онъ 
даетъ невЪзрные результаты. 

Но точный законъ лучеиспусканя неизвфетенъ. Поэтому 
мы должны иначе поставить вопросъ. Обходя законъ лучеийс- 
пускан1я и вообще упрощая задачу. мы возьмемъ въ основанте 
дальнИшихь разсуждон!е то основное положен!е теори теплоты, 
что температура тзла, внутри котораго передача тенлоты со- 
вершается по законамъ теплопроводности вполнф опредълена. 


1) ЕгбвИев Верегё. аг Мефеого!ос1е У[ томъ. 
2) Лат1ю еф Вопфу. Соптз ае РЬузаце. 207 ”* И. томъ. 
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коль скоро извзетны‘ равпредзлене температуры внутри тзла 
въ извЪстный моментъ и. начиная ©ъЪ этого момента, темпера- 
тура его поверхности. Мы потомъ ближе разсмотримъ эту по- 
становку вопроса, Теперь мы должны сдЪфлать нфкоторыя пред- 
варительныя замфчаня. 


$ 2. Вляше конвекщи на геотермичесый гращентъ. 


Передача теплоты внутри земли совершается нетолько пу-. 


темъ теплопроводности, но тоже путемъ конвекши. — Побмо- 
тримъ каково ея вляне. — Конвективные токи невозможны 
въ ядрз земли. Еелибъ даже. вакъ полатаютъ А. Риттеръ и 
Г. Спенсеръ, всВ вещества ядра земли находились въ сверхъ 
критическомъ состояни '), то еще частицы газа. которато плот- 
ность почти равна плотности металловъ, который находитея 
подъ давлентемъ не то сотенъ тысачъ, а милл1юновъ атмос- 
феръ. не моглибы двигаться. — Въ ядрф земли передача теп- 
лоты должна совершаться по законамъ теплопроводности. хотя. 
конечно, коэффипленты теплопроводности и теплоемкости тзлъ, 
находящихся въ тЪхъ исключительныхъ условяхъ, которыя 
таль тосподствуютъ, составляютъ нЪчто совершенно для насъ 
неизвЪстное. Конвекция’ играетъ главную роль въ земной кор. 

ИмЪютея два вида конвекии: вулканическая. и та, кото- 
рая совершается посредствомъ воздушныхъ и водяныхъ теченй. 


Вулканическая конвекц1я ограничивается нЪкоторыми 0б- 


ластями. Она дЪйствуетъ прерывистымъ образомъ, особенно. если 
вулканъ не принадлежитъ къ разряду постоянно «работающихъ» 
какъ напримЪръ Стромболи. 


1) Ёритической температурой называется такая, при которой, не смотря 
на самое сильное давлен1е. твло обращается въ газъ. Гульдбергъь полагаетъ, 
что даже для платина эта температура не выше 7000°. Однако нельзя пола- 
гатьея на эти результаты. Сби]@Ъего. Иейзевтг Гаг рвуз. Сьепшле. В(. Г, 


етр. 231. 
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Сюда-же должна быть отнесена потеря теплоты. выходя- 
щей вмЪстЪ съ газами й парами въ мофеттахъ и сольфатарахъ. 
Теплые ключи составляютъ переходное явлене къ водяной 
конвекии. 

Вулканическая конвеки1я вызываетъ сразу громадныя по- 
тери теплоты. Однако, благодаря своему мЪетному и прерывис- 
тому характеру она въ итогз производить меньшее вл1яне, 
чЪиъ явлен1я повсемзстныя и постоянныя. хотя на первый видъ 
болЪе слабыя. Ради сравнен1я приведемъ слёдующее вычисле- 
н1е. Тоже самое количество теплоты. которое, благодаря тепло- 
проводному току, въ продолжен!е одното года выходитъ наружу 
сквозь одинъ квадратный метръ земной поверхности, равно той 
работ. которая нужна для того. чтобы поднять на высоту ста 
метровъ столбъ лавы, имфюпиЙ въ основан 8 квадр. метр. 
и 1000 метровъ выеоты. Температура плавлен1я лавы опред»- 
ляется никакъ не ниже 1300°С. считая отъ абсолютнаго нуля, 
Ея теплоемкость при столь высокой температур» неизвЪетна. 
но можно предположить, что теплоемкость единицы массы въ 
пять разъ меньше теплоемкости единицы массы воды '). Тогда 
еъ нашимъ столбомъ лавы подымается столько единицъ теплоты, 
сколько. благодаря теплопроводному току уходитъ сквозь 1100 кв. 
метр. земной поверхности. При этомъ вычиелени было пред- 
положено, что теплопроводный токъ уноситъ въ годъ 50 еди- 
ницъ С. С. 5. сквозь одинъ квад. сантиметръ земной поверх- 
ности. По Г. Г. Дарвину?) напряженность этого тока опредз- 
ляется въ 45,9 @диницъ С. @. Ъ. Шо комитету отъ «Вг$Ь 
А33061210п»› въ 41 един. 0. @. 5. по Эли де-Бомону 52, по 
Лэшарану 513). 


1) Еуеге. РВуз1с81 ОпИз ап@ Соп3ф 043. Боп4оп, 1879, стр. 80, Теп- 
лоемкость стекла между 0°и 300°—0.1990. Для трапа выходитъ почти тоже 
самое чиело. См. стр. 101. 

*) Ргесезз10 0Ё & у15с0цз зрЮего14. РЬИ. Тгапв. 1879 г. 

3) Еоге!. Ша {аипе ргоюпае. Мочу. Меш. бое. Неу. ХХХ, стр. 18, 


88 М. П. РУДЗКЛИ. 6 


Вулканическая конвекция занимаетъ нЪкоторое мЪето въ 
общемъ балансЪ расхода теплоты. но на величину геотерми- 
ческаго градлента она имЪетъ вмяне только въ вулканичес- 
кихъ областяхт. 


Круговращене воды и воздух повсемфетно въ области 
суши. Цослвднее ограничено верхнимъ слоемъ почвы. Мы не 
будемъ точно разбирать услов1й вЪ этомъ слов. Для насъ ва- 
женъ вопросъ, каково вмяюе конвекщи на величину геотер- 
мическаго градтента. Между тЪмъ этотъ поверхностный слой 
иметь настолько незначительную толщину. что увеличенте гра- 
лента или уменьшене, ограниченное этимъ слоемъ иметъ 
крайне малое вляне на общее поднят!е илй понижене воЪхъ 
геойзотермовъ. Объ этомъ поверхностномъ слоф почвы мы ска- 
жемъ только то, что нужно для болЪе яснаго уразум ня усло- 
в. существующихъ въ нЪфеколько боле глубокихъ пластахъ. 


Въ этомъ поверхностномъ слоф въ иныхъ м$етахъ обна- 
руживаются особенности, доказывающия, что конвекиля играетъ 
въ немъ весьма важную роль. 


Вривая средниеь температуръ всюду постоянно повышается 
по мзрЪ углублешя, начиная съ самой поверхности. Въ Сид- 
неф, МельбурнЪ, Нукус, Тифлиев и ГриничЪ на промежуткЪ 
нфеколькихъ первыхъ метровъ она дЪлаетъ изгибъ внизъ, Это 
явлен!е было впервые замфчено и оговорено Академикомъ Виль- 
домтъ 1). потомъ 9. Лейстомъ 2). Для примвра я привожу дан- 
ныя для Нукуса, причемъь замфчаю, что въ точности этихъ 
наблюденй особенно Нукусекихъ и Тифлисскихъ не можеть 
быть ни малЪйшаго сомнфия. Наблюденя въ НукусВ п Тифлиеъ 
дЪзлались чрезвычайно тщательно. въ первой мЪетности черезъ 





') Н. У’Иа. Оефег Водеп{фетр. ха 5%.-Рефегзраго ип@ МиаКиз5. Верегф. 
{аг Меёеого]ос1е, УТ томъ. 

2) Е. [еузф. О1е Водешетрегафатеп ш Разуфслузк. Относительно Тио- 
лиса см, наблюденя Тифлиеской Обсерватор:и 1880—1883 года, 
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всяк1е два часа, во второй ежечасно. Ланныя для прочихъ 


мзотъ находятся въ работЪ Вильца, изъ которой я извлекаю 
слздующия числа (табл. ХУШ). 


Средняя температура въ Нукус». 


Въ глубинЪ за 1875 1876 1877 годъ 
10 сант. > 13.54 127.98. 1.12256 › 
20 › >! 137.695 13°.24. 1 125.98» 
40 › ха 1435 14° 56 
80 › 2 6-15 15738 › 

160 › Е Е И С 

280 »› › 14°.31 14°.46 14°.69 › 

400 › › 13086 149.01 140.21 » 


Дальше повышен1е температуры. 


Такой Изгибъ кривой среднихъ температуръ можетъ быть 
объясненъ только вмятемъ конвекци. При чисто теплопровод- 
номъ процессв онъ можеть быть объясненъ только вЪковыми 
колебат!ями климата. Но какъ справедливо замВчаетъ 9. Лейетъ! } 
эти послЪдея отражаются въ тЪмъ большей глубин, чЪмъ ихъ 
пертодъ длиннЪе. Между тЪиъ этотъ йзгибъ кривой среднихъ 
температуръ замфчается въ глубин значительно меньшей, чиъ 
та. въ которой замЪтны годичныл колебанля температуры. — 
Лейстъ даетъ слВдующее по моему вполнф раппональное 06ъ- 
яснее этого явленя для Нукуса?). «Дожди падаютъ здЪеь 
тлавнымъ образомъ въ холодное время года отъ Ливаря до Мая. 
Температура дождевой воды въ среднемъ на 6° ниже средней 
температуры выешаго поверхноетнаго слоя. Почвенная вода 


1) Г.ос. еЦ., стр. 304. 
*) Гос. сИ..; стр: 307. 
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стоитъ въ Нукус на глубинф 4 метровъ й пополняется именно 
этой холодной дождевой водою. а потому температура почвы 
въ этой глубинЪ понижается». Вообще МЛейстъ думаетъ, что 
въ поверхностномъ слоз круговращене воды играетъ крупную 
роль. 

Въ этомъ поверхностномъ слоз перемежаются пероды вы- 
сыханя и пропитаня водою. Растемя тянутъ воду вверхъ 
своимй корнями. НесомнЪнно часто случается, во время засухи. 
что вода подходить вверхъ въ волосныхъ порах и скважи-. 
нахъ. 

Изел8дованя Дальтона, Маротта и Грэве показали '). 
что по всей вфроятности, въ ЕвропЪ только немногимъ больше 
одной трети атмосферной воды проникаетъ въ почву, остальное 
испаряется на поверхности. Изъ этой трети только небольшая 
часть идетъ глубже, большая совершаетъ свой круговоротъ въ 
поверхностныхъь слояхъ почвы. ЗамЪтимъ, что всЪ ключи и 
источники, которые сейчасъ посл дождей усиливаютъ свою 
дЪятельность, несомнзнно питаются водою, совершающей, если 
можно такъ сказать, малый круговоротъ, а такихъ источниковъ 
очень много. 

Воличество атмосферной воды соверталощей большой кру- 
говоротъ. конечно, не можеть быть точно оцЪнено. но оно 
значительно меньше одной трети общаго количества выпалаю- 
шаго на долю извфетной облаети. 

Отдзлимъ мысленно поверхностный слой въ нзеколько или 
въ крайнемъ случаз въ н$Зоколько десятковъ _метровъ. Ниже 
этого слоя нигдф не ветр®чаются апомали въ родЪ вышеука- 
занныхъ. Извфетно. что артез1онокая вода вообще не полу- 
чается изъ кристаллических породъ. разв только въ такомъ 
случаЪ ?), когда онЪ сильно потресканы. Такъ какъ въ оено- 


1) Ср. Мушкетовъ. Физическая Геолог1я, стр. 167. П чаеть. 


2) Ср. Мушкетовъ, 10с. ей., П часть, стр. 172. 
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вани теолотическихъ формашй всюду въ той или другой 
тлубинв залегаютъ кристаллическя и метаморфическя породы, 
то. по всей вЪЗроятности, нижюЙ предзлъ круговращен1я воды 
нигдв не лежитъ глубже, какъ на разетояни н*Феколькихъ ки- 
лометровъ отъ поверхности. Притомъ на такихъ  глубинахъ, 
которыя находятся ниже веЪхъ окрестныхъ овраговъ и впадинъ. 
вода можеть возвращаться на поверхность только благодаря 
гидростатическому давлению. Это конечно не способетвуетъ ско- 
рости круговращентя. ибо. блатодаря гидростатическому давлению 
можеть вытекать только излишекъ сверхъ того количества 
воды, которое нужно для совершеннаго пропитаня пластовъ 
водою. | 

Вообще для существования восходящаго 1) источника нужно. 
чтобы питающая его вода не могла какъ-нибудь уходить 60- 
КОМЪ. 


Весьма сомнительно, существуетъ-ли круговращенте воды 
въ пластахъ, залегающихъ подъ дномъ Океановъ. Подводные 
ключи прфеной воды, питаемые атмосферной влагой. падающей 
на с06$днюю сушу. ветрЪчаются довольно часто вблизи бере- 
говъ. Но другое дфло, можетъ-ли морская вода проникать, 
скажемъ въ центральныхъ областяхъ Океановъ, подъ дно а 
потомъ опять возвращаться. эамфтимъ. что илы, покрывающие 
столь обтирныя пространства дна. крайне непроницаемы для 
воды. Нисходящ1е источники (соленой воды разумЪетея) почти 
невозможны волЪлетв1е недостатка болзе рЪ®зкихъ скатовъ и 
наклонностей дна. На тромадномъ пространств дно бываетъ 
почти горизонтально. Наконенъ для восходящихъ источниковъ, 
какъ вообще для всЪхъ. нЪтЪъ. такт сказать, двигающей при- 
чины. ДЪйствительно. Вообразимъ даже. что нзкоторая скважина 
выходить обоими конпами на поверхность дна. НЪтъ никакой 
надобности. чтобы вода двигалась въ этой скважинЪ въ томъ 


1) Ср. Мушкетовъ, 106, ейв., П чаеть, етр. 170. 
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или другомъ направлени., ибо давлене веегда и всюду равно- 
изрно. ЗдЪеь, т. е. на диз моря, нЪтъ той измфичивости раз- 
ныхЪ факторовъ, которая даетъ толчекъ къ круговращеню 
воды въ пластахъ. залегающихъь въ области суши. 


Н»%которые ученые предполатаютъ, что вода налийхъ Океа- 
новъ и атмосферная вода медленно всякаетъ въ глубину. Юели 
даже совершается такой процессъ, то во всякомъ случаВ нзтъ 
причины думать. чтобы онъ бсовершался съ большей скоростью 
подъ дномъ Океановъ. именно велЪдств1е крайне малой водо- 
проницаемости пластовъ, залегающихъ на дн®. Вирочемъ вмяне 
этого явленя во всякомъ случа совсЪиЪъ ничтожно. 


Изъ сказаннато сл$дуетъ, что можно-бы сравнить землю 
съ шаромъ. внутри котораго передача теплоты совеушается по 
законамъ теплопроводности. но въ н%Ъкоторой области. соотвЪт- 
ствующей нашимъ материкамъ. этотъ шаръ покрытъ тонкой въ 
сравнений съ рад1усомъ шара оболочкой, въ которой псзедача 
теплоты совершается не только по законамъ теплопроводности. 
но тоже по законамъ конвекии. Влмяше ея вообще увели- 
чивается отъ основаня оболочки до поверхности. Въ самомъ 
поверхностномъ сло оно сильно усложняется. а виЪеть съ 
тЪиъ играетъ чуть-ли не самую важную роль. | 


Оставляя въ сторонз эти поверхностные слои. раземотримъ 
влян1е конвекци въ болЪе глубокихъ пластахъ оболочки. | 


Вода проникаетъ въ тлубину по трещинамъ и екважи- 
намъ и кромв того повсемЪетнымъ провачиваюемъ сквозь по- 
роды, возвращаетея на поверхноеть по скважинамъ и трещи- 
намъ. Температура воды въ жилахъ конечно не остается безъ 
вмян!я на температуру окружающихъ водяную жилу породъ, 
но то-же самое количество воды производить твмъ меньшее 
вмян!е на сосЪдн!я породы, ЧВмЪ разрзъ жилы больше. 
ВелЪдотве этого на градлентЪ отразится прежде всего вмянте 
воды, просачивающейея сквозь породы сверху внизъ. Это вл1яне 
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можеть быть оцфнено въ качественномъ отношении, какъ это 
сейчасъ увидимъ. 


Вообразимъ себЪ мысленно слой пористаго твердаго ве- 
щества. Пусть теплопроводный токъ идетъ въ вертикальномъ 
направлении къ плоскостямъ напластоваюия, да притомъ снизу 
вверхъ, въ то время. какъ въ прямопротивуположномъ направ- 
лени идетъ токъ воды. обладающей извЪстной температурой. 
Будемъ разоматривать безконечно тонюй призматическй или 
цилиндрическ:й элементъ объема. Пго основамя параллельны 
къ плоскостямъ напластованя. (Мы предполагаемъ, что эти 
плоскости горизонтальны). Площадь этихъ обноваюйЙ равна 
единиц поверхности. Проведемъ вертикальную ось координату, 
и обозначим ее посредетвомъ 2. Ея положительное направлене 
считается съ низу вверхъ. , 


Положимъ, что въ единицу времени!) теплопроводный 
токъ вносить въ элементъ объема сквозь нижнее основане : 


` 


$ единицъ теплоты 


сквозь верхнее уноситъ: 


$ ре - 42 единицъ теплоты. 


Въ то-же самое время вода выноситъ сквозь нижнее ос- 
нованте : 


9 единицъ теплоты 


—= 


4 ВНоСИТЪ Сквозь верхнее 


4 не 142 единипъ теплоты. 





') Примъчате. Предиолагастея безконечно малая единица времени. 
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Тогда въ элемент остается: 


(5 49 а 
И 7 ). 2 единицъ теплоты. 


Объемъ элемента равенъ: 42, теплоемкость вещества: с,') 
его плотность: о. Вел детв1е измфнентя количества теплоты въ 
элемент, его температура измфнлется. При томъ вообще плот- 
ность и теплоемкость могутъ измфняться: послЪ истечения еди- 
ницы времени, плотность будеть: р-Р4о; теплоемкость будетъ: 
с-- 4с. — ИзвЪетно, что. если Измнен1е количества теплоты 
въ извфетномъ объем раздЪлимъ на произведене объема на 
плотность вещества й на его теплоемкость, то получимъ измф- 
нен1е температуры вещества. 


Отсюда. такъ какъ: и [`дз ТГ обозначаетъ температуру, 


& Е время] есть измфнене температуры въ единицу времени; 
получаемъ равенство: 


4$ 49 АИ 
=. Т 
42 [1 СЕ 
Образуя это равенетво, мы пренебрегли безконечно малыми 
величинами. 
Положимъ, что 06ь 2 начинается въ той тлубинЪ, гдЪ 
конвекция исчезаетъ, т. е. тдЪ 9д==0. Интегрируя 0обЪ стороны 
уравнентя; Т отъ 2=0 До 2==2 получимъ: 


И 
5—а=%— Срд 48. 


Въ этомъ уравнеши: с и р величины существенно поло- 
жительныя. тоже самое. соглаено условлямъ задачи, справедливо 
относительно 0 и $. Въ поверхностном слоз 5$ бываетъ то 
положительно. то отрицательно. Въ тЁхъ слояхъ. которые мы 








1) Прим. с и р—теплоемкость и плотноеть породы, пропитанной водою 
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разсматриваемъ ’ скажемъ примфрно ниже такъ называемой 
нейтральной поверхности $ всегда положительно. 


Опытъ показываетъ, что измЪнене температуры внутрен- 
нихЪ слоевъ земли совсЪмъ неуловимо для нашихъ инструмен- 


товъ. Вепомнимъ только теумометрь Лавуаз1е въ подвалахъ 


ТР 
Парижской обсерватори. Поэтому можно положить. что т 
почтл равно нулю пли другими словами, мы предполагаемтъ, 


что эти температуры почти стаплонарны. Въ такомъ случаз: 
Ё$—91=%.5 П 
между тзмъ, при отсутетви тока воды было-бы: 
И Ш 


ЗамЪтимъ, что въ случа: П, $ должно увеличиваться 
по направлению къ поверхности. ибо 9 уменыпается отъ по- 
верхности до горизонта 2==0. Въ случа: И $ постоянно. Гео- 
термичесв1й градлентъ обратно пропорцтоналенъ напряженности 
тенлопроводнато тока коль скоро коэффишенты теплопровод- 
ности одинаковы. Присутств1е конвективнаго тока, каправлен- 
наго сверху внизъ увеличиваетъ $, а велфдетвые этого умечь- 
шаетъ градлентъ. ЗамЪтимъ, что, если-бы сдЪлать предположенте, 

ЧУ 
что тёло охлаждается, т.е. что: —„_ отрицательно, то гра- 
длентъ долженъ тогда еще больше уменьшаться. Изъ этого 
можно вывести заключене, что подъ поверхностью сушй въ 
той оболочкЪ, въ которой совершаются конвективныя явленйя, 
традентъ вообще меньше, нежели при отсутетв1и конвективнато 
тока, идущаго сверху вийзЪ. 


Не вижу фактовъ, прямо противур$чащихъь этому заклю- 
ченю. Скорзе замфчаю нЪкоторые пожалуй товоряшле въ его 
пользу. ИзвЪетно. что традентъ вблизи поверхности вообще 
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на половину меньше, чзиъ на больтихъ тлубинахъ. Вильдъ 
опредзляетъ средн! градентъ въ поверхностныхь слояхъ въ 
15 метровъ, Лейстъь въ 12, въ то время какъ средюай гра’ 
длентъ для болЪе глубокихъ пластовъ больше 30 метровъ. 
Быть можеть. что замфчаемое въ кристалличесвихь породахъ 
увеличенте град1тента противъ средняго (въ гнейссахъ Минасъ 
Геразеъ въ Бразили градтентъ: 86 метровъ) происходить от- 
части отъ отсутствуя конвективнаго тока, нетолько отъ большей 
теплопроводности. | 

На основанйи сказаннато смфемъ предполагать, что подъ 
дномъ Океачовъ «сеёетз ратиз» традентъ долженъ быть 
больше, чЪмъ подъ поверхноетью суши. 


Этимъ прекращаемъ разборъ влян1я конвекщи. Можно-бы 
многое сказать про нее, но считаемъ неумЪстнымЪ начинать 
изел®дован!е конвективныхъ явлешй, столь мало вообще разра- 
ботанныхъ, со случая сравнительно оложнаго. Впрочемъ то. 
къ чему мы стремились : оцЗнка влян1я конвекии на градтентъ, 
уже доститнуто. Повторяемъ еще разъ слова «на зраденть», 
отмВчая такимъ образомъ. что мы не опредфляемъ баланса 
расхода и прихода теплоты въ поверхностных елояхъ суши. 


Мы должны сдфлать еще два зам$чаня. Первое, что такъ 
называемая горная влажность очевидно не играетъ никакой 
роли въ конвективныхъ явленяхъ. Она есть въ физическомъ 
смысл одна изъ составныхЪъ частей породы. Ея влян!е отрани- 
чивается теплоемкостью и теплолроводностью породъ. — 


Второе. ВКонвективныя явлен1я отражаются и въ теплопро- 
водныхт, обобенно въ поверхностномъ слоЪ. гд$ рыхлая почва 
то пролитывается водою, то высыхаетъ. А. Литтровъ!) нашелъ. 
что влажная почва лучше проводить теплоту, чфмъ сухая. Легко 
уразумЪть причину этого явленя, если вепомнить. что въ 6у- 


Ра 


1) А етом. Чефег ге]ауе \У&гиееипозГАюКей. 812. Акаа. 
У1зз. Уеп, ЦХХХГ, П АЪ., стр. 110. 


ы 
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хой почвз скважины и поры наполнены крайне плохо проводя- 
щимъ теплоту воздухомъ, а въ влажной лучше проводящей водою. 

Можно бы подумать. что въ тЪхъ м$етахъ, какъ напри- 
уфръ Нукусъ. тдЪ кривая среднихъ температуръ на нЪкото- 
ромъ промежуткЪ по направлени къ поверхности подымается. 
въ общемъ йтогз теплопроводный токъ не только не’ причи- 
няетъ убытка, но сворзе прибыль теплоты. Изъ опытовъ Лит- 
трова слЪдуетъ, что такое заключене было бы нЪеколько 
преждевременно. Въ НукубЪ наприм8ръ почва пропитывается 
влагою и лучше проводитъ теплоту именно въ холодное время 
тода (оть Лнваря до Мая) т.е. въ то время, когда теплопро- 
водный токъ уноситъ. теплоту наружу. 

ВселЪдотв1е этого легко можеть случитьея, что расходъ 
теплоты въ это время превышаетъ прибыль, получаемую въ су- 
хое и жаркое время. когда почва хуже проводить теплоту. 
Впирочемъ теплота уходитъ и съ водою, возвращающейся на 
поверхность земли. 


$ 5. ИБкоторыя общя положенмя объ охлаждени тБлъ. 


Мы будемъ сравнивать землю съ охлаждающимея шаромъ, 
которато поверхность содержится въ извЪетныхъ теипературахъ. 
Полученный въ предъидущемъ параграф результатъ. что гра- 
ДЛентЪ «66ефег1$ рагиз» долженъ быть больше подъ дномъ 
Океана будетъ служить основамемъ для нЪкоторой поправки 
результатовъ. Мы потомъ возвратимея въ этому вопросу и по- 
смотримъ на него съ другой стороны. Теперь мы сдЪлаемъ нф- 
которые обние выводы, каслющтеся законовъ охлажден1я тЪлъ. 
внутри которыхъ передача теплоты совершается по законамъ 
теплопроводности. Эти выводы бросятъ нЪфкоторый свфтъ на 
споръ Фэя!) и Лаппарана и на работу Дрыгальскато. Съ дру- 


1) Примпчаще. Работы этихъ авторовъ, равно какъ Дрыгальскаго, 
были упомянуты въ начал 1-го параграха. 


, 
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гой стороны они ведутъ къ н$зкоторымъ не лишеннымъ иите- 
реса заключенямъ. 

Мы должны припомнить читателю, что Фэй защищалъ мнзнте, 
будто земля болЪе охлаждена подъ Океанами, чВмъ подъ по- 
верхностью суши. МЛаппаранъ отчасти оспаривалъ это мне. 
Дрыгальскй хотзлъ изелЪдовать деформащли, происходящая отъ 
мзотнаго болЗе или менфе скораго охлаждентя земной коры. 


Первое положене можеть быть высказано  слздую- 
щими словами: Исли 0ва одинаковыя, однородныя тъла 
А и Б, поставленныя в5 одинаковыя впрочемз условя, теря- 
ютз теплоту по законамз теплопроводности, но поверхность 
ттьла А содержится в нъкоторой температур: С, а тьло 
В св0бодно испускаеть лучи теплоты в5 среду, которой 
температура есть тоже: ©, то в5 любое время. вз пиьхе-же 
самых внутреннихь точкахь, тъло А будеть имъть всегда 
температуру болъе низкую. или вз крайнемь случаъ равную 
температурь ттьла Б. 


Это слЪдуетъ прямо изъ принциповъ аналитической тео- 
р1й теплоты. Д.Ъйствительно, мы предполагаемъ. что первона-’ 
чальныя температуры обоихъ тфлъ. ихъ фигура. вещество оди- 
наковы. Единственная разница въ томъ. что поверхность тзла 
А содержится въ температур С, а моверхность втораго тфла 
свободно испускаетъ лучи теплоты. Температура поверхности 
твла 2 никакъ не можеть сдфлатьея ') ниже С т. е. темпера- 
туры среды, она всегда больше этой температуры, хотя раз- 
ность температуръ можетъ сдфлаться крайне малой. Т.е. тем- 
пература поверхности тзла Б будетъ СФ. гдЪ х есть всегда 
положительная величина. 

Но температура тЪла всюду и во всякое время опред?- 
лена, коль скоро извЪстны: 1) первоначальная температура, 


') Мы говоримъ объ охлаждения. Ео 1рзо предполагается, что перво- 
начальная температура по крайней мВрЪ вблизи поверхности была выше 5. 
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2) температура поверхности. Возьмемъ третье тЪло С абсо- 
лютно сходное во вс№хъ отношеняхъ съ тЪлами Ай Би 
будемъ содержать его поверхность въ перемфнной температур 
СФ. Тогда твло С веегда и веюду будетъ имфть абеолютно 
тЪ-же самыя температуры, что и Б. Все. что справедливо для 
(. справедливо для В. Но кавательно уелов1Й въ поверхности 
теперь тЗла А и С совеБмъ сходны, ихъ поверхности содер- 
‚жалея въ температурахъ, одна С другая С--о. 
Аналитическя выражен1я для температуры тёлъ: А. В, С 
удовлетворяютъ тому-же самому дифференитальному уравненио: 
И ИИ 
а 


дс с обозначаетъ коэффицентъ теплоемкости. отнесенной къ 
объему. & коэффипентъ теплопроводности. Ё время. Г темпе- 
ратуру. т. У, 2 прямолинейныя координаты. Температура тзла 
А должна удовлетворять слЗдующему условшо въ поверхности: 


Ех о П 
температура тзла С удовлетворяетъ условю въ поверхности: 
Ге = 6 т. Ш 


Теортя дифференщальныхь уравнепй въ частныхъ производ- 

ныхъ ©ъ постоянными коэффиплентами говорйтъ, что, если вто- 

ричныя условля линейны, то аналитическя рЪшеня могутъ быть 

раздВлены на части. замЪтимЪъ кстати, что и услов1е для мо- 

мента $=0 
У. = Г, = И; = (2, У, 2) 


[тдЪ Ф выражаетъ первоначальное распредЪлен1е температуры] 
тоже линейно. 


Разложимъ: Г, на части: завиеимыл отъ температуры 


Т. ХУ. Зап. Мат Отд. ы 2 
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поверхности и отъ первоначальной температуры, тоже самое 
едфлаемъ съ Гс. получимъ: 


Та = РТ, Г; 


Причемъ для #=0, Гё=о, Г›=о, Г,=4. 
Для поверхности тфлъ, во всякое время: 


Г, =о 7 — К 


Причемъ вс эти функции удовлетворяютъ уравнентю Т. 
Вычтемъ Г, изъ Гс. или, такъ какъ У, =7с. изъ Г» 


И д=Ив— Гл= Г, 


Г. никогда не можеть быть отрицательной величиной. Оно’ 
всегда или положительно. или вЪ крайнемъ случаЪ равно нулю. 
ДЪйетвительно. Г, независитъ отъ другихъ подобныхъ ему 
функций. Но еслибы предположить, что б=0, Ф==0 то тогда: 
Г, =0. Г.=0о. Пусть это будетъ абеолютный нуль шкалы темпе- 
ралуръ. тогда, допуская, что Г, можетъ едфлаться . отрицатель- 
нымъ мы бы допустили возможность нелЪпости, отрицательной 
температуры. | 

И тавъ Г, >о, и будучи независимымъ отъ прочихъ 
температуръ, оно всегда останется положительнымъ. 

Такимъ образомъ наше зам$чан1е доказано. Оно можетъ 
быть распространено на тфла., состоящая изъ частей, разнато. 
но порознь однороднаго вещества. ДЪйствительно. Въ отдФляю- 
щихъ поверхностяхъ имЪются тогда условя 


И ра 
а И, а И 
а 
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ЭдЪсь Г, и Г, обозначаютъ температуры собфднихъ частей, 
п есть нормаль къ отдВляющей поверхности. Эти условныя 
уравнен1я тоже линейны. Первое выражаетъ тотъ фактъ. что 
въ отдляющей поверхности температуры о0боихъ веществъ 
равны. Второе выражаетъь то ублов1е. что то количество те- 
плоты, которое выходить изъ одного вещества. входитъ въ 
другое. 

Впрочемъ. наше зам чан1е, очевидно, имфетъ общее зна- 
чен!е. Коза передача теплоты внутри тлъла совершается 
по законамь теплопроводности, то ‹сеетз ратфиз» ттьло. 
которелю поверхность содержится в5 температуръ: © в5 
любое время в5 томг-же самом5 мъстлъ имтеть болье низ- 
кую температуру. чьмз тлъьло. свободно лучеиспускающее вв 
среду. которой температура есть С какой ни есть законз 
лучеиспускания. 

Во вторыхъ можно УубФдиться, что разность ТГ, между 
температурой свободно лучеиспускающило и искусственно 
охлаждаемалю отльла «сеет ратфиз» тъмь меньше. чьме 
размьъры тмълё больше. 

Температура поверхкости охлаждающатося тфла должна 
находиться въ зависимости отъ отношен1я его объема къ по- 
верхности. Лругими словами она есть функиля отъ его изм}- 
рен1й въ пространствз. Положимъ. что у насъ есть нЪкоторый 
линейный параметръ. увеличивающийся съ увеличетемъ рази%- 
ровъ тЪла, уменьшаюнийея съ уменьшентемъ его. Согласно ска- 
занному. Ги У. суть функщшы отъ этого параметра. Обозна- 
чимъ его посредствомъ а 


‘`Котда тЪла Аи Б дЬлаются безконечно большими. виЪзш- 
°няя поверхность удаляется на безконечное разстояне, а потому 
услов1я, тосподствующия въ ней не имвютъ никакого вляня 
на термическле процесеы, происходяпие внутри тфлЪ во вефхъ 
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точкахъ, находящихся на конечныхЪ разетояняхъ. А потому 
не можеть быть разницы между температурами обоихъ тзлъ. 
СлЪдовательно функшя Г, есть такая, что для а=00 она 
равна нулю. Изъ этого слЪдуетъ. что она должна уменьшаться 
по мБр увеличеня параметра и. Дальше, совефмъ очевидно, 
что она должна быть непрерывной функцей этого параметра. 
да притомъ должна измЪняться въ одномъ направлении. Пред- 
положен1е. что увеличене параметра « положимъ отъ @, до 
сопровождается уменьшенемъ функщи Г,, а увеличене отъ я» 
до а; сопровождаетея увеличенемъ. какъ это видно изъ физи- 
ческаго значентя функши, совеЗмъ нелЗпо. По этому можно ска- 
зать. 410 «при равенствь прочихг условй разности темпе- 
ратурь внутри тълё тьмь меньше, чъмь размьры иль 
больше». Замфтимъ мимоходомъ. что температура есть чистое 
число. Между тзмъ параметръ х имфетъ изм5ремя [№] т. е. 
это есть нЪкоторая длина. Шо этому должно быть 


гдз В есть параметръ, имЪющий измфреня: (1 "). Этотъ па- 
раметръ будетъ функцией отъ поверхностныхъ условй. Когда 
законъ лучеиспусканя есть законъ Ньютона, то В есть отно- 
шен1е коэффицента лучеиспускан1я къ коэффащенту теплопро- 
водности. Въ этомъ случаЪ наши замфчан1я могутъ быть про- 
върены помощью извфетныхъ р$шенй Фурье. Наши параметры 
обнаруживаются въ транецендентныхъ уравнен1яхъ, встрфчае- 
мыхЪъ въ задачахъ Фурье. | 

Наприифръ у Фурье температура шара, теряющаго теплоту, 
выражается рядомъ '): 


— а ри. 
> А, е 


п 


*) Копгмег Апа1уф. УУдгие В. Оерегз. хоп УУешжет. Глава У. 
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На обнованти этого рзшеня 9. Дрыгальсый въ упомяну- 
той выше работЪ дЪлаетъ н?зкоторыя заключеня относительно 
вл1ян1я поверхностныхь услов1й на скорость охлажденя земли. 

Котда первоначальное распредфлен1е температуры въ шарЪ 
есть функция лишь отъ радлуса, а поверхность шара содер- 
житея въ температурв нуль градусовъ то коэффииленты р им$- 
ютъ численныя значеня: 


п т пт 
и 

Когда первоначальное распредфлен1е температуры есть 
функшя лишь отъ рад1уса, но поверхность ибпуекаетъ лучи 
теплоты въ среду, которой температура равна нулю традусовъ, 
то коэффищенты р опредзляются изъ трансцендентнаго урав- 
нен1я: 


д 
ыы, - юЮл9р=о 


В обозначаетъ радЛусъ земли-— / есть отношенте между коэф- 
фиплентами лучейспусканя и теплопроводности. Фурье ') вахо- 
дитъ, что № близко къ единиц, если единицей длины взять 
метръ. Но рад1усъ земли равенъ 6370000 метрамъ. А потому 
величина АД настолько велика. что корни вышеупомянутаго 
транецендентнатго уравнен!я почти равны 


ВелЪдетв!е этого, если остальныя услов1я одинаковы, темпе- * 
ратуры обоихъ шаровъ почти одинаковы. Онз н$околько выше 
У свободно лучейепускающаго шара. 


') Аппа]ез 4е СЬ1шле еф 4е Рвузаие, 13 томъ, 1820 года, стр. 421. 
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Мы разсматривали доселз отдЪльныя тЪла. Но наши раз- 
суждентя могутъ быть распространены на такое тЪло, котораго 
поверхность отчасти содержится въ температур» С, отчаети сво- 
бодно испускаетъ лучи въ среду, которой температура тоже 
равна С традусамъ. 1005 лучеиспускающей поверхностью 
температура выше. чъмз была бы тоюа, кода таже часть 
поверхности содержалась-бы в5 температур © зрадусове. 
3Келая подробнзе разсмотрЪть ‘изотермическля поверхности, нужно 
изслВдовать отношене распредзленя поверхностныхъ условй 
къ фигурз тЪла во всякомъ отдзльномъ случаз. Относительно 
пара можно вообще сказать, что «при равныхь прочихь усло- 
ияль температура выше под5 лучеиспускающей. какз под 
содержимою в5 извьстной температурь поверхностью.” СЪ 
другой стороны чьм5 щарз больше. тъьмё разности темпе- 
ратурз в5 злубинь сравнительно меньше. > 


Таковы были причины побудивийя меня вести въ ‹ Реет- 
шапп’з МИИВеПиосеп» въ Ти 4 номерв за 1891 годъ но-_ 
лемику съ 9. Дрыгальекимъ. едЪлавшимь въ своей работЪ на 
основаши ложнато толковантя приведеннаго здЪсь трансцевдент- 
наго уравненя нЪсколько иные выводы. 


Изъ сказаннаго выше можно вывести слёдующее довольно 
интересное слЪдетве. Наша земля есть очень большое т%ло, 
позтому разности въ поверхностныхь услов1яхЪ вызывають не- 
значительныя разности въ температурахъ ядра. Разности въ 
температурахъ сопряжены съ разностями въ изизнени объема. 
Если объемъ тфла сокращается неравном$рно, то внутри т$ла 
возникаютъ разности натяженя. У земли эти разности будутъ 
_небольшя, благодаря тому. что разности температуръ незначи- 
тельны въ сравнеши съ ея размВрами. Слвдовательно можно 
сказать, что при существующяхъ условляхъ больше размЗры 
земли. не допуская значительныхъ разностей во внутреннихъ 
температурахъ, дзлаютъь невозможными большя разности вну- 


К. <. 
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треннихъ натяженй. Общее равномрное сокращене объема 
земли не угрожаетъ ея существованю. ‘Только разности натя- 
женя могли-бы вызвать катастрофу т. е. растрескане въ 
Куски. 


На этотъ разъ мы говорили преимущественно о ядрЪ 
земли. Диелокащи въ земной корз ‘являются слфдетвтемъ тото. 
что оболочка слдуетъ за сокращающимея ядромъ земли. Мы 
разсматривали землю. какъ твердос тЪло. Со времени изелздо- 
ваний В. Томеона и Г. Г. Дарвина надъ приливами и `отли- 
вами оказалось. что земля обнаруживаетъь механическля свойства 
твердато тЪла '). 


Изъ сказаннато выше слздуетъ. что мнЪфн1е Фэя. состоя- 
щее въ томъ. что земля болЪе охлаждена подъ Океанами. чзмъ 
подъ поверхностью суши покоится на нзкоторыхъ теоретичее- 
кихъ основаняхъ. Однако можно противъ него едфлать слЪдую- 
щее возраженте. Поверхность суши испускаетъ лучи теплоты 
въ междупланетное пространство. котораго темперитура многими 
градусами ниже той температуры, въ которой содержится дно 
Океановъ. Поэтому мы не будемъ дальше обсуждать этото во- 
проса.  БВозвратимся къ нему только въ слфдующемъ пара- 
графЪ. 


$ 4. Охлаждеше шара. 


НПоказавъ въ прежнемъ & значенте услов1Й въ поверхности, 
раземотримъ н%которую математическую задачу. Постараемся 
найти выражен!е температуры однороднаго шара, котораго пер- 


1) Ср. Твотазоп её Та. Тгеаб. оп Маф. РЬШ. $ 847, $ 848. 
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воначальная температура известна, а температура поверхности 
постоянна по отношению къ времени, перем$нна но отношенйю 
къ широтВ и долготв. Постановка задачи очевидно чрезвычайно 
проста. Но, благодаря этой простотЗ. мы будемъ въ состояи 
выбраться за предзлы символическихь рёшенй, избЪжалть ги- 
потетическихъь предположенй о термическихь свойствахъ ве- 
ществЪъ. составляющих ядро земли. Между тЪмъ мы будемъ 
въ состояюи достигнуть н%зкоторыхъ результатовъ, интересныхъ 
для теори охлажденя земли. | 


Изв$стно., что температура тзла вполнф опредзлена. коль 
скоро извзетна первоначальная температура во всякой его 
точкь и температура поверхности во всякое время. Изъ этого 
слЪдуетъ, что можно сравнить землю съ шаромъ. у котораго 
температура поверхностй именно такова, какъ температура по- 
верхности земли. Распредзлен1е температуры внутри этого шара 
будетъ представлять такя сходства съ распредвлемемъ темпе- 
ратуры внутри земли, что мнот1я заключен1я. справедливых для 
нашего шара, будутъ справедливы для земли. Впрочемъ въ по- 
слъдетви читатель самъ увидитъ. кавкъ будутъ поставлены 
вопросы и каюмя слЪдетвля можно изъ нихъ извлечь. 


Мы предполатаемъ. что температура поверхности натего 
шара постоянна по отнотентю къ времени. Мы въ правЪ сдз- 
лать такое предположене по нЪеколькимъ причинамъ. 


Во-первыхъ, мы вовсе не намзрены вычислять дЪйстви- 
тельныя температуры ядра земли. Для этого намъ пришлось-бы 
сдфлать цЪлый рядъ совсЪмъ произвольныхъ предположенй. 
Мы будемъ только доискиваться значеня климатическихъ при- 
чинЪ для температуръ ядра земли. 


Подъ климатомъ я здЪеь понймаю всю совокупность влИя- 
1, которыя опредзляютъ температуру поверхности. 


Во-вторыхъ, распредзлене поверхностных температуръ 
остается во время многихъ вфковъ почти постолннымъ. Можно 
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всегда разсматривать термическое состоян1е земли, относя на- 
чало процесса охлажденя къ тому моменту, когда извЪетное 
распредвлене температуръ поверхности было уже сходно съ 
современнымъ. | 


Въ-третьяхъ, температуры поверхности д?Ъйствительно за- 
ключены въ тзеные предзлы, по крайней мЪрЪ, съ того мо- 
мента. какъ органическая жизнь появилась на землЪ. 


Существован1е морской фавны въ КэмбрШеюмй перодъ 
доказываетъ, что уже въ это столь ветхое время температура 
водъ была или приблизительно такая, какъ въ наше время, 
или, въ крайнемъ случаЪ, только на нЪФеколько десятковъ гра- 
дусовъ выше современной. Въ такомъ случаз и температура 
дна была только немногим выше современной или такая-же 
какъ теперь. Уже въ Силур1Йскихъ отложеняхъ находимъ слЪды 
наземныхЪ растен1й. Правда, что «Ольдгамй» ') были отнесены 
бол$е строго критически относящимися къ вопросу авторами къ 
неорганическимь дендритамъ. но есть п несомнфнныя растеня 
въ родз «РзПорвуфоп рутеерз» 2). Слзды растенй—признакъ 
важный. Нельзя предполагать. что онЪ произрастали въ почвЪ, 
которой температура была постоянно выше 50° С. 


Возьмемся теперь за нашу математическую задачу: 
| ) 


Обозначимъ температуру посредствомъ............ И 
›» - Время » НЕ. УЕ 
> разетояне отъ центра посредствомъ.... т 
Долготу, считаемую отъ 0 до 360° > р 


Уголъ между полярной осью и рад1усомъ, идущимъ 
въ данному изоту  побредетвомъ „иене. 6 


(0 считается оть 0 до 180°). 


1) Зевепк. Нап@Биев 4ег Вофат1Х. стр. 17. 
2) Зо из Рапрасв. Еефапо ш @1е Ра1ёорвуфо1ос1е, стр. 175. 
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Лальше обозначимъ коэфф. теплопроводноети посред- 


СТВ ИА. ооо К 
Коэффипленть теплоемкоети., отнесенной къ объему 
побредетвомь я И С 

| К 
Ради краткости сдЪлаемъ: => = О 


Обозначимъ радлусъ повёрхности шара посредетволь А 


Предиолатаемъ. что передача теплоты внутри шара ©0- 
вершаетея по законамъ теплопроводности. Аналитический это 
условте выражается слзлующимъ дифф. уравн. : 


47_ [7 247 1 ФР Тр ой О 
дб [Чата поел па О 





Кром того имфютея слЗдующтя усломя. Въ начал 
процесса. т. е. въ моментъ: # = о температура внутри мара 
дана въ видЪ н%которой функшя отъ радуса, отъ широты и 
долготы : 


Г=П(г.0.Ф) когда #=0. И 


Во-вторыхъ, въ поверхности шара температура равна нЪ- 
которой данной температурз, перемЗнной относительно мъЪета, 
постоянной относительно времени. 


ГИ Кола 7—0 Ш 
Пусть будетъ: 


ри, 1-17. 


Функии Г, и Г, будуть удовлетворять дифф. уравн. Г. 
Кром того; 
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Пе 
я, = о Е —0 и. — Шт 9.0) 


Для #-=006 Г, =0, но Г, доходить до макеи- 
мума. 


Это показываетъ. что вмяне первоначальнато распред»- 
лен1я температуры поел безконечно продолжательнаго времени 
совефмъ исчезаетъ. но влян1е поверхностныхь убловй можетъ 
дойти ло крайняго предЪла только посл безконечно продол- 
жительнаго времени. 


Я долженъ здЪфеь замфтить, что у Пуассона!) и №ор- 
дана?) находится сходная задача. Эти геометры разематри- 
ваютъ шаръ, теряющй теплоту велфдетве лучеиспускатя въ 
среду постоянной температуры. но первоначальная температура 
предполатается тоже зависимой отъ всЗхъ трехъ коорди- 
натъ, 


Поэтому я позволяю ©е0Ъ сократить аналитичесяй выводъ, 
ибо читатель. сравнивая это рфшеше съ рЪшенемъ, находя- 
щимея у вышеуказанныхь авторовъ, легко’ можетъ убъдиться 
_вЪ правильности рфшеня. а виыЪфеть съ твмъ проелВдитъ ть 
измфнен1я. которыя мы должны были сдЪфлать вообразно нЪ- 
СКОЛЬКО ИНЫМЪ условямъ задачи. Я обращаю внимане на то, 
что я боле придерживалея Жордана, такъ какъ у нето 
рзшене болфе изящно и полно. 


И такъ имЪемъ: 


Р=й + Г,, 


') Ро1580п. ТВеоме шафВеш. 4е ]а сКа]епг. 6 166 и сл®д. 


*) Хог4ап. Соитз 4’апа1узе, Ш] томъ, $ 334 и елёд., 6 316 и сель, 
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причемъ : 


п—о '— 


У (в) Хонде: 


и 


„=>! а р г р 


Г, тождественно съ р%зшешемъ Жордана. Разница с0- 
‘стоить только въ томъ. что у насъ для т=Д 


[У 


А у \ордана для т=А вводится другое услове, именно: 


=. 





9% 


`ВелЪдетвле этого въ коэффишентахъь Б,; а точно также 
въ 4,; произойдутъь нЪкоторыя очевикныя перемзны. У Жор- 
дана въ этихъ коэффиплентахъ появляется нЪкоторая величина. 
которую онъ обозначаеть посредствомъ ?) Крр. У насъ въ вы- 


ражени для этой величины слФдуетъ положить: Ё,(рА)=0. 


Объяснимъ еще значение символовъ: 


с ОАО в № Л(0', 9’) Р.ятб'а6' ау. (У) 
Г, есть Лапласовъ коэффишентъ: 


0 
о о 





1) Гос. ©1$., стр. 441. 
2) }0с. ©1$.. стр. 446. 
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приченъ: — 6050.6030' | 510.910" соз(ф—Ф') 


Ё. (р”)=( р"), Л, М РА 


Эдфсь -Л41/, обозначаеть функцию Бесселя. Такинъ обра- 


зомъ:; 
И 9(5”) 
Е.(рт)= (р)! Ф, (р"), кд ("= ВЕ УТ] 
г ео. (и-НыЕ 


2. (в) еде 


В [2:1 [Е.(р. В) | || 


Все это въ сущности выраженя, взятыя изъ Жюордана, 
съ соотвЪтетвенными измфнен1ями. Теперь мы подвинемея н*- 
сколько дальше. Начнемъ съ разсмотрьня выражен1я У’. 

Во-первыхъ. замЪтимъ, что въ данномъ случа коэффи- 
шенты .,; выражаются вебьма просто '): 





Наконепъ : 





ее 


а, 
НЙ аЕ(р.В)` (УП) 


: р, 
Знаменатель этого выражеюня всегда для $—=1 отрица- 
тельный, для += положительный и т. д. СлЪдовательно ве- 
личины А,; поперемЪнно положительны и отрицательны. 
На оенованти уравнемй УП и УТ можно Г, написать 
подъ видомъ: 


-——_@ 


и =>" (+ и Уи и лы 


0—0 1—1 


1) Доказательство см. Приложение Т. 
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гдф !): 
о 
Пе Ро 4р,(р.т) 
та р, 


Коэффииленты 7, даются трансцендентнымя уравнентями 
вида: 
Е,(р,В)==0 или, что вее равно, Ф, (р; В) ==0. 


Вел детве этого для т=А 


Ио 


п—0о 


== УЕ... 
п=—=0 


УТУ, есть рядъ Лапласовыхъ коэффищентовъ 2). Соглас- 
но свойствамъ этихъ функшЙ и на основаши уравнеюя У 
этотъ рядъ всюду въ поверхности шара равенъ произвольной 
функции: (0,0), т. е. выражаетъ темпералуру поверхности. 

Мы сказали выше, что для #=0, должно быть И, =0. 
Въ этомъ не трудно убЪдиться 3). ибо; 


2—0 


)Ж а, (Р.Г) =1. 


| 


Мы должны замЪфтить что выраженя вида ТУ (1) 1$ 
могутъ быть вычислены. такъ какъ ряды обладаютъ значитель- 
ной сходимостью. Функции Ё, выражаются тригонометрическими 
функшлями и полиномами, какъ это можно видфть въ матема- 
тическомъ приложени или въ любомъ учебникВ Бесселовыхъ 
функций. Цоэффименты Лапласа есть тоже доступныя вычис- 





1) См. Приложене Т. 
2) Сравн. напр. Непе. Нап9аер 4ег КасеМапеНопеп, 
3) Доказательетво ем. Приложен1е И. 
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лено функц. Единственное затруднен1е соетоитъ въ опре- 
дЪлеши коэффищентовъ: р. Это затруднен1е можетъ быть ус- 
транено помощью нЪкоторой теоремы о положеми корней 
трансцендентныхъ уравнен1й вида: 


Е, (2)=о. 


которая собтоитъ въ слздующемъ 1): 


Положительные и не нулевые корни трансиендентналю 


уравнения 


Во) —0 


находятся по одиночкь в5 квадрантахё: (п-ф2)омё. 
(в 4)омг. вообще в (п-- 2)омь, чдъ 1=1,2.3,... При 
этом5 корни уравненвя: 


Вит. ит.....Пт...:.. 
Это значить, что первый корень уравнешя: Ё,(4)=0 


меньше 2), но больше (#1) 5 И т. д. — Номощью 


построеня или метода «Ка|51» нетрудно найти величину корня 
съ желаемой точностью. Для очень большихъ корней можно 
пользоваться замфчанемъ Пуассона, что очень больше корни 
сказанныхъ уравнешй почти совпадаютъ еъ корнями уравченй: 


соя] (и 1) . а |= 


Чтобы изъ этихъ корней вычислить коэффитенты р. до- 
статочно раздВлить ихъ на длину радлуса виЪтней поверхноети 
шара. 





1) Док. см. Приложене Ш. 
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Сейчасъ увидимъ. что слЪдуетъ изъ этой теоремы. Съ 
этой цфлью положимъ. что температура поверхности выражается 
лить одной Лаплаесовой функшей порядка я, т. е. /(0,Ф) есть 
цзлая раптональная функ я п-таго порядка отЪъ с080, 59106085, 
этбзиир, удовлетворяющая дифференилальному уравнентю : 


Чи, и 
т ав) =" ыь Е. ЕТ — 





Чи, 
тд$ и=60$0, а притомъ такая, что и, и И для Фф=о и 


ф=2к принимаютъ тз-же самыя значения 1). 
Подставимъ теперь въ фориулЪ У’ вместо /(0'.0’) функцию 
вида и,. На оенован1и извфетныхъ?) формулъ: 


п (эп И _ >. 
у и, Р„ 8т0'40'4Ф' =0 когда п = т 


СН 4 
— жЖ-1 


| —@ р 
И =(*) =. о А а; Е, (р;г)е | 


Чфуъ я больше. т. е. чфиъ выше порядокъ функции м, 
тфмЪ коэффищенты: р, начиная съ первато больше, тЪмЪ. ско- 
рзе потасаетъ функшя: 


— ар; 
я а; Ее 


1) Сравн. ТодВатфег. Ап Е] етепбфагу фтеаЯзе оп Рашёб. Гарасе апа 
Веззе!’з Кипсопз. стр. 153. 
2) Тоавитцег, 10с. с14., стр. 158. 


и, Бога Пт. 


найдемъ: 
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Замфтимъ, что. въ поверхности шара имземъ всегда 


а. 


5 


а внутри ето во время #=00 


р т ) 
Е (т ` 


И такъ, чьм5 выше порядокб зармоническаю неравенства 
поверхностной температуры. ‘тльмз скоръе оно стремится 
ко своему предъльному виянио внутри шара, но это пре- 
Зъльное влянше ттльмь сильнъе уменьшается по мюръ у10- 
ленля '). 

Каково физическое значевте этой теоремы? ЧЪмъ выше 
порядокъ Лапласовой функши, тзмъ быстрзе и чаще она 
измВняеть свое значенте въ поверхности лгара. Изъ этого вы- 
водимъ заключенте, что вообще неравенство температуры 
поверхности зтьмё скорте стремится кз своему предълиному 
вллянаю, но это вияще тъмь сильнте слабъетв с5 мубиною, 
чъмь эта поверхностная температура чаще излюняется 
в5 поверхности шара. 

Такое заключене можно-бы вывести изъ общихъ началъ 
философли природы. Интересно видЪть, какъ аналитическй 
результатъ прекрасно съ нами согласуется. 


$ 5. Примбнен. 


займемся сначала инЪемъ Фэя. Въ настоящее время и 
за мномя столЪя до него можно предполагать слЪдующее. 
Блатодаря дЪятельности солнца, поверхность материковъ содер- 
жителя въ извфетныхъ среднихъ температурахъ. которыя вообще 


1) Вторая часть этой теоремы слздуетъ изъ извзетныхЪъ свойствъ 
гармоничеекихъь Функц, первая изъ найденной здЪсь теоремы о корняхъ 
транецендентныхъ уравнений Ё» (5) == 0. 


Т. МУ. Зап. Мат Отд. 9 
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понижаются отъ экватора къ полюсамъ. Температуры дна Океа- 
новъ низки, но выше, чВмъ средюя температуры поверхности 
суши въ полярныхъ областяхъ. 


Уже изъ основнато положеня, что температура тзла 
вполнз опредзляется его первоначальной температурой и тем- 
пературой поверхности, если послЗдняя извзотна во веякое 
время. слфдуетъ, что подъ дномъ Океановъ, котораго темпера- 
туры вообще ниже температуръ поверхности суши въ глубин» 
температуры должны быть вообще ниже. Разсужденя, заклю- 
ченныя въ $ 2, показали, что поверхностныя услов1я не втяютъ 
на сущность передачи теплоты внутри тзла.-—Юели въ поверх- 
ности температура выше. то при равныхъ прочихъ условяхЪ 
и въ глубинЪ температура выше. 


РазумЪетея. въ случа земли вмяне прежнихъ условйй, 
различя въ теплопроводности и теплоемкости породъ мотутъ 
вызвать второстепенныя отступленя отъ общаго правйла. 


Съ другой стороны въ тзхъ мЪ$етахъ, гдЪ температура 
поверхности сути ниже температуры дна при прочихъ равныхъ 
условяхъ и въ глубинф температуры должны быть ниже, — 
насколько этому не протяводЪйетвуеть сокращен1е градента 
подъ поверхностью суши, на которое было указано въ 8 {. 


Слздовало-бы взять во вниман!е то обетоятельство. что 
поверхность суши находится нЪеколько дальше отъ центра 
земли. какъ дно Океановъ. Но неровности рельефа земли столь 
незначительны въ сравнени ©ъ длиною рад1уса, что можно ее 
разсматривать какъ правильный шаъ. 


Замфтимъ еще. что тотъ слой, который находится въ не- 
посредственныхъ отношентяхъ со средою, вЪроятно. на днз моря 
обладаетъ болыней теплопроводностью. Илы. залегающие на 
дн. благодаря сильному давленюо плотнЪе, чВмъ рыхлая почва 
поверхности сути. ИзвЪстно. что плотныя породы лучше про- 
водятъ теплоту.—Илы на днЪф пропитаны водою. лучше прово- 
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дящей теплоту. чВиъ воздухъ, отчасти заполняющй поры въ 
почв» '). 

Въ настоящее время дно Океановъ содержится по большей 
части въ температурахъь 0°’—2° С. Съ какого времени уста- 
новились эти температуры — нейзвЪетно. Еели вЪ какой-либо 
пер1одъ въ истори земли‘ полярнымъ водамъ былъ преграж- 
денъ доступь въ Океаны. то вмЪстЪ съ тЬиъ температуры дна 
должны были быть выше. Въ Атлантическомъ ОкеанЪ вдоль 
беретовъ 2} Европы и Африки температуры дна выше 2° С. 
Саныя высок1я температуры въ открытомъ океанЪ ветрьчаются 
у Тихаго вдоль береговъ Центральной Америки. Экуадара и 
Церу. ОнЪ здЪеь доходятъ до 9° С. 

ИзвЪстно, что средняя температура поверхности суши 
близка къ средней воздуха. Эа недостаткомъ повсемфетныхъ 
наблюден1й надъ первой, можно себЪ составить о ней нЪкоторое 
понлт1е по второй. Чаще веего температура почвы нЪоколько 
выше, иногда несколько ниже. Положительная разность инотда 
какъ напр., въ Нукусв превышаетъ 4° 0. но въ вйду сухого 
и жаркаго климата этой станцши, можно ‘предполагать, что 
максимальная средняя разность немнотимъ превышаетъ выше- 
упомянутое число. Въ СахарЪ, въ Сзверномъ Суданз средняя 
температура поверхности навЪрно не меньше 30° С., за то въ 
Якутскз еще въ глубин двухъ метровь имЪется — 1191 0. 
Судя по температур воздуха. въ С%веро-Восточной Сибири 
средняя температура почвы въ иныхъ мЪфотахъ пожалуй не 
выше — 15° С. '). 


1) Ср. Опыты Литрова. $ 1. 

?) Ср. Вегопаазз Рьуз. АШаз. Карты изотерковъ. Напараев Чег 
Охеапостарь1е Восаз1алуз К: и. Ктишше!. АНаз аез ОЪзегуотгатз 21 Нашт- 
рого. 

1") Здвеь приведены температуры воздуха. Сравн. Карты Хана въ 
Вето Ван АШаз и БрИа!ет’а работу въ Оепкзевг. Ака4. \133. \У1еп за 


1886 годъ. 
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Неизвестно, каковы температуры поверхности земли вблизи 
полюсовъ. ЗамЪтамЪъ только. что онф не мотутъ быть особенно 
низкий подъ Гренландекими й другими полярными ледяными 
полями. Въ этихъ пластахъ льда есть тоже несомнЪнно терми- 
ческЙ градтентъ. ВелЪдетв1е этого у основаня ледника темпе- 
ратура во всякомъ случаз выше, чВиъ въ его верхней поверх: 
ности. Битофъ дфлалъ наблюденля надъ температурой почвы 
подъ Альышйскими ледниками, но эти наблюденя дФлалиеь у 
края ледниковъ'). а потому остаются безъ значеня для зани- 
мающаго насъ вопроса. Онф впрочемъ всюду показали темпе- 
ратуры н%сколько внше 0° 0.2). Такъ какъ Арктичесве и 
Антарктичеекле ледники обладаютъ большой толщиной, а гра- 
длентъ во льдз меныпе, чЪмъ въ породахъ почвы. то вЗроятно 
на днЪ ледниковъ температуры въ нЗоколько градусовъ выше. 
чЪиъ средня температуры въ ихъ поверхности. 

По всей в?Зроятности 50° С., максимумъ 60° С. вотъ 
крайнй предЪлъ. котораго достигаетъ разность между средними 
температурамй разныхъ мЪетъ поверхности земли. 

Температура поверхности земли можеть быть выражена 
рядомъ, состоящимь изъ Лаплавовыхь функций. Тодгунтеръ 2) 
предлагаетъ н$который способъ, помощью котораго можно изъ 
данныхъ для достаточно большого числа етаншй. прямо найти 
формулу. Этой формулы выводить не станемъ. Раземотримъ 
нЪкоторыя неравенства температуры.  отдЪльно одно отъ 
другого. | | 

Возьиемъ любое тармоническое неравенство и положимъ, 
что поверхность шара содержится въ температуръ: : 


А - и. 


и, выражаетъ таруоническое неравелство п-таго порадка 


2) ВузейоЁ, О1е У’&гшеевге 4ез Тппегеп ‘апзегез Р]апееп. Глава [Х. 
*) Тоапащег. Ьое, ©16. стр. 200. г. 
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т. е. Лапласову функитю э-татб порядка. А есть положитель- 
ная поетоянная величина. Мы прибавляемъ постоянную потому. 
что функшя и, можетъ быть въ иныхъ мЪетахъ отрицательная. 
Между тЪмъ отрацательная температура есть вещь невозможная. 
Положимъ, что съ начала процесеа охлажденя прошло уже 
безконечно долгое время. „Тотда сотлаено сказанному въ 8 3 
влян1е первоначальнаго распредЪленя температуры уже со- 
вофмъ исчезло, поверхностная температура дошла до своего 
предзльнаго виян1я. Другими словами, мы мысленно перехо- 
димъ къ тому безконечно далекому будущему, котда земля 
утеряетъ весь запасъ собетвенной теплоты и ея температуры 
будутъ исключительно зависЪть отъ кляматическихь причииъ. 
РазумЪетея, здЪеь дЪлается предположене. что климатическя 
уеловля остаются чостоянными. Конечно, такой случай есть 
чисто идеальный, но посмотримъ, что выйдетъ изъ этого пред- 
положения, 

Согласно тому. что было сказано въ $ 3, внутри шара 
ймфется теперь температура: 


7 { т 
и В и, | А. 


Возьмемъ двЪ точки въ позерхности шара, проведемъ къ 
этимъ точкамъ радусы изъ центра. Если разность между тен- 
пературами въ обЗихъ точкахъ поверхности шара равна т 
градувамъ. то въ концентрической шаровой поверхности ра- 
дуба: г|7«А], въ тЬхь точкахъ, гдЪ проведенные нами 
радлувы перескаютъ эту поверхность разность температуръ 


будетъ: 
7’ я 


| Велфдетв1е неравномфрнато нагр$т1я нате тЪло не можеть 
имЪть правильнаго сферическато вида. Объемъ измЪняетоя съ 
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температурой, а потому нашъ таръ долженъ испытать дефор- 
мацтю. Сначала оцфнимъ эту деформащю мене строгимъ ме- 
тодомъ.——Положимъ. что шаръ раздфленъ плоскостями болыпихЪ 
круговъ и конубами, иуВющими вершину въ центрз на элемен- 
тарныя пирамиды. имфюля основаня въ поверхности шара. вер- 
шины въ его центрф. Положимъ, что всякая пирамида разиги- 
ряется такъ. какъ будто ея. боковыя отфнки  абеолютно 
неподвижны. Тогда пирамйда на оси которой температура 
имЪетъ численное значен!е: — Г 


т п 
А (=) и 
т в п 
разширяется такъ, какъ будто, она принадлежала-бы къ шару, 
разширяющемуся вслЪдотве измзненя температуры: А въ 


у’ п 
температуру А -+ (.) и,. Изъ этого сейчасъ находимъ. 


что объемъ поелЪ разширеня, такъ относится къ объему передъ 
разширенемъ какъ: 
7 ЗЕ Зи, 1 
-- и- 3 + ® 
К есть коэффищентъ линейнато растиреня. Изъ этого слЪдуетъ. 
что разстояне основаня пирамиды отъ центра увеличилось въ 
отношеши : 





у те Е 

т 

Такъ какъ К есть малая величина, то можно вмЪето точ- 
наго корня взять: 





+ +3’ (1) 


Мы предположили, что коэффищенть расширея поето- 
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янный. Возьмемъ за то большой коэффищентъ, наприм., такой 
какъ для желЪза при 40° С. 1). 


0,000011. 


Возьмемъ сначала функцию перваго порядка. Замфтимъ. 
что, въ современной температурВ поверхности земли такое не- 
равенство существуетъ, ибо въ среднемъ южное полушарие 
имфетъ боле низк1я температуры поверхности, какъ сЪверное: 
западное отъ меридлана острова Ферро болБе низя, какъ 
восточное. 

Особенно рельефно выражается это неравенство, если раз- 
сматривать такъ наз. полушаре суши, котораго полюбсъ нахо- 
дится вблизи Лондона и полушар!е морей. Сравнимъ землю, 
раздЪленную на такя два полушаря съ шаромъ. поверхность 
котораго содержитея въ температурз: 


А- В.с080 


считается отъ Лондонскато полюба до противуположнахо. 
Отдвляя друмя слатаюния температуры земной поверхности, ИЗЪ 
приблизительнато вычиеленя нахожу, что ВБ не должно быть 
больше. какъ 5° 0. т. е. вею амплитуду разностей темпера- 
туры полатаемъ въ 10° 0. | 

Тогда помощью формулы Т, полатая и=1 а радлусъ земли 
равнымъ 6370000 метрамъ найдемъ, что самое большое воз- 
вышен!е деформированной поверхности надъ поверхностью шара 
не превышаетъ: 


263 метровъ 


столько-же получимъ для наибольшато пониженя дна въ мор- 
екомъ полушарии. 


1) ашш её Воцфу Соптз 4е Рьузаце, П томъ, стр. 91, изд. 1888 г, 


122 ы. П. РУДЗЕИИ. 40 


Климатическое неравенство между энваторомъ и полюсами 
иметь гораздо больтую амплитуду. Она пожалуй достигаетъ 
50° и больше. Это есть неравенство второго порядка, поэтому 
п—=2. Оказывается, что сокращене полярнаго радлуса противъ 
окваторТальнато доходить до 


2102 метровъ. 


Больтия неровности рельефа земли"), какъ напримВръ 
0б% Америки, Африка и Европа выражаются гармоническими 
сфорическими функтями 4-го порялка. СоотвЪтетвенно неров- 
ностямъ рельефа имфемъ неравенства температуръ того-же по- 
рядка, но амилитуда ихъ меньше. чфмъ у неравенства второго 
порядка. Притомъ въ знаменатель формулы П будетъ теперь 7. 
СлЪдовательно, деформащля будетъ меньше даже, чЪмъ въ 
первомъ примЗрЪ. 


ЗамЪтимъ, что вез эти деформащи доходятъ до максимума 
въ другихъ мЪетахъ земной поверхности такъ, что даже сумма 
ихЪ нигдЪ не должна превышать крайняго предзла деформация 
второто порядка. Впрочемъ мы только разсматривали прим$ры. 
вовсе не желая опредфлить какую-то дЪйствительную деформа- 
ЦО, хотя въ виду того. что эти отступления очень незначи- 
тельны, употребленный здЪеь способъ вычисленя далъ-бы очень 
точные результаты. 

Изъ этихъ примфровъ видно, что разв въ случа. когда 
коэффипленты разтиреня веществъ внутри земли несравренно 
больше коэффицента разширеня желза, мотутъ получиться 
болзе крупные результаты. 


Мы предположили, что время, истекшее съ того момента, 
калоь началась реакция климатическихь уелов1й на температуры 


:) @. Н. Оагуш. РЬЙ. Тгапз. Уо/1. 173, Рагё. Т, стр. 228. Оп \е 
34геззез 4це $0 ф1е ууе1е $ оЁ Соппет$в, 
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ядра земли безконечно длинно. Между тЪмъ погасанте старыхт. 
и возрастане новыхъ неравенствЪъ идетъ крайне медленно. Мы 
сейчасъ скажемъ нФоколько словъ о скорости погасаня. те- 
перь-же замЪтимъ, что неравенства высокихъ порядковъ хотя 
п скоро потасаютъ и взаймно быстро стремятся къ предъль- 
ному своему вляюмю. но за то проникаютъ не глубоко !). 
Изъ нашей простой формулки (Г) сейчасъ видно, что дефор- 
мая «себег!з рат из» все уменьшается по м8рз увеличемя 
числа: 7%. Въ виду всего этого и не стоитъ пускатьея въ етро- 
гое аналитическое изслздован1е этихъ деформащй. 


Когда время, истекшее съ того момента, какъ началось 
вллян1е извЪстнаго неравенства температуры поверхности. есть 
конечная величина, то неравенство температуры порядка п 
внутри шара выражается слфдующимъ образомъ: 


«(ву 


Эта формула написана по образцу формулы ТУ 15 (1), 
прячемъ. 
1==00 Фр: 


1 К тЫ 
бл у. Ф„( р: ”) @ 


1—1 


Если предположить, что первоначальная темнература была 
функцией отъ одното лишь рад1уса, то кромЪ общаго сокраще- 
ня объема появится только деформацля, вызванная неравенетвомъ 
температуры я-таго порядка. 


Посмотримъ скоро-ли потасаетъ 5,. т. е. рядъ, выражаю- 
ШЙ потасане неравенства второго порядка. Съ этой цЪлью 


+) Примпчаве. Во избъжан1е многорзч1я мы позволили себЪ вырв- 
зиться не.совевмъ точно. 
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: з Ш} 
нужно разсмотрВть коэффипленты: а, 7. рр. гдз т; есть 
$-тый, неравный нулю положительный корень транецендентнаго 


уравненя : 
Фа (1) =0. П 


ЗамЪфтимъ сначала, что при единицахъ: времени — годъ, 


длины— одинъ антлИекй футъ по Томсону '): 


П. радлуеъ земли въ футахъ, круглымъ счетомъ: 


20.000.000. 
Сл довательно: 
а? 1 
р ОНИТО 


Эта постоянная независить оть одиниць длины, ея изизреня 
суть: 
т 
, 
гдз Г обозначаетъ время, поэтому ее можно употребить ий тогда, 
когда единицей длины взятъ метръ. лишь бы единицей вре- 
мени остался годъ. ‚И 


Корни уравненя: П находятся въ четвертомъ. шестомъ 
и т. д. квадрантахъ. Первый близокъ къ 5.6 второй къ 9 и 
т. д. Очевидно скорость потасаня увеличится, если возьмемъ 
визсто перваго корня: 4х вмето второго 3х ит. д. 


') СооЙих ог {Ъе Еаг@® 106. с1$. стр. 476. 
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тогда: 
2 
п 
ра — с 4 
| 10 
е Е е 
2 
у 
т” р. Е —— 90” 9 
е — е 
т? 
я 107 
е — 
(2 р Ё 
Когда #=0. то вбВ: е принимаютъ значене: 1. 


Пусть #=100,000:000 лЬтъ. Тогда: 


—@ р 

е Обь 
—@? р Е 

е НИХ 
— а? р 

е а НБУ, 


ет о-а © ооо © реле Зе серое ©.е 


Изъ этого видно. что послв ста миллоновъ лЪтъ рядъ 
$» будетъ еще имЪть значене очень близкое къ первоначаль- 
ному. только самые далеюме члены ряда уже исчезнутъ. 

Первоначальное значен!е ряда 5, — есть — 1. Теперь оно 
будетъ меньше, насколько, это трудно оцЪнить не дЪлая вы- 
числен1я. Между тВмъ изъ приведенныхъ ланныхъ видно. что 
нужно взять въ разечетъ мног!е члены ряда. Но изъ найден- 
ныхъ здЪеь числовыхЪъ величинъ для 


зооофоо 


видно. что этотъ рядъ потасаетъь весьма медленно. Сто милл1о- 
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новъ лВтъ для него — незначительный промежутокъ времени. 


2 
. . к (#1 
Изъ нашего вычисленя коэффиплента та ясно видно. что 


2 
такой медленностью потасаюмя онъ обязанъ только тому. что В 


есть очень большая величина. 


Но если 5, погасаетъ столь медленно, то лаже послЪ 
100.000.000 лзтъ влян1е климатическато неравенства огра- 
ничивается только внфшней оболочкой земли. Мы взяли число: 
100.000.000 безъ никакой задней мыелы. Мы вовсе не же- 
лаемъ утверждать. что климатическое неравенство между эква- 
торомъ и полюсомъ существуетъ сто маллоновъ лётъ. Число 
было взято единственно ради примЗра. Конечно, еслибъ взять 
во вниманте неравенство высокато порядка, то оказалось бы. 
что $, погасаетъ несравненно скорфзе. Но мы уже знаемъ, что, 
чВиъ выше порядокъ неравенства, тЪмъ вл1ян1е ето падаетъ 
сильн®е по мВрЪ углубленя. Мы уже прежде показали, что 
окончательныя деформащт высокато порядка меньше оконча- 
тельныхъ деформатлй низкаго порядка. 


Выше было замфчено. что амплитуда неравенства темпе- 
ратуры между полюсомъ и экваторомъ есть самая большая, & 
потому и соотвЪтетвенная деформатя должна быть довольно 
значительная. На первый взглядъ казалось-бы, что будучи по- 
жалуй самымЪъ древнимъ, неравенство температуры между по- 
люсомъ и экваторомъ должно быть наиболЪе р%зко выражено 
въ термическомъ состояния земли. Геологйчесня данныя до 
нфкоторой стелени подтверждаютъ этотъь взглядъ. Въ Силур- 
ское время климатическе лоясы оказываютъ сходство съ со- 
временными. Начиная съ Юрской эпохи до современной влима- 
тическле поясы очевидно расположены концентрически вокругъ 
теперешнихь полюсовъ!). Но, какъ замфчаеть Неймайръ., въ 


1) М. Мепшауг. Чеъег КИшаё. 2опеп. ПепкзсВг. АКаа. У\1вз. У1еп, 
1883 г. 
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промежуточныя эпохи трудно прослфдить такое расположенте. 
‚ овобенно-же рЪзко отличаются климатическля отношен1я въ ка- 
менно-угольную эпоху показывающую слЗды удивительнаго одно- 
образ1я климата. Съ друтой стороны Ваатенъ!) и нЪкоторые 
друге теологи утверждаютъ, что въ каменно-угольную эпоху 
значительная часть поверхности земли, теперь находящаяся 
подъ тропиками. находилась въ условяхъ совсВиЪъ сходныхъ 
оъ услов1ями. тосподствовавиими въ сЪверномъ полушари въ 
ледниковую эпоху. Мы восве не желаемъ разбирать это мнЪ- 
ше. но позволимъ себЪ сдЪлаль замфчане, что большя дисло- 
каши способны вызвать переяфщене земли относительно ея оеи 
вращения. Между тЪиЪ ваправлен1е оси остается постояннымъ 
въ пространств?) относительно солнечной системы. 


И такъ является сомнительных, существуетъь ли это не- 
равенство постоянно съ самаго начала существованя земли. 


_ Мы уже не говоримъ о томъ, что измфнешя въ распре- 
дЪлени суши и моря. въ направленми течеюй, воздушныхъ и 
морскихъ измзняютъ условия и опять ослабляютъ вллян!е этого 
неравенства. 


И такъ деформашя, вызванныя современными неравенствами 
температуръ поверхности равно какъ и т%. которыя были выз- 
ваны въ прошедшемъ другимъ распредЪлен1емъ суши и моря 
илй «ар ШИ1о» существовавшими неравенствами вЪ распред?- 
лени температуры внутри земли, воз заключены въ тЪеные 
предзлы. Въ сравнени 6©ъ общимъ сокращенемъ объема земли 
велЪдств1е охлаждешя, он являются второстепенными факто- 
рами. Однако онф дЪйствуютъ въ пользу сохраненя существу- 
юшихъ условй, ибо все таки дно Океановъ должно немножко 
скорЪе понижаться какъ поверхность суши. 


1) \Уласет. Сагропе Е1з2е1% ТаБгЪ. аег К. К. Сбео!. Ке1еВзатз%. 1887 г. 
2) ТВошзоп её Тайё. Тгеа$. оп Маф. РЫИ. $ 108. 
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Дависонъ и Ларвикъ! разбирали вопросъ общаго сокра- 
щеня объема земли '). Изелвдоваюя этихъ ученыхъь имзли 
цфлью разъяснить образован1е складокъ въ земной кор. Слз- 
дуя по пути, указанномъ Дарвиномъ, можно разобрать вл!ян1е 
неравенствъ температуры на образован!е складокъ. Но эффектъ 
ихъ будетъ несравненно меньше. главнымъ образомъ потому, 
что амплитуда неравенствъ температуры несравненно меньше 
амплитуды общаго паденя температуры. Д’Ъйствительно. еслибъ 
даже температура ядра земли нигдз не превышала темпера- 
туры плавлен1я лавы при атмосферномъ давлени, то еще ам- 
плитуда общаго паденя температуры была-бы больше 1000° С. 
г. е. въ 20 разъ по крайней иЪрЪ больше, какъ амплитуда 
самато крупнаго климатическаго неравенства. 


Потомъ, вс эти неравенства измфнчивы и непостоянны:; 
общее понижен1е температуры постоянно и древнЪзе веЪзхъ не- 
равенствъ. Чфмъ выше порядокъ неравенства, тЪзмЪ сильнЪе 
оно слабЪетъ по ивр углубленя. Это тоже уменышаетъь эф- 
фектъ неравенствъ. 

И такъ неравенства температуры производятъ н?Ъкоторыя 
деформащи, но благодаря тому, что ихъ амплитуда по отно- 
шеню къ такому громадному шару, какъ земля, слишкомъ малы. 
ихъ вмян!е совсфиъ незначительно, хотя и дЪИствуетъь въ 
пользу поддержаня существующаго распредЪленя суши и моря. 
Поэтому нельзя относйть на ихъ счетъ какихъ-либо болЪе зна- 
чительныхь деформашй, развз въ томъ случаЪ, когда онЪ 
дЪИствуютъ въ продолжен1е неймовЪрно долгихъ перодовъ 
времени. 

ВелЪдетв1е неоднородности земного шара эффектъ общато 
сокращения объема сосредоточивается въ извЪстныхъ областяхъ. 
Тоже самое случается и съ эффектомъ неравенствъ темпера- 
туры. Тогда очевидно местный эффектъ будетъ больше. 


1) РИ. Тгапз. за 1887 годъ, 


# 
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Результаты $ 3. могутъ быть примЗнены къ рьшеню од- 
ного вопроса. возбужденнаго Дарвиномъ. Въ одной изъ сво- 
ихъ работъ') онъ слрашиваеть каюя тармоничесяя неравен- 
ства погасаютъ скор%е. Ему показалось, что неравенства вы- 
сокато порядка должны потасать медленнЪе, но онъ говорить 
сейчасъ °) «только анализъ можеть разрзшить этотъ вопросъ». 

Мы нашли, что неравенства высокаго порядка погасалотъ 
скорзе. 

Г. Г. Дарвинъ хотфлъ узнать, что само по себЪ боле 
прочно гора-ли. горный хребетъ, йли материкъ. Если принять, 
что неравенства высокаго порядка погасаютъ скорЪе, то вы- 
ходитъ, что материкъ; если, какъ это показалось Дарвину, 
принять, что медленнфе, то выходить наоборотъ, что горный 
хребетъ прочнЪе. 

Наши результаты показываютъ. что материки прочн%е. 
Это слздуетъ понимать въ слФдующемъ смыслЪ: если разема- 
тривать неровности рельефа земли, какъ произведентя н?Ъкото- 
рыхъ внутреннихъ силъ, то материки по существу своему 00- 
ле прочны, менфе склонны обрушиться или провалиться, какъ 
горные хребты. 


1) Оп БойПу И4ез. РИ. Тгапз. Боп4оп 170, чаеть Т, етр. 27. 
® *) «Опу апа1уз18 \мош1а 4еП из.». 
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Математичесня приложения: 
Г. „Олфдуетъ доказать, что: 


) 
Е апр Ны 
р ар 


О НВ т 
т 


ям 


когда извЪетно, что: 








и что: 
Ё, (р.г) = 0 кота вв 
Пусть 
АЕ 
фа = = 
наконецт 1): 
В. (а) = си | 
Тотда: 
АО АИ О 
ИЕ 
р | Е 





1) Ср. гормулы УГ въ $ 4. 
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Пусть: 
— д" 7:1. — е"Ы/ “74, $ П 


\== ЕР, ах = №. О 


и, очевидно дЪлаетея равно нулю вмфетЪ съ Р,. Съ другой 
стороны. изъ извЪетнаго отношения ') между функями Бес- 
селя : 


у 


п 


тогда: 


т 4-7, 
У о ат 2 





когда т = в | '/, слВдуетъ: 
И Е, 
В —- (®-1) р Е т х Ш 


Изъ этого опять слЗдуетъ помощью формулъ: П 


Чит 
ах 





= Ти, у) 
отеюда: 
© 
\ =. Фр = и: Е С. 


У насъ интегралъь долженъ быть взятъ отъ д =0, до 
` 1—2. НО длЯ 1=0 иИ,==0. слфдовательно С=0. 





И такъ 
\ с В ох = ти, Ч — ил (=) 
0 0 ГА 
=" 2,41 (2). 
Изъ извфетнаго отношентя между функилями Бесселя: 
7 77 7 а 
“т — д Е Чт ) 


1) Ср. Тодвалцег, 10е. с1ё., 297 стр. 


Т. МУ. Зап, Мат Отд. 10 
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когда т = и - 1/. слфдуетъ: 





п ДЕ, 
В, — ме у) 
ДЛЯ Д==2 (т. е. т=В)_Ё,=0,. а Потому: 
АЕ, 
ит. Вин. 


Помощью формулъь ТУ и \У сейчасъ находимъ : 


2 


Но — 2 Е, (2) (2) . 


А по У обратно: 





2 
А, : те ем _ аВ, (2) к 
О 
наконецъ. такъ какъ 
2 = 98 
2 
А,„ = — ЧР, (В) ` 
ар 


что и требуется доказать. . 


А,, востоитъ коэффищентомъ при Л, (р.”). но: 


В, (вт) = (ри) $" (рт) 
аР, с р рву ) 


НО 


р До 


+" (рВ).В т" (р8), 


50 
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слЪдовательно: 


т п 
ИВ Ё, (р”) = (-) Ч, фи (107) ) 


ГДЪ: 
2 


Е ОВ. 
ар 


Такимъ образомъ справедливость формулы ТУ (1) 13 въ 
$ 4 виолнЪ доказана. 


Приложеюне 1. 


Сл дуетъ доказать. что 


2—0 


=. ЕЯ 1 


9—1 


Вепомнивъ, что: ` 
2 
т 
Ё 4х, (р,В) ` 
: т 


можемъ написать; 


\ О С г) 
22 42, (2.8) о 
р 





Этотъ рядъ ебть сумма дЪйствитольныхь остатковъ (гез1- 
из) интеграла: 


2 риа 


й = — ыы а 
2—1 2ф, (28) у 
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для ПолЮбоВЪ: 


=}. 


ВКонтуръ интеграши есть замкнутый, онъ долженъ обни- 
мать всю область, лежащую на лЪ№вой` сторонз оси 9. такъ 
какЪ вов положительные корни входятъ въ составъ ряда: Г. 
Мы должны тоже исключить точку. 2==0. такъ какъ нулевые 
корни не входятъ въ рзшенте. 


Отправимея по слфдующему контуру. по оби у отъ 


у=-- 00 до у=— 00 обходя точку 2=0 по маленькому по- 
лукругу, потомъ по полукругу безконечнато радлува отъ 
у=——00 до у=-- 00. С00бразно съ этимъ возьиемъ: 

Х = 06080 

у = 0500 


Такъ какъ 


а ( г"). 
ел - 
+ Рено Генуи 
то теперь | 
Ф,—5 у—1 Ч, 
ГД: 


а: р" 21 | 
о (7) соки 


гр 


1—0 Ген ) Г -и-2/,) 
Ш 


Ч и) | 
аи 1 (5 т 20 


=2. 


оо Гену Гев-нур 


Такъ какъ въ знаменателв интеграла появились мни- 
мыя выражеюл, то освободимъ его отъ этихъ мнимыхъ вели- 
чинъ. ПоелЪ очевидных преобразован1й найдемъ: 
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$ $9--9Ч9 о 46 
И | 920% 40 О 2 


р №0 4—4, 
а] 
и С суть т8-же си 4, только т замфнено буквой А. 


Сумма нашего ряда равна д?йствительной чаетй инте- 
грала 2. но изъ двухъ дЪИетвительныхъь интеграловъ одинъ 
относится только къ линш: р другой только къ лини: 0. 


к 


, т п 
Но на лини р или на оси у 0 = о Или 9 —=—- 9, волЪд- 
стве этого вс 510 240=0, а потому: 


8 = 0 
9 =о 


Такимъ образомъ весь второй интеграль равонъ нулю. 
Возьмемъ первый интегралъь по маленькому полукругу. Оо 
щему точку 2=0. 


В 
Для И К 


4=1, @9=1 


СОлЪдовательно будетъ: 


—\ Ч ТУ 


‚ Интегралъ по полукругу безконечнаго радтуса идетъ отъ 


т т 
Но о -|- р Мы сейчаеъ покажемъ. что онъ стремится къ 


преджлу нуль, когда о увеличивается до безконечности. 
Изъ формуль Ш видно, что относительно 0, функшя В 


136 М. П. РУДЗКИЙ. 54 


есть нечетная, $ четная. Поэтому интегралъ 


| а 


| 58-190 
52- (2 


п 
р 


40 


есть четный. а потому можно вместо него взять интегралъ : 


п 


2. | г 40 


) 


ЗамфтимЪъ, что. 
й, _ (% $тх—Х, 605 и 


2» т 7” Да ИЕ № 








тглЪ Х, Х’ есть полиномы порядка ® и п—1 или наоборотъ. 
Подставляя ; 


&==т.р (с080 + / —1 0) , 


получимъ новыя выраженя для зи 0. состояшЛя изъ нЪкото- 
рыхъ полиномовъ. изъ тригонометрическихъ и гиперболичесвихь 
синусовъ и косинусовъ. Подетавляя эти выраженшя въ формулу: 
У. приводя въ порядокъ и т. д. увидимъ что, когда о очень 
велико, нашъ интегралъ будетъ почти равен интегралу 


] я 


в ^ р(^— В) т 0 
м) е. с08[6(7—1)с08 0] 40 
0 


но этотъ интегралъь пока х < АД стремитея къ нулю когда р 
возрастаетъ до безконечности. 
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Такимъ образомъ дЪЙ твительная часть интеграла И со- 
гласно формулв ГУ будетъ 


1 
т Е 


Что и требуется доказать. 


Приложеше Ш. 


Слфдуетъ доказать. что корни положительные, не нулевые 
трансцендентнаго уравненя: 


Е, (г) 


находятся въ (и--24)-хъ квадрантахъ, причемь 


Относительно корней этого уравненя известно только то. 
что было найдено Пуассономъ !). Онъ. собственно говоря, за- 
нимался уравненемъ 


Л. (в) = о, 
гдВ „Л, есть Бесселова функшя. Но въ виду того. что; 
Виа, 144, (#), 


очевидно. положительные и не нулевые корни этихъ уравненй 
тождественны. коль скоро: 


тт '/з. 


Пуассонъ замЪтивъ. что, когда л очень велико въ срав- 
ненш съ я. то дифференилальное уравневе, которому удовле- 





1) Тодващег, 106. с©1%., стр. 312 и елёд. 


138 М. П. РУДЗКИИ. 56 


творяетъь функиля Бесселя, можеть быть приблизительно зам$- 
нено уравненемъ: 


а? 1, (Их вы, 
РИ —=0, 


нашелъ для него тоже приблизительный интегралъ : 


Изъ этого слфдуетъ, что больше корни уравнения: 
В) 0 


приблизительно так1е-же. какъ корни уравненя 


т 
со + — == 


У функций Ё,. входящихъ въ наше рушене указатель и 
есть или (0 или цЪлое положительное число. Эти функши мо- 
гутъ быть написаны подъ различными видами: 


В, (в) = 2% ЛА, (2). 


„41, ееть функшя Бесселя 1) или функц 


я в--1] 21 | 
$ =—00 рьЗВь 1 : в) » 
И у (5 р у 


1—0 Ген Г. и -9/ 2) 





Съ другой стороны можно написать: 


р С[Х, 5% 4— Х! 03 
(2) — о ы ЗЫ 








*) Тог4ап, 106. с1%., стр. 441. 
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( есть нЪкоторая постоянная [положительная |, 





А. 
Х,=1— 52° + _ а 
А 
Хе 2 2 — т 
причемъ : 
А — 1 
не Ч 
2.(п— 5) 
А; = А, у 


Х”" и Х, суть полиномы. Вотда ю четно. то полиномъ: 
Х, оканчивается членомъ : 


Ц 


& полиномъ: Х, оканчивается членомъ : 





А, п—1 
А ы (м. 


Когда ® есть нечетное число. то Х, оказывается чле- 





НОМЪ ; 
И, Иа 
У И д", 
& полиномъ Х, оканчивается членомъ: 
— 
(У 


Подъ видомъ: ПТ функши: И, являютея, кажетея, въ 
первый разъ у Пузесона '). Въ ввоемъ изелЪдовани онъ взялъ 


1) Ро1звоп, 10е, ей., $ 81 и елВд. 
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собсотвённо говоря функию: 2" Ё№,, веолфдетвле чего въ даль- 
нфИишемъ изелздовани вводить множитель : 5”. Вирочемъ видъ: 
ПТ хорошо извзетенъ. = 

Изъ формулы: [ видно, что уравнене : 


Е, (2) 0 тв па 


иметь % нулевыхъ корней. Этими нулевыми корнями вовсе не 
будемъ заниматься, такъ какъ онй не входятъ въ рфшенше. 
„11, для отрипательныхъ значенй перемзнной дФлается мни- 
мымъ, но этого не случается съ Ё,. Но такъ какъ: 


Е, =С а” [1— аз? .... 


т. е. рядъ въ скобкахъ включаетъ только четныя степени ие- 
ремЪнной, то отрицательные корни уравненя : 


равны по абсолютной величинЪ положительнымъ. Впрочем» насъ 
интересуютъ только положительные корни этого уравнешя. А 
потому можно сказать, что корни этого уравнензя суть тз-же, 
что корни уравненя: 


“Льл), =0. ТУ 
Съ другой стороны изъ формулы ПП видно. что занима- 


ющ1е насъ положительные корни равны корнямъ транбцендент- 
наго уравненя: | | 


Х 3% 5—Х' в08 4—0. у 


Мы будемъ пользоваться, смотря но обстоятельствам, то 


тЪмъ, то другимъ видомъ уравнен1я. Во избЪжане постоянныхъ 
отоворокъ замВтимъ. что впослЪфдетви будемъ говорить о не 
нулевыхь положительныхь корняхь уравнентя 


Е, (2)=о. 


.- т - 
= К" - 
ВИ РРР 
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Начнем разсуждене съ нЪеколько боле общаго случая. 
Замтимъ. что веетда 


т 


д 
-Л = т | т 0 - | 
т у Ф» (0) УТ 


т 2 
'-( з ) | 
0 Е (2 
Ф» (9) =1 — ОИ бл 1.2.(т-+ 1) (т-Е2) 


Отсюда легко вывести слФдующля дифференитальныя урав- 
нен1я, въ которыхъ, число знаковъ ’ показываеть порядокъ 
производной по 0: 


> + (®+1) 9, + №, =0 
е, Е (т-2) $ + 6 = о 
$" +5 (т-ЕЗ) 9 + бы =0 УП 


На основани этихъ уравненй, Тодгунтеръ ') показываетъ, 
что корни уравнения: 
Ф» (0) —0 


всЪ дЪйствительны ий положительны, Число ихъ безконечно. 


Дальше изъ этйхъ уравненй слФдуетъ. что это уравненте 
не иметь инотократныхъ корней, ибо коль скоро х’,==0 вмфетЪ 
6Ъ Ф„=0. То й ве остальныя производныя равны нулю. Сл$- 
довательно корни или однократны пли многократны безконечное 
чиело разъ. Очевидно. второе допущен1е невозможно. Дальше, 


1) Т,0с, е16., стр. 307. Собетвенно говоря, выводъ принадлежитъ Фурье. 
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изъ уравней УП сейчаеъ видно. что первая производная отъ 
Ф„ 0 био,.: въ сущности одно и тоже. Дйетвительно 


4%» 
Фит в — А. ис ы УП 


тд Д есть постоянная. 


На оснований этого замбчаюя все, что было сказано объ 
отнотеняхъ Ф„ къ производнымъ. справедливо для Функий 
Ф„ разнаго порядка. — ЗамВтимЪъ. что такъ какъ по опредЪ- 
лен1ю. | 

0 02 
+—1 пт Г и 


то 
Фо —= 1 Хх 


пока 9 имЪетъ конечныя значеня. Помощью этого замчаюмя 
легко доказать, что Ф„,, дзлается равно нулю въ первый разъ 
лишь послЪ того. какъ Ф„ сдфлалось равнымъ нулю вЪ пер- 
вый разъ. 

Дъйетвительно. послЪ точки 0==0 ве функши ф„ еначала 
иизють тотъ самый знакъ. Положимъ, что х„ еще не сдЗла- 


4?» 

40 

дфлается равнымъ нулю въ первый разъ нослЪ точки 0—0. 
Изъ уравненй УП слфдуетъ. что въ этотъ моментъ 





лось равнымъ нулю. а Фа ИЛИ, ЧТО ве равно уже 


4$» 
Фт И Фил Те т И 902 


должны имфть противный знакъ. Не х, еще не мЪняло знака, 
а Потому ©„.›, Должно было неремфнить знакъ раньше чЪмъ 
Фа. Переходя къ слфдующему уравнению изъ системы УП 
увидимъ, что въ такомъ случаЪ ©„.. должно было еще раньше 
изифнить знакъ.—Продолжая такймъ образомъ дойдемъ до 
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Ф„, Которое, какъ выше было замфчено, имЪетъ постоянное 
значене: 1 пока 0 конечно. а потому не можетъ едфлаться 
равнымъ нулю прежде функйЙ низкаго порядка. И такъ 94: 
дълается в ‘первый разь равно нулю, лишь посль тол, 
како Ф„ сдълалось равно нулю посль точки 0=0. 


ИС 


ие 

Тоже самое относитея къ В $ Е 4... такъ какъ всЪ 
эти функши дФлалтся одновременно равны нулю. 

Изъ прежнихъ разсуждей уже оказалось. что корни 
уравненй разнаго порядка друтъ отъ друга различны. 

Ло еюхъ поръ мы полагали м какимъ угодно, хотя но- 
ложительнымь чиеломъ. теперь перейдемъ къ спешально насъ 


_ интересующему случаю, когда т=и-!/, , гд$ 
Е с 


Мы будемъ разсматривать функйи: „4, или, что все 
равно №, подъ видомъ Ш. Тотда корни уравнений : 


ЕЙ, В. =0 


п 


совпадаютъ 6ъ корнями уравнения: 








Х, 
тая 609% — 0. Хх 
Припомнимъ. что: _ 
А А 
11 гие вс. 
А А 
Х! = 2! 1— и + те и, 
2.(и—1) 
Е 1 4, = 


Полиномъ Х, когда и=2% имъетъ $ корней 2—7, 2’=а..... 


> $ › 1-1 об 
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и кромБ того корень: 1=0. 


Когда п=24--1 оба полинома имфютъ $ корней: 


4 


кромВ того Х’ имЪетъ корень: 1==0. 


А потому: 
Е д когда я=24 
Хх, = ПЦ (=) 
ря а, 2 п=24-1 
р==—1 2? 
Х'’=в ПП п котла п=2 ХИ 
==] №. 


и 2 
Х'=я ПП (=) когда п=24-1 


2 
в—1 № 


Во всемъ промежуткЪ отъ х=0 до х=-- 00 множитель 
х но иметь вмяня на знакъ. а потому не будемъ больше 
обращать на него вниманля. 


Положимъ что 4? есдЪлалось больше наибольтато изъ 
корней а? и 62. Тогда ве множители въ произведеняхъ вида 
ХИ будуть отрицательны. а потому частное: 


Хх 


п 


/ 
п 





будетъ постоянно положительное. когда число производителей 
въ числителЪ и знаменатель одинаково. т. е. когда ® нечетно. 
напротивъ того. оно постоянно отрицательно, когда ® четно. 
ибо тогда число производителей въ числителВ и знамевателЪ 
различается на единицу. Но котангеноъ имфетъ положительныя 
значен1я въ нечетныхь. отрицательныя въ четныхъ квадрантахъ. 
Корни уравненя ХТ есть абсциссы точекъ пересЪченмя кри- 
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8 
ВЫХЪ: >’ и 001. Изъ только что сказаннато слФдуетъ что 


при ®= 24--1. пересЪченя этихъ кривыхъ мотутъ имфть а06- 
писсы только въ нечетныхъ квадрантахъ, при и==21 только 
въ четныхъ.—И такъ. и0сль тою какь частное: 


ое 
[ 
Х, 
в5 посльднй раз» перемънило сзой знакз, кривая: 
Хх, 
> Л 
о т". сх. а за ней 4), и Ё, 
п 
мъняютз знакз только вб нечетныхб квадрантахь, если п 
нечетно, только в5 четныхь если п четно. 
ЗамЪтимъ, что пока 7% есть величина конечная. полиномы: 
Х, и Х’ очевидно не мотутъ имЪть безконечно большихъ 
корней. 
Теперь предположимъ, что, евли Е,_, (,_1,) дЪФлаетея 
въ первый разъ равно нулю въ (п--1)-омъ квадрантЪ и послЪ 





Хы 
того, какъ частное: —_— въ посл дей разъ перем нило знакъ. 
®—1 


еели №, дЪфлается въ первый разъ равно нулю въ (п--2)-омъ 


квадрантв и посл того какъ въ послЬдн разъ перемз- 


Хх, 
а 
нило знакъ; то непрензнно функщя И, (-Л,4,) въ первый 
разъ мЪняетъ знакъ въ (п--3)-емъ квадрантВ и послЪ того, 
Ха ги. ` 
какъ $. въ послЪдюй разъ мфняетъ знакъ. Потомъ мы до- 
1 
кажемъ, что функции: Р.. И, уЗняютъ знакъ въ первый разъ, 
первая въ 3-емъ. вторая въ четвертом квадрантв и посл 


Хх 

1 2 . 

Тото КАКЪ = И у ВЪ послздюй разъ измФнили знакъ. Изъ 
1 2 


этого уже можно вывести, что наше положеше справедливо 
для всЪхъ прочихъ функц. 
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Доказательство для того случая когда 7 четно, немножко 
различается отъ того, которое дЪлается при п нечетномъ. Мы 
приведемъ только первое, ибо читатель самъ легко замЪтитъ, 
кая измъненя слфдуетъ сдфлать для и нечетнато. 

| Хх 

Мы только что доказали. что послЪ того. какъ: -х ВЪ 

послан разъ измВнило знакъ, корни уравнения: 
Е, = о 

находятся въ четныхъ квадрантахъ если я четно, въ нечет- 
ныхЪ если » нечетно. Слвдовательно въ данномъ случаз. со- 
гласно нашему предположеню. Ё,,, иЪфняетъ знакъ въ первый 
разъ въ (®-+1)-омъ. второй разъ въ (и--3)-емъ. Ё, мЗняетъ 
знакъ въ первый разъ въ (®-- 2)-омъ, второй разъ въ (®--4)-омъ. 
06$ функц вплоть до перваго корня положительны. Но мы 
уже прежде доказали, что /,,, въ первый разъ м$няетъ знакъ 
между двумя первыми корнями уравненя: Ё,=0. Сл$довательно, 
Ё,\: мЪняетъ знакъ или въ промежутке отъ перваго корня 
уравн. ЁР,==0 находящагося гдф-то въ (и-2)-омъ квадрант® 


п 
до (®+2) >. ‚ или въ промежуткВ оть (п-3) р до второго 
корня уравн. Р,=0 находаящатося гдЪ-то въ (®--4)-омъ ква- 
дрантЪ или въ промежуткВ отъ (п-2) о до (#3) 5 › 


т. е. въ (и--3)-емъ квадр. а 
Притомъ, какъ это было доказано '), между двумя 
корнями уравненя №, ==0 находится только одинъ корень урав- 
нешя А, -Н0. 
Согласно нашему предположеню во всемъ этомъ проме- 
жуткЪ полиномы: Х,,, Ха, Х,, Х,, веВ уже постоянно 


имфютъ тотъ-же самый знакъ, ибо 4? больше везхъ корней 


1) См. прим. на концз. 


к 
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этихъ полиномовъ. Изъ уравней ХП видно. что въ данномъ 
случа, когда и==24 (четно) 


Х„_4=(— 1)" ие 5 а а = (— на в ; 


хХШ 
о о (Г 


тдв Е, ©. а. Е: буть существенно положительныя, но 

впрочемъ измфнающтяся вмзотв съ перемЪнной: 5 величины. 
Съ другой стороны. сравнивая формулу: Ш. въ которой 

визето Ё, напишемъ: 2 '/>.Л.,, съ извЪетной формулой: 


ел: ан 


1-7. = 


>| з 


въ которой, вместо 2 напишемъь я-РТ/, '). вейчасъ найдемъ. 
что 


Х +1 == (2% -- 1) Х,-— 4? Е, 


( 
ХУ 
Жн=(2т--1) ХХ, 

Изъ формулъ: ХШ и ХГУ находимъ. что: 


Л т а, (2п--1) ". 





ее 
п-1 ее — (2-41) и--1) 8 > 
Итакъ во всемъ интересующемъ насъ промежуткВ и дальше 


| его частное: 
Ха 


/ 
п--1 





можетъ измфнить знакъ, только одинъ едипетвенный разъ. при- 
томъ проходя черезъ безконечноеть (котда 2 нечетно, то это 
частное въ поелВлн1И разъ мЪняетъ знакъ проходя черезъ зна- 
‚чеше 0). 


1) Примъчане. Это дозволительно. ибо только что пригеденная Фор- 
мула справедлива для всякаго положительнаго 2. 


Т. МУ. Зап. Мат Отд. т 
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Посмотримъ, можетъ-ли корень уравненя: И, ==0, нахо- 


к 
диться въ промежуткВ отъ: А, =0, до (®- 3) 5. 


Мы уже прежде доказали. что вблизи точки: т=0. 








Иа >20: 
Но по формул ПГ: 
Хх, 
И бе м сх 
п-1 
у 0 
в ее [1—4 + А = —... .| 


слЪдовательно для х==0. полиномЪъ въ скобкахъ равенъ единиц», 
а вблизи этой точки онъ положительный. И такъ вблизи, 2=0 


Аа, > 0 


тж > о 


Но И 


слЪдовательно вблизи х==0 должно быть: 





1 
Е сах > о 
п--1 
Ха 
Это значить. что вблизи х==0, кривая; —, - идетъ выше 
п--1 : 
кривой котангенсовъ. Но. чтобы не пересЪчься нигдЪ съ кривой 
[А Ха 
котантенсовъ до самой точки Ё,==0. кривая: —, должна не- 
п-1 


премзнно постоянно идти выше кривой контантесовъ. Она мо- 
жетъ это едфлать переходя черезъ нуль при значентяхъ 


п 


зп 5т 
А т), и о 


аевьнай 
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& черезъ безконечность при значеняхъ 
пт. 2-Е ....... 


Она должна такимъ образомъ перейти черезъ безконеч- 
ность ровно (+—1) разъ, ни больше ни меньше !). ВиЪетЪ съ 
ТЪиъ замЪчаемъ, что еслибы который нибудь изъ полиномовъ 


Ха 
Ха и Х,,: иизль многократный корень, то кривая и 


п--1 
непремвнно пересЪклась-бы съ с0ё0х раньше ч8мъ Р’, дЪлается въ 


первый разъ равно нулю. а это невозможно. Въ тотъ моментъ 
Ха 

когда Р,—=0, кривая: — уже совершила вс перемзны 
п-ы 

знаковъ вромф поелЪдняго #-таго перехода сквозь безконечность 


изъ отрицательныхъ значен1й въ положительныя. До сихъ поръ 
она шла постоянно выше котангенса. сл5довательно и въ точкЪ. 
гдЪ В,=0 она идетъ выше котангенса т. е. въ (*--2)-омъ 
квадрантв она идетъ выше котангенса. На всемъ проме- 
жуткЪ отъ перваго корня уравненя: Ё, =0 до второго корня 
этого уравненя она можетъ только разъ пересЪкаться съ ко- 
тантенсомъ. Положимъ что въ (й--2)-омъ квадрантЪ она пере- 
сЪкаетъ ето разъ; но тогда она перейдетъ сквозь безконеч- 
ность еще въ (и--2)-омъ квадрантЪ. Если-бы не перешла въ 
(®--2)-омъ квадрантз, то, такъ КакЪ с19х въ концв этото 
квадранта дЪфлаетея безконечнымъ, она должна-бы съ нимъ пе- 
ресЪчься второй разъ, что невозможно. Опять. переходя изъ 
— 00 вЪ -- 00 еще въ (и--2)-омъ квадрантВ онз въ (2-- 3 )-емъ 
сразу будетъ имЪть конечныя значения, а не имЪя возможности 
болзе измнить знака. останется постоянно положительной. 











') Для уразумВн!я этого совфтуемъ составить соотвЪтетвенную д1а- 
грамму. Особенно наглядно представляетси видъ обзихт кривыхъ если вооб- 
разить веебЪ что точки -|- 00 и — 00 соединены напр. на кругахъ безконечнаго 


рад1уса. 
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Но въ (п--3)-емъ квадрантВ с0ёдх переходить отъ -- 00 до 
() слёдовательно ненремфяно будетъ второе пересчене обфихъ 


кривыхъ, что невозможно. 
к 
И такз вё промежуткь отз точки ЕЁ,—=0 д0 (п--2) 5 
не можеть быть корня уравнентя: РЁ, ча =0. 
п 
Раземотримъ теперь промежутокъ отъ точки (й- 3) 9 


до второго корня Ё,=0. Возьмемъ формулу Г т. е. 
Е 
Ви А Л, 
и бравнимъ ее ©ъ извЪотной формулой: 


2т 


= Ия /„— ры 


для т=и- о Тотда сейчасъ найдемъ: 


2-1 
Е, = о Е, — Е . ХУ 


Налие изелЪдован1е происходить въ облаети положитель- 
ныкъ значен!й перемЪнной 2, но тогда, очевидно: А, 4: обра- 
щается въ нуль только тогда, когда: Ё, и Е,., одного знака. 
Но Е, въ этомъ промежуткВ постоянно отрицательно. Р,,: на- 
противъ того положительно, ибо между вторымъ корнемъ въ 
(и--3)-емъ квадрантЗ и З-имъ въ (и--5)-омъ оно положи- 


п 
тельно. Сльдовательно вз промежуткь отг (п--3) 5’ до 


втпорою корня уравн. ЕК,=0 не можеть быть корня урав- 
нетя: В, 1=0. 
И такз этотз первый корень можеть быть и непре- 


т у. 
мьнно будетз между точками (п 2) ой (и--3) 5 т. е. 
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вв (п--3)-емз квадрантьъ нтъсколько раньше точки, 1д% 
И, _, дълается второй разь равнымь нулю. 


Въ завершене доказательства разсмотримъ функши Ё.. 
Е и Е,. «Нал» функци То. нъеколько иной, какъ осталь- 
НЫХЪ. 

По формулв ПП. 


а | - а-я 


слЪдовательно корни уравненя: Е, =0, будутъ: 


т. е. въ четныхъ квадрантахъ на самой границ съ нечет- 
НЫМИ 


= \_ - 2? (9т5—56032). 
Е" 
Корня уравненя: И =0о будуть тБ-же самые, что уравнения: 
— — сох = 0. 
р 9 


Они будуть абециссами тЪхъ точекъ, въ которыхъ равнебоч- 
ная гипербола: ух==1 пересВкается съ кривой котангенсовъ. 
Но въ первомъ и второмъ квадрантахъ: 


м. 2 123 9» В, 
АЗ 145 - 


Изъ этого слЪдуетъ что разность 
и содх 
т . 


1) В, ееть п-гое число Бернуйли, 
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У 


постоянно положительна отъ о до т. Частное: 7—2 ВЪ 
1 





первый й послВдяЙ разъ мВняло знакъ вЪ точк$ х=0. Пер- 
вый корень уравнешя /(52)==0 находител значительно дальше. 
Гипербола идетъ асимптотически къ оси 1-овъ и выше ея. И 
такъ сх пересЪчетъ ее въ 3-емъ, 5-омъ, вообще во веъхъ 
нечетныхъ квадрантахъ. начиная съ 3-ато. 


и) — | о [(3 --5?) зтлх — 3х. с05%]. 


Корни уравненля Ё,==0 тв-же что уравнешя: 





3—4? 

Ки с0195=— 0. 
о Е 
и а 


Это частное м®нлетъ знакъ переходя черезъ безконечноеть 
при х=0. черезъ нуль при =] 3. 

СлЪдовательно первый корень долженъ находиться дальше 
точки х=1/3. притомъ долженъ находиться только въ 4-омъ 


квадрантз. 


Въ первомъ и второмъ квадрантЪ имЗемъ: 





3—2 1 Ия 1 д 92 У "1 
А бо = — = — =... < 
3 ет ег. 
Эта разноеть положительна отъ о до т. Въ третьемъ 
3—1 
квадрантВ котангенсъ положительный, а кривая: д 9". 


рицательная. Начиная съ точки 2=\/3, она постоянно отри- 
цательна. Ординаты ея пока х конечно имфютъ конечныя зна- 


ыы 
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чения. СлЪфдовательно котантенсъ будетъ пересфкаться съ этой 


кривой въ 4-омь. б-омъ и прочихъ четныхъ квадрантахъ. 


3—2 
Кривая у— о О неравнобочная гипербола, ел 


аспиптоты, прамыя: 1—0 и У--35=0. 


На основан сказаннато можно доказать, что Е. имъетъ 
первый корень въ 5-омъ, & дальнйше въ 7, 9.... ит. д. 
квадрантахъ. Потомъ, что Ё, имфетъ корни въ 6, Зит д. 
квадрантахъ. 

Резюмируя сказанное можемъ сдЪлать слфдующее заклю- 
чен1е. 


Корни уравнения: 
а 
ТД ИО а. 


находятся по одному вё (п--2)-омз, (п--4)-омз ‚ вообще вз 
(и--2#7)-0м5 квадрантз, 9ъ 1=1. 2. 3...... 

Что и требуется доказаль. 

Надъ аналитическими слфдств1ями этой теоремы не бу 
детъ здесь распространаться. 


При мъчанЕе. 
При переписыван1и, до казательство. что корни уравненя: 
Финн —0 
находятся между корнями уравненя: 


фь=0 
было случайно пропущено. 
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Это доказательство дЪфлается помо`цью формулъ: УП и 
УПТ. ДЪйствительно, изъ формулы: УПГ видно, что функиля: 
Ф„41 ДВлается равна нулю вмЪстВ съ производной по 0 отъ 
функции: Ф„. СелЗдовалельно между двумя корнями уравненля: 
О 


находится по крайней мВрЪ одинъ корень уравненя: 


Фи 1—0. 


Нетрудно доказать, что въ этомъ промежуткВ находится 
только одинъ корень. ДЪйствительно. если въ этомъ проме- 
ЖуткЪ Ф„.: мвнлетъь знакъ № разъ, 10 Ф„о т. 6. Ф/, м8Вняеть 
его по крайней мзрз К—7 разъ., Но изъ перваго изъ урав- 
ненй УП елфдуетъ, что, когда Ф„.., равно нулю, то Фи 
Ф„4 ИМВЮТЪ противуположные знаки, слёдовательно х„ должно 
тоже м%нять знакъ &—1 разъ, но Ф„ во всемъ разсематривае- 
момъ промежуткВ не мЪняетъ знака. Оно мЪняетъ знакъ только 
на концахъ промежутка, но корни обЪихъ функщИ различны. 


Сл$довательно: 
И 


Что ий требуется доказать. 


о - 


Изь области поометии и Механики. 


Д. Н. Зейлиера. 
Апз деш Се 1еф дег Сеошме$г1е чипа МеесваштК. 


тов р. №. Бейцег. 


НЕЕ Е 


Статьи, помфщенныя здЪсь. написаны втечени текуща- 
то года. Только первыя дв написаны, одна въ 1887, другая 
въ 1885 г. Напечатан!е ихъ теперь вызвано тзмъ соображе- 
н1емъ, что интереса новизны онЪ не потеряли, такъ какъ до 
сихъ поръ, насколько намъ извЪетно, въ литературз не появ- 
лялось статей по тЪиъ-же вопросамъ. Относительно везхЪ ста- 
тей можно сдЪлать общее замфчане. Каждая изъ нихъ была 
въ свое время предметомъ отдфльнаго доклада Новоросс1йско- 
му Обществу Естествоиспытателей, Лишь извлечен1я изъ этихъ 
рефератовъ вошли въ настоящЙ сборникъ. Это объясняется раз- 
литемъ въ требованяхъ, предъявляемыхъ стному л письменному 
изложеню предмета. а также желаюмемъ дать лишь тЪ резуль- 
таты нашихъ изелфдованЙ., которые мы сочли наиболВе важ- 
НЫМЙ. 





>. 
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Г. 0 кривизн5 плоскихъ исогоналей. 


На плоскости данъ рядъ кривыхъ а, а,..., непрерывно слЪ- 
‘дующихъ одна за другой по какому-нибудь опредленному за- 
кону. На одной изъ кривыхъ о. берется точка А, чрезъ кото- 
рую проводатъ исогонали В ко всфиъ кривымъ а. Такимъ об- 
разомъ точка А оказывается вертиной криволинейнаго пучка В. 
Является вопросъ, какъ распредзлены центры кривизны въ 
точкВ А отдфльныхь кривыхъ пучка 63 

1. Пусть А’—точка, въ которой какая-нибудь исогонале В 
встрЪчаетъь емежпую съ а кривую а', АВ и А’В’—касатель- 
ныя въ Ди ДА’ къ кривой В, ДО и А’О— кавательныя вЪ 
тЬхЪ - же точкахъ къ кривымъь а но’ К —точка пересЪченя 
первыхъ двухъ прямыхъ. (Ч. Г.). 


[о опред$ленто. 
ов лоар: 


слЪдовательно, вскругъь четыреугольника АКА'О можетъ быть 
описана окружность. откуда 


ДАОА'= / ВКВ.. 


т, е. 9045 между касательными в& А и А' ко смежнымь кри- 
вымз а и я равенг филу смежности вв А исоюнали В. 

2. Пусть теперь я и а'—двз смежныя кривыя ряда а, 
АА' и АА” —-элементы исогонали и ортогонали ряда, А'О’и 
А" О“ — кавательныя въ А’ и А“ къ кривой а’, ветрёчаюция 
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касательную въ А къ кривой а въ точкахъ О’ и О" 000т- 
вътственно; к—точка вотрфчи прямыхъ А'О’и АО". (Ч.2.). 
Положимъ для краткости: 


ДАО'А—=т ДАОЧА=т, ХО 
Треугольникъ 0'КО'’ даетъ: 


1) тир. 


Но углы т и ® равны, по предыдущему, угламъ смежно- 
сти въ 4 исотонали и ортогонали; слФдовательно. 


АА АА" 


2) ИИ НХ 


дз Ри Л, —радщуеы кривизны въ А этихъ кривыхъ. ВромЪ 
того, такъ какъ прямыя А'О’ и А”"О” суть смежныя каса- 
тельныя къ кривой а’. то 


Г ДИ 


3) Рори» 


изъ А,’ —радусъ кривизны въ А” кривой а’. Но изъ тре- 
угольника АА'Д"”. уголъ котораго при А“ равенъ прямому. 
слВдуетъ: 


4) А'А"—=ААзть, ААН= АА сз, 


гдВ иуголъ между элементами АЛ’ и АА’. Замфчая, что 
въ предзлВ кривая о’ совпадаетъ съ а и, слЗдовательно. пре- 
дЪломъ для А.’ служить радуеъ /, кривизны кривой а въ А, 
находимъ въ силу 1), 2), 3) и 4): 


пы  с3 


ее 9 
ЛАВ ПВ 
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Полученная формула легко можеть быть выражена слова- 
ми. Ее не трудно также истолковать геометрически. Для этого 
построимъ центръ Л/ кривизны въ А исогонали АА’. Зам$- 
тимЪ. что 


ДМАО'= ИА АА"=Ь, АМ=В. 


Еели за оси координать прамемъ касательную ДО’ й 
нормаль АР кривой а, то для координатъь 2 пу точки 
найдемъ: 


ИП АТ, 


Сл$довательно, формула А) можетъ быть приведена къ 
виду: 





Ще у 
ав, ВЕ 


что даетъ намъ слздующую теорему: 

Теорема 1. Центры кривизны отдЪльныхъ кривыхъ пучка 
исотоналей В къ систем плоскихъ кривыхъ о, боотвЪтетвую- 
ш1е вершинЪ пучка, лежатъ на прямой. Эту прямую назовемъ 
централой точки А. 

Теорема ИП. Централа точки А проходитъ чрезъ центры 
кривизны въ 4 кривой х и ортогонали къ систем ч“. 

Доказанныя теоремы заключаютъ въ себЪ полный отвЪтъ 
на вопробъ, поставленяый въ началЪ статья. Мы видимъ, что 
достаточно знать двЪ точки централы для того. чтобы построить 
центръ кривизны любой кривой пучка исотоналей. Дадимъ од- 
но приложене. 


Приложене. Требуется построить центръ кривизны въ ка- 
кой-нибудь точкЪ А лотариемлческой спирали. ИзвЪфстно. что ло- 
тариемическая спираль встр$чаетъ подъ однимъ и тёмъ-же уг- 
ломъ рад1усы-векторы, выходящ!е изъ полюса О спирали. 00- 
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вокупность этихъ рад1усовъ мы можемъ считать системой кри- 
выхъ а. Система ортотоналей къ послЪдней извЪетна: это — си- 
стема окружностей, общимъ пептромъ которыхъ служить точ- 
ка О. Такъ какъ въ данкомъ случав кривой х служить пря- 
мая ОА. то центръ ея кривизны въ А лежитъ въ безконечно- 
сти на периендикулярз въ 4 къ АО. СлЪдовательно. центра- 
лой точки 4 будетъ перпендикуляръ ОБ, возетавленный къ 
ОА въ 0. Цьнтръ кривизны М спирали лежатъ. сл$дователь- 
но, ва пересЪчени нормали въ 4 къ спирали съ прямой ОБ. 

Мы пряшли такимъ образомъ къ давно извфетному по- 
строен1ю. 

Сентябрь 1887 г. 


1. О кривизн5 поверхностей. 


Въ настоящей статьз мы намфрены изслФдовать распред$- 
лен!е въ пространетвз центровъ кривизны сфчеюй данной по- 
верхноети (©) различныхи плоскостями, проходящими чрезъ 
одну и ту же точку © поверхности, Этотъ вопросъ легко р%- 
тается на основании результатовъ Эйлера и Менье. 

Пусть ЭЛ-— нормаль къ поверхкости, МУЭХ и МЭРЕ пло- 
скости главныхь сфченй. пересЗкаюния по прямым ЮХи ©5/ 
касательную плоскость къ поверхности въ точвВ ©, 080— 
произвольное сЪчене поверхности, плоскость котораго пересз- 
каетъ касательную плоскость по прямой 90,0 — центръ кри- 
визны въ © полученнаго ефченя. (Ч. 3.). 

По теоремв Менье точка (О есть проекшя на плоскость 
ОБС центра кривизны Л’ нормальнаго сВченя №5. Полатая: 


ВАА, Ор ОМ 0-8 ДОХА 
найдемъ, слЪдовательно: 


о= Ас8. 


3 
| 
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Но по теоремв Эйлера 


1050, то 
И И 





дв А, и Д, —тлавные радлусы кривизны, откуда 


650 689  $т?Ф 


“ ирралер: у 





Если мы примемъ за оси поординатъ прямыя ЭХ. 5[и 
©, то для координатъь т, уи2 точки ( легко найдемъ: 


1==0$708пф, у=—0$1005ф. 2==068. 


Эти формулы даютъ: 





о 4:2 с? > $72 ф и. о 
ау? -- 2? = м и 22 у? = р?5120 
Отсюда вытекаетъ: 
С тр 
(= +8 - (2 2-2?) = р*5т?0 ( Е + ея 0680. 
въ силу а). Пользуяеь формулами: 
= 0650,2? -- у =0°8120, 
получимъ окончательно: 
с У 2 2 2 2 2 
В, ТА, (уг) = (у) 


Это уравнен1е даетъ намъ теорему: 
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Теорема. Центры кривизны плоскихъ сЪчешй. проходя- 
щихъ чрезъ одну и ту-же точку 5 поверхности (©), лежатъ 
на поверхности четвертаго порядка. Эта поверхность имфетъ 
тройную точку въ © и двойную прямую, совладающую съ нор- 
малью въ © къ поверхности (©). 


Сентябрь 1888 г. 


Ш. Объ одной теорем5 элементарной геометрии, 


Пусть ай 6 — двЪ прямыхъ въ пространств (ч. 4). 
Чрезъ произвольную точку В второй прямой проведемъ пло- 
скость (а, Б) и возставимъ къ послфдней перпендикуляръ 
ББ/. равный разстояню В.А точки ВБ отъ прямой а. СдВлаемъ 


тоже построенте для вс$хъ точекъ прямой 6, при чемъ пер-. 


пендикуляры ББ, будемъ проводить въ одну й ту-же сторону 
отъ соотвзтетвующихъ плоскостей (а, Б). Если условимея от- 
4$зки РБ, называть моментами точекъ ВБ относительно пря- 
мой &, то теорема, которую мы намфрены доказать, можетъ быть 
формулирована слЪдующимъ образомъ: 

Теорема 1. Проекщи на прямую © моментовъ ея точекъ 
относительно другой прямой одинаговы. 

Доказательство. Пусть я3=0—прямая, по которой изм$- 
ряется кратчайшее разетояне прямыхъ аи 06. Проведемъ пря- 
мую ВБ, равную и параллельную «А ий соединимъ В, въ Б 
и 4. Такъ какъ фигура оВАБ, — параллелограммъ, то 


АБ, ==оВ. 


Но а«З пернендикулярна къ Аа; сл довательно, къ той-же 
прямой перпендикулярна и АБ,. Отсюда мы заключаемъ. что 
прямая Ая перпендикулярна къ плоскости АББ,, такъ какъ 
она перпендикулярна къ двумъ прямымь АБ, и АБ послВд- 
ней, Отсюда-же вытекаетъ, что взаиино-перлендикулярны пло- 


о АЗЫ 


я 
сыты: 


в. 
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скости (а, В) и АВБ,. такъ какъ первая проходить чрезъ 
периендикуляръ ко второй. Но отр%зокъ ВБ, перпендикуляренъ 
къ плоскости (а, ВБ); слЪдовательно, онъ лежитъь въ плоскости 
треугольника АББ,. Замфтимъ, кромВ того, что прямая АБ,, 
параллельная ©, перпендикулярна къ плоскости ВБ,Б, от- 


куда 
ХАВ, В=90°. 


Опустимъ изъ РБ, перпендикуляръ Б.В, на БЪ,. По из- 
вфетной теорем, проекщя ВБ, на прямую 6 равна сумм про- 
екшй на ту-же прямую прямыхъ РВ, и ВБ,. Но прямыя 
АБ, и В,Б,. лежашля въ одной й той-же плоскости и пер- 
пендикулярныя къ прямой Б,Б. параллельны между собой. 

Такъ какъ первая изъ этихъ прямыхъ АБ,, по предыду- 
щему, перпендикулярна къ плоскости 3 Б,Б, то-же имфетъ м%- 
сто и для второй В, Б,. СлВдовательно, В,Б, перпендикулярна 
къ прямой 0, лежащей въ плоскости ВБ,Б. Но въ такомъ 

случа проекция прямой В, Б, на 0 равна нулю. откуда 


пр. ББ, =ипр. ВЗ.. 


Прямоугольные треугольники АВВ, и В, ВВ, равны, такъ 
какъ равны ихъ гипотенузы АБ и Б,Б,. а уголъ Б,АБ од- 
ного равенъ углу В5Б, другого. такъ какъ каждый изъ 
этихъ угловъ служитъ дополненемъ до прямого угла АББ,. 

И такъ 


68, =АБ,=аВ==4. 


Обозначая. кромВ того. уголъ между прямыми а иб чрезъ 
< Находимъ 


ДВ В8=90—9. 


Т. ХУ Зап. Мат, Отд, 12 
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слздовательно. 
пр. ВБ, =4т. 0. Е. 2. 


Мы нашли такимъ образомъ, что проекшя на прямую 0 
момента всякой точки послфдней относительно прямой @ измз- 
ряется произведенемъ изъ кралчайшато разстоямя ( обЪихъ 
прямыхъ на $ угла между ними. Это произведене давно уже 
называется относительнымъ моментомъ прямыхъ а и 6. Сл%до- 
вательно, доказанную теорему нужно дополнить слздующей: 

Теорема П. Общая величина проекши на прямую 6 м0- 
ментовъ ея точекъ относительно прямой а равна относительно = 
му моменту прямыхъь а и 06. 


Примъчаще. Теоремы Ги П въ томъ видЪ, какъ мы ихъ 
дали, входятъ въ область чистой геометрии. Он имфЪютъ от- 
ромное значене для теоретической механики. Такъ, мной было 
показано въ январьскомъ засъдаюи м$стнато Общества есте- 
ствоиспытателей. что изъ этихъ теоремъ вытекаетъ вся кине- 
матика твердато тзла, включая въ нее и теорю винтовъ 
Ва|Гя. (*). 

Здесь я ограничусь замфчанемъ, что, на сколько мн йз- 
въетно, выдзлене изъ механики интересующихъ наеъ теоремъ 
сдЪлано. впервые здЪсь. 


Январь 1891 г. 


[У. О преобразовани паръ вращения. 


Мы назвали парой вращенйя совокупность двухъ векто- 
ровъ Р, и Рь. равныхъ. параллельныхъ и прямопротивополож- 
ныхЪ, причемъ прямая АБ перпендикулярна къ общему направ- 


(*) Рехератъ «Геометрическая теор1я винтовъ». 


р 


И, А 





мьлоь ЗАВ еыиалри вай 


Е ВИ 


кодееи:, > 
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лено векторовъ (“). АВ—плечо пары, произведене Р. АБ— 
уоментъ пары. Дадимъ здЪсь новое доказательство слЗдующей 
основной теоремы. 


Теорема. ПвЪ пары. `лежания въ одной и той-же плоско- 
сти и имфюцщия одинаковые моменты. эквивалентны. 


При доказательетв® будемъ пользоваться воЪми обозначе- 
н1ями указаннато труда. 

Пусть Р..Р,—слагающе векторы пары. (Ми ^Л— двЪ 
параллели, пересВкающйя прямыя. на которыхъ лежатъ векторы 
пары въ точка А, [,, Ми М соотвЪтетвенно (ч. 5). Фигура АГММ 
есть параллелограммъ. Продолжимъ длатональ ^Л/ нпослЪдияго 
до ветрВчи въ О съ продолжешемъ плеча АВ пары и опу- 
стимъ перпендикуляръ ОЗ ва параллели [М и КМ. При- 
ложимъ вдоль послЪднихь 4 равныхъ вектора (4. (45, Ч’ 
и О, „общая величина которыхъ (С опредвляется изъ условная: 


УЕ: 13% 
Откуда 


ЕЕ, 
Ч-АВ 


Построенная фигура даетт: 


ВОО АБВ АО: 


` слЪдовательно. 


(*) Механика подобно изиняемой системы. Вып. 1, Гл. УТ. 
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Четыре точки М, В, Ой © лежатъ на одной окружно- 
сти. Отсюда въ силу ©) заключаемъ, что совокупноеть векто- 
ровъ Р‚, и (4; эквивалентна одному вектору А’, лежащему на 
лини КМО и имфющему начало въ О. Ё — геометрическая 
суимна векторовъ Р, и (5 (“). 

Точно также мы убФдимся. что совокупность векторовъ 
Р, и Ст’ эквивалентна вектору Д.’, начало котораго также 
совпадаетъ съ 0, причемъ. векторъ тоже лежитъь на прямой 
КМО. В' —теометрическая сумма векторовъ Р, и Фу’ Зам$- 
чая, что слатающие вектора А, равны и прямопротивоположны 
слагающимь вектора /. мы заключаемъ, что векторы Аи До 
отличаются другъ отъ друга только сторонами, откуда, 


Но Ю-В 0. 
и Р.Е Р,—Р.-+Рь- 5 95+ @т’- Фг, 
слздовательно 


Ра-+ Рь— @5- @т. 


Но векторъ (4; и От образуютъ, по опредленшо. пару- 
вращен!я, моментъ которой (. ЭТ равенъ. по предыдущему, 
моменту Р. АБ пары (Р., АВ). (0. Е. П. 


Февраль 1891 г. 


У. Винематика подобно-изм5няемой фигуры. 


1. Подобно-измЪняемой называется такая система точекъ, 
посл довательныя положеня которой представляютъ рядъ по- 
добныхъ фигуръ. Въ наетоящей статьз мы познакомимъ съ ре- 


(*) Выш тя, У теор УПИ, 
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зультатами нашихъ изслёдовав1й въ облаети кинематики такой 
системы. 

Явиженя всякой изм$няемой системы бываютъ двухъ ро- 
довъ. Ёъ первому относятся такля движеня., при которыхъ си- 
стема не испытываеть  деформацш. Система, сл довалельно, 
въ этомъ случаЪ движется, какъ твердое тзло. Во второму ро- 
ду относятся движен1я. при которыхъ система деформируется. 
Эти движен!я различны для различных системъ и могутъ слу- 
жить кинематическимъ опредЪленемъ послднихЪ. Такимъ дви- 
жентемъ, характернниъ для подобно-измЪняемой системы, слЪ- 
дуетъ считать лучистое растяжеще. Этимъ именемъ мы пред- 
ложили назвать (”) такое движен1е системы, при которомъ од- 
на ея точка Ор— неподвижна, а остальныя точки а перехо- 
дать по лучамё Оа==р, въ новыя положеня а‘. О—центръ 

ОО. 
растяжения, отношене 5 == — постоянное для воЪхъ точекъ 
системы —растяженемъ послФдней. Растлжене——положительно. 
если направленя (0х и ао’ совпадаютъ; оно отрицательно въ 
противномъ случа. 

Въ дальнзйшемъ мы будемъ изучать лишь элементарныя 
растяжен1я. Полагая, слЪдовательно, 


аа. =. р==е0, 
найдемъ: 
А} в,„==0,е; 


здЪсь е— коэффишлентъ элементарнаго рястяженя. На основани 
вышесказаннаго. если с— положительно, то скорость ©, имЪетъ 
направлен1е (0; въ противпомъ случаз направлене скорости 
и, совпадаетъ съ а0. 





(*) Мех. под. изм. системы В. Ш, етр. 86—87. 


/ 
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Полученная формула даетъ намъ слздующую теорему: 

Теорема Т. При элементарномъ лучистомъ растяжения 
равна нулю лишь скорость центра растяжен1я: скорости осталь- 
ныхЪ.точекъ пропорпональны разотоянямъ послЪднихЪ отъ 
центра. 

Пусть (ч. 6) О, а, а, центръ растяженя е и дв точ- 
ки системы. Разложимъ %,,. по лиши о,о, и параллельно 
Ос,. Если ®'’ и ®"'— эти слагающля. то очевидно. 


у' И 
=— — —=6, 





въ силу формулы 4). Слёдовательно, 
а. е, 9” = а. 6—0, 


вЪ силу той же формулы 4). Полученныя формулы показыва- 
ютъ, что скорость ®, точки и, складывается изъ лвухъ ско- 
ростей. Изъ нихъ первой точка о, обладала бы въ томъ слу- 
чаЪ, если бы центромъ растяженя е служила точка а,; вторая 
— одинакова для всЪхъ точекъ а, и равна скорости точки 

Мы получили такимъ образомъ теорему: 

Теорема П. Лучистое растяжене е вокругъ центра О мо- 
жетъ быть замЪнено лучистымъ растяжешемъ е вокругъ нова- 
го центра а,. если въ тоже время вофмЪъ точкамъ системы при- 
дать скорость и, новаго центра, которой онъ обладалъ въ сви- 
лу растяжен1я вокрутъ 0. 

Мы будеиъ говорить. что растяжене вокругъ О перенесе- 
но въ точку о,. На основами предыдущато можно сказать. что 
переноеъ растяжентя изъ одного центра въ другой вызываетъ 
поступательную скорость, равную скорости втораго цевтра при 
первомъ растяжении. 

Прежде, чЪыъ перейти къ дальнфйшимъ изслЪдованямъ, 
отмтимъ слЪдующля, очевидныя теоремы: 
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Теорема Ш. Совокупность двухъ растяженй, имзющихъ 
общЙй центръ, эквивалентна нулю (покою). если коэффищен- 
ты растяженй отличаются только знаками. 

Теорема ТУ. Совокупность произвольнато числа растяже- 
НЙ @,, ©,...., ИМВЮЩИХЪ общ цептръ, эквивалентна одному 
растяжен1ю съ тЪмъ же центромъ. Коэффишентъ  результирую- 
щаго растяжен1я равенъ алгебрической суммЪ коэффищентовъ 
селатающихъ растяженй. 

Положимъ теперь. что система испытываетъ одновременно 
ва растяженя, ©, ие, вокругъ центровъ А и В (ч.7). Про- 
извольная точка С прямой АБ обладаетъ въ силу обойхъ дви- 
жен! двумя скоростями х’й’. опредЪляемыми формулами: 


'= АС. 64. '=В С. е,. 


Допустимъ, что величины е, и е, одинаковаго знака. Въ 
этомъ случаЪ скорости о’ и ®'' будутъ направлены въ пуоти- 
воположныя стороны лишь для точекъ С отрфзка АБ и на по- 
 слЪднемъ всегда найдется такая точка С., для которой 


Е 
в —®, 


т. е. эта точка останется въ покоЪз. ПоелЪднему условтю мож- 
но дать видъ: 


АС_ е, 
О. 


Перенесемь теперь растяженя въ Аи В въ точку С.. 
На основани предыдущаго получимъ въ точкв (С, два раетя- 
женя е, и © и поступательныя скорости ©’ и ©". Совокуп- 
ность первыхъ двухъ движен!Й эквивалентна, по предыдущему. 


растяженю въ С,. коеффишентъ = котораго равенъ: 


в=е, 6. 
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Совокупность вторыхъ двухъ движен!й эквивалентна нулю, 
такъ какъ скорости ©’и ©’ равны и прямопротивоположны. 

Если бы знаки коэффищентовъ ©, ие, были различны, 
то это отразилось бы лишь на положенти точки С.. Легко ви- 
дЪть, что. если только не иметь мзето равенство: 


е + е==0. 


то точка С, лежитъ внЪ отрфзка АБ, ближе къ тому центру, 
которому соотвфтетвуеть наибольший по абсолютной величи- 
нЪ коэффищентъ е, или е›. при чемъ снова 


ао 
ОВО 
Если 
в --е =0. 


то точка С. удаляется въ безконечность- 

Все вышесказанное даетъ намъ: 

Теорема Т. Совокуцность двухъ растяженй е, пе, во- 
кругъ центровъ .4 и В эквивалентна одному растяжению е во-. 
кругъ третьяго центра С,; коэффищенть = результирующаго ра- 
стяжешя равенъ алгебрической суммЪ коэффицентовъ  слагаю- 
щихъ движен1, а центръ С, лежить на прямой АБ и дВлитъ 
ее внутренне или внЪшне въ обратномъ отношения коэффицт- 
ентовъ е, и е, складываемыхъ движенй. Первое имфетъ иЪето 
въ томъ случаЪ, если величины с, и е, одинаковагто знака; 
второе—въ протйвномъ случаВ. Если величины е, и е, отли- 
чаются только знаками, то совокупность соотвЪтетвующихъ ра- 
стяженй нельзя замфнить однимъ растяженемъ. 

Назовемъ ларой совокупность двухъ растяжеюй вокругъ 
не совпадающихъ центровъ 4 и Б., когда коеффищенты е, и 
е, отличаютси только знаками; отрззокъ 4Б==(— плечо пары; 
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произведене 4. е плеча на общую величину коэффищентовъ— 
моментъ пары. 

Теорема ТТ. Пара эквивалентна поступательному движе- 
но, скорость котораго равна моменту пары. параллельна пле- 
чу пары и направлена отъ центра положительнаго растяжен1я 
къ центру отрицательнато. 

Доказательство. Въ самомъ дЪлЪ, пусть А и В- цен- 
тры положительнаго и отрицательнаго растяжен1й соотв тетвен- 
но, Р— какая-нибудь точка системы (ч. 8). Эта точка облада- 
етъ въ силу обоихъ движен1й скоростями Ра— Рб. изъ которыхъ 
первая направлена отъ 4 къ Р. вторая—отъ Р въ ВБ, при- 
чемъ 


Ра=АР. е, Рр=ВБР. е. 


гдЪ е абсолютная величина коэффицентовъ обоихъ движенй. 
Складывая эти скорости въ одну Ру, легко найдемъ, что 


‘треугольники АРБ и Рар подобны, откуда 


РАсоаРи 
Рр | АВ и авг рт 


слздовательнпо, 


Ольдстве. Пару можно переносить параллельно самой 
себ. измЪняя длину плеча и общую величину коэффицтентовъ 
слатающихъ движенш пары, лишь бы при этомъ моментъ пары 
оставалея безъ изиЪненя. 

Пару будемъ обозначать символом (АВ).. 

3. Займемся теперь сложенмемъ растяжения и поступатель- 
ной скорости. 

Пусть О— центръ растяженя е. о—поступательная скорость 
системы. Проведемъ чрезъ О прямую, параллельную 9. й на 
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ней отложимъ отрфзокъ ОО’ въ сторону. противоположную 
направлен1ю %, такъ, чтобы 


&) О0'.е=5. 


Въ О’ придадимъ системВ два растяжения; одно положи- 
тельное. другое отрицательное съ общимъ коэффищентомъ е. 
Совокупность этихъ движенй эквивалентна нулю (Теор. 1). 
Но теперь мы имЪемъ три движения: 1. поступательную ско- 
рость %, 2. поступательную скорость %’ пары (0О00’), и 
скорость растяженя е вокругъ центра О’. Въ силу предыду- 
щей теоремы 


р Обе 


въ вилу а). Кром того, направленя скоростей о их’ прямо- 
противоположны. СлВдовательно, первыя два движеня взаимпо- 
уничтожатся. и останется лишь растяжене въ О’. 

Мы получили такимъ образомъ теорему: 

Теорема ТП. Совокупность поступательной скорости о и 
растяженя е въ центрз О. эквивалентна растяженю е въ О’. 
Прямая О'О параллельна х и направлена въ туже сторону, 
причемъ 


00'е=5. 


Примпчане. Эту теорему можно считать обратной отно- 
сительно теоремы |. 

Теперь мы въ состояний сложить любое число растяже- 
НЙ, 

Теорема УШ. Совокупность 7 растяженй е,, 6....е, въ 
п не совпадающихъ точкахъ Д,, 4,,..А, эквивалентна одному 
растяженю е или поступательной скорости х. Первое имфетъ 
исто, если сумма (е, | е,--.-е„) не равна нулю. Въ этомъ 
случа центръ результирующаго растяжен1я‘ совпадаетъ съ 
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центромъ масоъ е,. е,...е„, помфщенныхъ въ соотв Зтетвующихъ 
центрахъ складываемыхъ движений. 
КромВ тото. 


е=е-е-..-е,. 


Второе имЪетъ мЪето. если 


е--е,--.-Не,=0. 


Доказательство. Изъ теоремы \У вытекаетъ. что при сло- 
жении двухъ растяженй е, ие, въ А, и 4, центръ резуль- 
тирующато растяжен1я с совпадаетъ съ центромъ массъ в, и 
е. помфщенныхъ въ 4, и 4,. КромВ тото, е=е, | е,, Отеюда 
легко заключить о справедливости теоремы въ общемъ случаф. 
Еели сумма (е,--е,--..-е,] равна нулю, то мы можемъ по- 
ступить слфдующимъь образомъ. Сложимъ и—, растаженй 
е,, е,...е„_1. Это даетъ намъ, по предыдущему. одно растяже- 
не е—=е, | е,+.--е,_, вокругъь нЪкотораго центра С. Растя- 
женше е въ @ съ растяжешемъ е, въ .Д, образуетъ, по пред- 
положению. пару. которая, по теорем УТ, эквивалентна по- 
ступательной скорости. 

Друзюе доказательство. Перенесемъ вбЪ растяжея въ 
произвольную точку Р. Это даетъ намъ дв сисгемы скоростей: 
1. Систему скоростей растяжешй е,, е,...е, въ Ри систему 
поступательныхъ скоростей +,, 5,...%,, боотвЪтетвенно равныхъ 
скоростямъ точки Р, которыми обладаетъ послфдняя въ си 
отдЪльныхЪ движений е. Первая система, по теорем ТУ, экви- 
валентна одному растяженю е=е, | е,-|.-е, въ Р.. .вторая 
— одной поступательной скорости Т— геометрической суммЪ 
скороетей х,, г,,.х,. Совокупность растяжешя и скорости Г 
эквивалитентна, по теоремв УП. растяженшо е въ точкВ Р’. 
опредзлен1е которой дано выше. Легко видЪть, что Р’ есть 
центръ масоъ |. 6....6. помвщенныхь въ 4,,...4,. ВЪ 6а- 
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момъ дЪлф, скорость ©; можно разематривать, какъ моментъ 
перваго порядка массы е; въ А относительно точки Р. Точно 
также Г есть такой-же моментъ маевсы с въ Р’ относительно 
той-же точки ГР. Но, по построеню. Г— геометрическая сумма 
величинъ %,. Отсюда мы заключаемъ, что Р’ совпадаетъ съ 
центромъ массъ ©, такъ какъ, по опредфленю. послздний есть 
точка. обладающая тЪзмъ свойствомъ, что. если въ ней сосре- 
доточить вею масву с=е, {+ е,--.-е,. то моментъ массы е есть 
геометрическая сумма моментовъ массъ е; относительно всякой 
точки Р. 

Если сумма (ее -+.-е,) равна нулю, то переносъ 
веЪхъ растяженй въ Р дастъ лишь поступательную скорость 
И ОЕ 

4. Займемся теперь сложенемъ растяженти с вокругъ точ- 
ки Ош вращенемъ « вокругъ оси $, не проходящей чрезъ О. 

Опредълене. Назовемъ коническимь винтомь (") совокуп- 
ность вращен1я « вокругъ нЪкоторой осй $ и растяженя е= р 
вокругъ точки О той-же прямой; О—центръ винта, $—0сь. а 
}— параметръ послЪдняго. Легко найти скорость х какой-либо 
точки х системы, испытывающей конически-винтовое движенте. 

Скорость © есть равнодЪйствующая двухЪ скоростей. 

Изъ нихъ первая х’ (ч. 9.) лежить на радусв Ох п 
равна: 


= Оч. е=0а. ®. т. 


Этой скоростью обладаетъ точка я въ силу растяжеши е 
въ О. Вторая скорость ®“ равна: 


9" = 44.0, 


(*) См. Мех. под. изм, системы. Вып. Ш стр. 91. Тамъ мы назвали 
винтъ, 0 которомъ идетъ р%зчь въ текств, центральнымъ. Назван1е кониче- 
ск]й кажется намъ болЪе выразительнымъ. Авторъ. 
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тдв а— проекиля точки а на ось винта. Скорость %'’’ перпенди- 
кулярна въ плоскости (5, <) и вызвана вращенемь « вок- 
ругъ $. Зам чая. что скоровть о’ и’ взаимно перпендику- 
лярны, и полагая: 


Даба=ф, Оа=р, 


найдемъ: 


оао (ранят 


Эти формулы были найдены нами прежде инымъ путемт. ("). 


Мы видимъ, что скорость точки х лежитъ въ касательной 
плоскости къ прямому круглому конусу, центрь котораго въ 
центрв викта, а ось совпадаетъ съ осью послфдняго. Этимъ 
объясняетея назване, данное винту. 


Пусть теперь з—0сь вращеня «, О—центръ растяжентя 
е, причемъ точка О не лежитъ на прямой $ (ч. 10). Въ еилу 
обоихъ движений какая-нибудь точка х системы обладаетъ дву- 
мя скоростями. Первая изъ нихъ ©’ вызвана вращен1емъ ® и. 
слфдовательно, перпендикулярна къ плоскости ($, а}; вторая 
у‘ вызвана растяженемъ е и направлена по (а. Такъ какъ 
Ох въ данномъ случав не лежитъ въ плоскости ($, а], еели 
только точка я лежить внЪ плоскости (3, 0), то уголъ 
(ъ'.к’) не равенъ прямому. Является вопросъ, нЪтЪ-ли точекъ 
а, для которыхъ этотъ уголъ равенъ нулю или двумъ прямымъ. 
Очевидно, для этого необходимо. чтобы х была проекщей точ- 
ки О на плоскость (з, ). Геометрическое мЪето этихъ проек- 
пай есть окружность круга, плоскость котораго перпендикуляр- 
на къ 5, а д1аметромъ служить разетояне ОО’ точки О отъ 


(*) См. 1. е!. стр 92, хормулы В) и С, 
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прямой $. Пусть ОРО'@—эта окружноеть. Дламетръ ОО’ дз- 
литъ послзднюю на дв части, Въ точкахъ первой ОРО' ско- 
рости ®’и ®'’’ прямо-противоположны: въ точкахъ второй О’ОО 
эти скорости направлены въ одну и туже сторону. Опредз- 
лимъ на первой полуокружности точку Р., для которой о=’. 
ЗамЪчая, что 


'=0'Рю, о"==ОР.е, 
найдемъ для опредзленя точки Р:; О'Р.ю= ОР. или 


1 ОГИ в 
} ОР-ь 


Отсюда мы зэключаемъ, что точка Р единственна. Мы наш- 
ли. слфдовательно, точку Р, которая остается неподвижной въ 
силу обоихъ движен!й системы. Проведемъ чоезъ Р прямую 5' 
параллельную $. и перенесемъ вращен1е « на ось 5, а растя- 
жене е изъ Овъ Р. Первый переносъ даетъ намъ вращене 
вокругъ 5’ и поступательную скорость, равную скорости о’ точ- 
ки Р. результатомъ втораго переноса будетъ скорость раетяже- 
ня е въ Р и побступательная скорость ®’’ точки Р. 


Замъчая. что скорости о’ и ©’ взаимно уничтожаются 
) } 
заключаемъ;: 


Теорема ТХ. Совокупность вращен1я « вокругъ 06и зи 
растяжентя е въ точк8 О, не лежащей на оси. эквивалентна 
коническому винту. Центръ Р посл$дняго лежитъ на окружно- 
сти, д1аметромъ которой служить разотояие точки О отъ оси 
5, & плоскость перпендикулярна къ $. 0сь 5’ результирующаго 
винта параллельна оси $5. 


е 
_Введя параметрь р=. винта и занфчая, что (ч. 9), 


7 


опре 
Рая () ОР=, 
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получимъ въ силу 1): 


Теорема Х. Плоскость (0.5) образуеть съ плоскостью 
(0.5) уголъ х, № котораго равенъ параметру результирующа- 
ГО ВИНТА. 


Наши изслздован1я мы закончимъ слёдующей теоремой: 


Теорема ХТ. Совокупность произвольнато числа растяженй, 
поступательныхъ и вращательныхъь скоростей вообще эквива- 
лентна коническому винту. 


Доказательство. Положимъ, что подобно-изм$няемая фи- 
тура обладаетъ 3 системами одновременныхъ скоростей: |. си- 
стемой скоростей е растяжен!й вокругъ отдЪльныхЪ точекъ; 2. 
системой поступательныхъ скоростей в, и 3. системой враще- 
н1я , вокругъ ней ©,. ЦослВдн1я двЪ системы, какъ извЪетно, 
эквивалентны винту Пуансо. Пусть Ги © ето его поступа- 
тельныя и вращательныя слагающ1я. Первая система эквива- 
лентна одному растяжентю е вокругъ центра. скажемъ, С. Скла- 
‚дывая е съ Г, найдемъ скорость растяженл е вокругъ новаго 
центра @‘’. Складывая въ заключен1е послЪднюю скорость съ 9, 
мы придемъ, по только что доказанной теоремЪ. къ ковиче- 
скому винту (. Е. Г). 


Примьчане Т Такъ какъ веякое движене подобно измз- 
няемой системы, какъ легко видЪть. можемъ состоять лишь изъ 
совокупноети поступательныхъ скоростей, скоростей вращенля й 
растяжентя, то изъ полученной теоремы вытекаетъ: всякое эле- 
ментарное движене подобно-измВняемой фигуры есть кониче- 
Сюй винтъ. Только этотъ результатъ былъ извЪетенъ до сихъ 
поръ. Онъ принадлежить Шалю (“). 


(*) Сваез. ВаПейи 4ез зс1епсез Мот. 1830. 
Въ 3-мъ вып. Мех. под. изм. сист. читатель найдетъ прямое доказэ- 
тельство теоремы Шаля. Авторъ, 


178 Д. Н. ЗЕЙЛИГЕРЪ. 24 


Примъчаше П. Пользуюсь случаемъ отиЪтить неточноеть, 
допущенную въ 3-мъ выпускЪ «Механики подобно изм®няемой 
системы». Въ примзчанш къ стр. 91 я утверждаю 0безъ до- 
казательства. что «свойства кинематическихъь и силовыхъ вин- 
товъ подобно-измфняемой системы тождественны». Это невФрно. 


Кинематическ1е винты значительно отличаются по своимъ 
свойствамъ отъ силовыхъ, въ чемъ меня убЪдило боле глу- 
бокое изслВдован1е вопроса. Д былъ введенъ въ заблуждение 
внЪшней аналог1ей между сложенлемъ силовыхъ наръ растяже- 
ня и кинематическихь паръ. 


Февраль 1891 г. 


Винематика линейчатой пары. 


Въ настоящей стать мы раземотримъ движен!е одной ли- 
нейчатой поверхности © по другой 8. Напоминаемъ извЪетное 
предложене Рело, по которому неподвижная поверхность В 
есть обертывающая всзхъ положенй подвижной а. 


Отсюда прямо вытекаетъ, что мы должны сначала раз- 
смотрть услов1я. при которыхъ линейчатая поверхноеть & 
имфетъ своей обертывающей тоже линейчатую поверхноеть. 


1. Пусть я. «—два смежныхъ положешя движущейся 
поверхности, а’-—общая производящая, а— томологичная а’ 
производящая поверхности а (ч. 11). Прямыя а й а’ безко- 
нечно близки другъ къ другу. ВромЪ того, прямая а’ принад- 
лежитъ оберткВ. Мы видимъ, что оберткой линейчатой позерх- 
ности х будетъ также линейчатая поверхность. если при эле- 
ментарномъ движени ях производящая побслЗдней а перехо- 
дитъ въ положен!е безконечно близкой а’. Но совпадене двухъ 
прямыхъ требуетъ выполненя трехъ услов, что даетъ намъ 
теорему: 


>> 


о РИВА ХОРРОР Ааа 
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Теорема Т. Важдой производящей а линейчатой поверх- 
ности х отвзчаетъ движенте послЪдней со свободой третьяго 
порядка. движенте, при которомъ оберткой поверхности & слу- 
Житъ также линейчатая поверхность. 

Сльдстве. ПДвижен1е, при которомъ оберткой поверхности 
« служить также линейчатая поверхность, обладаетъ свободой 


четвертаго порядка. 
Раземотримъ группу винтовъ третьяго порядка. отвЪчаю- 


щую какой-нибудь производящей а. Въ групи третьяго поряд- 
ка, какъ извЪотно. винты одинаковато параметра 7 суть про- 
изводящ1я одного рода однополаго гиперболоида (12). Гинпер- 
болоиды (р) имЪютъ общий центръ и общее направленте осей. 
Между гиперболоидами (р) есть одипъ— главный, обладающий 
тЪмъ свойствомъ. что его производящля одного рода суть вин- 
ты нулеваго параметра, производящими другого рода служатъ 
обще лучи комплексовъ всЪхъ винтовъ группы. т. е. прямыя. 
‚перпендикулярпыя къ траектор1ямъ всЪхъ своихъ точекъ. За- 
мЪчая, что въ разсматриваемомъ нами случа элементарныя 
троектор1и точекъ производящей а лежатъ на поверхности а и, 
слФдовательно, пернендикулярны въ нормалямъ къ @ вдоль а. 


заключаемъ: 
Теорема П. Винты нулеваго пяраметра группы, соотв%т- 


ствующей производящей а, суть пройзводящля одного рода ги- 
перболическаго параболойда. при чемъ производящая втораго 
рода суть нормали вдоль пройзводящей а къ поверхности а. 
Выведемъ уравнене параболоида нормалей. Примемъ за 
начало прямоугольныхъ осей поординатъ центральную точку О 
производящей а; осью 2— пусть служитъ прямая а. 06ью х— 
нормаль въ О къ поверхности а, а 06ь у направимъ отъ О 
къ безконечно близкой производящей. (Ч. 12)). Евли 6--точка 
производящей а, касательная плоскость въ 6 въ поверхности 


а образуетъ съ плоскостью 92 утолъ х, для котораго 


2 
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гдЪ К—параметрь производящей а, 2—координата точки 6. 
Уравнен1я нормали въ 6 къ а будутъ слЗдовательно: 


Й=2, у=—х сою. 


Пользуясь предыдущимъ значенснъ {97. получимъ окон- 
чательно: 


уё-НКх==0. 


Это уравнене даетъ намъ: 

Теорема Ш. Винты нулеваго параметра группы, воотвЪт- 
ствующей производящей а, встрЗчаютъ подъ прямымъ угломъ 
перпендикулярную къ а касательную къ поверхности а. 

2. Займемся теперь соотношенями между линейчатой по- 
верхностью хи ея обертывающей В. Пусть а, @’и а"'—три 
смежныхъ положення движущейся поверхности. а и 6— двЪ 
производящтя. причемъ а общая производящая поверхностей а 
йа. 0--общая производящая поверхностей о’ и а"’ (ч. 13): 
По известной теорем, прямыя а и 6 принадлежать обертк 3 
движущейся поверхпости, но эти прямыя въ то же время суть 
емежныя производящ1я поверхности а’, слздовательно: 

Теорема ТТ. Общей производящей линейчатой поверхно- 
сти х и ея обертки В отвзчаетъ одинъ и тотъ-же параметръ 
 распредЪлен1я касательныхъ плоскостей къ обфимъ поверх- 
ностяуъ и однз и тЪже центральная точка м плоскость. 

Эта теорема указываетъ признакъ, по которому можно уз- 
нать напередъ, можетъ-ли данная линейчатая поверхность & 
двигаться по другой линейчатой поверхности В. Именно, нужно 
опредзлить для обфихъ поверхностей параметры К, и №, въ 
функции какого-нибудь одного перемннаго /, Если получен- 
ныя такимъ образомъ двз функши /, (№) и Л, (^›] таковы, 
что при опредзленномъ выбор начальныхъ значенй величинъ 


ил, Л (№) ил (),) будуть далве постоянно равны, то. 


движен1е возможно; въ противномъ случаз оно невозможно. 


бАДьи ие": < 


27 ИЗЪ ОБЛАСТИ ГЕОМЕТР!И И МЕХАНИКИ. 181 


Примъчане. ЗдЪеь представляется любопытный вопросъ: 
какъ по данной линейчатой поверхности и найти другую 3, то- 
же линейчатую, по которой могла-бы двигаться поверхность а 
Винематически этотъ вопросъ рЪшенъ теоремами Ги П. Но 
рзшене его въ области геометруи и анализа намъ кажется 
чрезвычайно труднымъ. Путь къ его рфшению указывается тео- 
ремой ТУ. Какъ бы то ни было, интересъ поставленнаго воп- 
роса несомнЪненъ. 

3. Пусть теперь х и В дв линейчалыя поверхности. для 
которыхъ движене возможно. Разсмотримъ это движене. Поло- 
жимъ, что (а, 6) —общая производящая поверхностей въ ка- 
кой-нибудь моментъ, @’и 6'—смежныя еъ а производящия по- 
слзднихЪ, (а, В) центральная точка производящей (а, 6), 
а’, В’ — центральныя точки производящихь а’ и 0’. (Ч. 14). 
Въ слздующ моментъ должны придти къ совпадению произво- 
дяшя а’ и 6’, точки а’ и В’ и. кромв того. центральныя пло- 
скости въ @’и В’ къ поверхностянъ а и В. Веего 5 услов!, 
откуда мы заключаемъ, что въ каждый моментъ движея!е а по 
3 вполнф опредфленное. Спроектируежъ на (а. 6) точки ©’ и в 
въ а иф. Такъ какъ производящая (а. 0) смежна, какъ съ 
а’. такъ и съ 0', то мы вправ$ разсматривать аа’ и 63', какъ 
прямыя, по которымъ изм8ряются кратчайния разотояня пря- 
мых сиа'. аи’ соотвфтотвенно. 

Принимая: 


аа’ —08', 


что вполнз отъ насъ зависитъ, мы въ силу предположен- 
наго равенства параметровъ Хи /'. соотвЪтетвующихь произ- 
водящимь а’й 6', заключаемъ. что равны и безконечно-малые 
углы. образуемые съ (4, 6) прямыми а’и 0’. Элементарное 
движен1е а по В въ разсматриваемый ‘моментъ заключается, 
слВдовательно. въ томъ, что а испытываетъ элементарное по- 
ступательное движене аб и вращается вокругь (а, 6) на 


182 Д- Н. ЗЕЙЛИГЕРЪ. 28 


уголъ 9, равный углу между касательными плоскостями въ 4 
и въ 6. И такъ а движется винтовымъ лвиженемъ, осью ко- 
тораго служитъ прямая (а, 6), а нараметръ т дается формулой: 


аб 
“= т 


Но если фи х'—углы въ центральной плоскостью въ 
(а, В), образуемые касательными плоскостями въ а и 6, то 


ее СИ 


Съ другой етороны, такъ какъ точки а. 6 безконечно- 
близки къ (а, В), то 


аб аа 
К 
ТРОНА: 


Слздовательно, 


96 —аа аб 


и и Ня 


откуда 


Вее предыдущее даетъ намъ теорему: 

Теорема Т. Лвиженте линейчатой поверхности я по ли- 
нейчатой же поверхности В въ томъ случаЪ, если оно возмож- 
но, есть вполнз опредфленное движен1е. Поверхность @ въ 


каждый моментъ движется элементарно-винтовымъ двйженемъ, | 


осъю которато служитъ общая производящая поверхностей а и В. 

& параметръ равенъ параметру этой производащей. 
Примъчане. Показанную теорему можно формулировать 

слВдующимъ образомъ: если возможно движене линейчатой по- 


у 
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верхности я по линейчатой же поверхности В, то их служитъ под- 
вижнымъ, З— неполвижнымь центроидомъ движения. 

4. Раземотримъ частный случай развертывающихея поверх- 
ностей. Это —также линейчатыя поверхности съ той лишь 060- 
бенностью, что смежныя производящя перееЪкаютея. Эти по- 
верхности бываютъ двухъ родовъ: къ первому относятся т%. въ 
которыхъ смежпыя производящя пересекаются на конечномъ 
разетоян1ю; въ поверхностяхъ втораго рода проязводящля пере- 
сЪкаются въ безконечно-удаленныхъ точкахъ. Примфромъ по- 
верхностей перваго рода могутъ служить коническля поверх- 
ности, втораго — цилиндрическая. 

Разсуждая, какъ при вывод теоремы Т\У, найдемъ: 

Теорема ТТ. Для того, чтобы было возможно движене 
развертывающейся поверхности « ио В. необходимо и доетаточ- 
но. чтобы а и В были одного рода. 

Теорема ГП. Если позерхности х и 3 принадлежать къ 
первому роду, то въ каждый моментъ ихъ ребра возврата ймЪ- 
ютъ общую точку и въ ней общую кабательную линю и 
плоскость. 

Пусть аё— общая касательная поверхностей А и Б, а— 
общая точка реберъ возврата и и В поелднихъ, аи б'— 
смежныя съ а точки кривыхъ а и В (ч. 15). Но предыдуще- 
му, а1— общая касательная въ а этихъ кривыхъ. Слвдователь- 
но. углы ва’ =4х и ю'= а’ вуть углы смежности, & пло- 
екости утгловъ — плоскости кривизны кривыхъ х и В. Обозначая 
чрезъ д й (’ элементарные утлы второй кривизны посл днихъ 
въ а, найдемъ для угла О между плоскостями аа’ и @0' сл. 
дующее выраженте: 


4$, @$' 

1) О= ат 4 = т 
гдз 43 и 1, 45%' и Т’—элементы дуги и радуеы второй кри- 
визны кривыхъ я и [1 соотвЪтетвенно. Верхн1И знакъ относит- 
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ся КЪ тому случаю. когда поверхности 4 и В обращены другъ 
къ другу выпуклыми сторонами; нижнЫ—, когда вдоль аб 
одна изъ поверхностей выпукла, другая вогнута. 


Элементарное движене подвижной поверхности ВБ по не- 
подвижной заключается въ томъ, что Б вращается вокругъ 
а на уголь О до совпадемя плоскостой 190' й а’; затВмъ 
В вращается вокругъ оби т, перпендикулярной въ а къ пло- 
скости (аа’ на уголъ (4 —4х') до совпадемя прамыхъ 046’ 
и аа’. Наконецъ поверхность Б движется поступательно вдоль 
аа’ на величину аа’ —а0' = 43— 4$' до совпадемя точекъ 0" 
и а‘. Сложимъ послзднее движене съ вращенемъ вокругъ оси 
т. Замфчая. что ось т перпендикулярна къ направленю пос- 
тупательнато двйжен1я, заключаемъ. что совокупность склады- 
ваемыхЪ движенй эквивалентна вралентю вокрутъ оси 7%. па- 
раллельной 7%, при чемъ разстояне р осей тж й п опред?- 
ляется по формулз: 


} 4$ @$' 
2) 4—4’ =р (4«—а4“')=? т 

дв В и А’ —радусы кривизны въ & кривыхъ а и В. Плос- 
кость (17. №), кромЪ того, нерпендикулярна къ аа’. Такъ какъ 
прамая 7. параллельная 27, перпендикулярна къ плоскости 
аа’. то она скрещивается подъ прямымъ угломъ ©ъ ай. Зам$- 
чая. что въ предЪлЪ аа’ совпадаетъ съ а. заключаемъ, что 
въ предЪлВ ось ® вотр®чаетъ подъ прямымъ углонъ общую 
главную пормаль въ @ кривыхъ а и В. 


Все выше сказанное даетъ намъ теорему: 


Теорема ТШ. Элементарное движене развертывающейся 
поверхности 2 перваго рода по такой-же поверхности 4 экви- 
валентно совокупности двухъ вращенй, оси которыхъ Ё и п 
скрещиваются подъ прямымъ угломъ, причемъ одна изъ нихЪ # 
совпадаетъ съ общей касательной реберъ возврата поверхно- 


№ 
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стей А и Б, а другая п ветрфчаеть подъ прямымъ угломъ 
общую главную нормаль реберъ и возврата. 

Обратинъ вниман!е на то. что въ формулы 1) и 2) вхо- 
дятъ элементы 45 и 45’ дугъ кривыхъ а и В. Такъ какъ меж- 
ду 4; и 43' нЪтъ никакой завясимости, то мы заключаемъ: 

Теорема ТХ. Движен!е поверхности В и А есть неопре- 
дЪленное движен!е съ первой степенью свободы. 

Прежде, чЪиъ перейти къ изелЪдованю труппы винтовъ, 
каждый членъ который можеть служить осью элементарнаго 
движентя поверхности Б, изелФдуемъ нфкоторые частные случаи. 

Зам чая, что р=о, если 4$=4$', а В не равно А’. на- 
хоДИмЪ: 

Теорема Х. Если развертывающаяся поверхноеть Б дви- 
жется по такой-же поверхности А такъ, что ребро возвра- 
та первой поверхности катится безъ скольженля по ребру воз- 
врата второй. причемъ радлувы кривизны этихъ кривыхъ въ 
точкВ ихъ соприкосноветя а не равны. 10 вЪ каждый м0- 
ментъ поверхность вращается вокругъ оси е, проходящей чрезъ 
а. Ось е образуеть съ общей касательной { въ а уголъ а, 


для котораго 
109 = АНУ Ц . т 77 . 


Плоскость (е. #) перпендикулярна въ а къ общей глав- 
ной нормали. 

Полатая: А=А' и 4243', найденъ изъ 2): р=А, что 
даетъ теорему: 

Теорема ХТ. Если въ общей точк реберъ возврата рав- 
ны рацтусы кривизны поелвдней, причемъ скольжене имзетъ 
исто, то 06ь и совпадаетъ съ общей осью кривизны реберъ 
возврата. 

Совокупноеть двухъ вращенй (4-4) и (44— а“) 
вокругъ скрещивающихся осей Ё я и эквивалентна винту (12, /. 
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4 
Каждому значеню _; отвЪчаетъ овобое положене винта (р,). 


Эти винты (р, / образуютъ, слёдовательно, группу винтовъ, ха- 
рактеризующую свободу подвижной поверхности Б. Замзчая, 
что кратчайшее разстоян1е прямыхъ Ё и и измВряется по 0б- 
щей главной нормали къ ребрамъ возврата и и В, заключаем: 

Теорема ХИ. Винты (р,) группы. харазтеризующей ево- 
боду поверхности Б въ какой-либо моментъ., встрВчаютъ подъ 
прямымъ угломъ одну и ту же прямую. Эту прямую назовемъ 
осью Трунны, 

Пусть &— общая касательная, аи=р-— общая главная 
нормаль реберъ возврата — (ч. 16). ЛМ— перпендикуляръ въ п 
къ плоевоети та. По предыдущему. элементарное хвижене по- 
верхности ВБ въ разематриваемый моментъ складывается изъ 
двухъ элементарныхъ вращенй, изъ которыхъ одно (4°- ат’) 
иметь осью прямую ай, другое (4«—4а')— прямую №. Ре- 
зультирующ!й винтъ (р,) ветрфчаеть подъ прамымъ угломъ 
прямую 4% въ точкЪ А такъ, что имЪетъ мВето слздуюшщее 
уравнене: 


_ сл до И 
(аа- 4 (4-е 2 (4х — ах + (аа 
тдЪ чрезъ < обозначено разстоян1е а. Изъ этихъ формулъ, 
пользуясъ предылущимъ значенемъ 7, найдемъ: 


о О 
) я И Ча}? -- (4-Е 4х' 
(4—48') (@- а“)? 
ааа) аа а ЕЕ 


Ч ы 4 — 48) (а ах) 
откуда 2) | д (2р—*) = ЕВ 








зелья Пе 
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тгдЪ ^— параметръ винта (7,). Уголъ ф, образуемый осью / по- 
слВдняго ©ъ касательной а. опредзляется по формул: 


. а— 4. 
) Арт чат" 


Формулами 1). 2) и 3) вполнв опредЗляетея результи- 
руюзий винтъ. Найдемъ геометрическое м%ето этихъ винтовъ. 


(8 
Для этого достаточно исключить отношен!е „„ изъ 1) и 3), 


пользуясь формулами: 


ра Чак аз 
4а ——р [1 =” =» (и т. 


Изъ 1) и 3) легко получаемъ: 


0—5, 


“= дат 


$14С8Ф. 
Отсюда и изъ 3). пользуясь только что написанными фор- 
мулами, найдемъ: 


1 ли: сай от 
А] х Е А - 57% 7°Ф тт ‹ 


Примемъ за оси координатъ касательную аё, нормаль а% 
и бинормаль а. Умножая полученное уравнене на квадратъ 
‚ разетояня <? =92--2? любой точки (2, у, 2 | ови винта (р^), 
найдемъ уравнен1е поверхности, производящими которой слу- 
жатъ различные винты (7). 


и о 
А’) НИ (у =?) тр" 7" р —=12 в) тет 


ЭдЪеь осью х служить прямая ай, осью < прямая 4, & 
осью у—бинормаль ах. 
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Раземотримъ полученную поверхность. 
Для удобетва изслВдован!я введемъ елвдуюния обозначеня: 


1 1 Е. а 

ТР В 

Формулу 4) нетрудно представить въ слфдующемъ видз: 
В) 9% (Аз—С)—2В, 4о- Аз=о. 


РЪшая это уравнене относительно {9Ф, получаемъ: 





В+] В?—Аз (Аг-С) В-/ 6—4 (Аз—0) 
В') 14 — р Ах— (и и0р=— И 2) 9, АИ 





откуда 





0 2 82—42 (А#— С) 
АЕ С 








С] (0 (т 


Формула 5) показываетъ. что чрезъ каждую точку Д оси 
труппы проходятъ два винта (р,). Изъ формулы С) вытека- 
етъ. что уголъ между осями этихъ винтовъ равенъ прямому, 
если 


3%) 


(. 
р) И» И 


и равенъ нулю, если 
Е) А212—АСх--Б*=0. 
т. е. если 


(+ ]/ С? 48? 
дер аь 
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Пуеть О——точка оси, чрезъ которую проходятъ взаимно- 
перпендикулярные винты. Перенесемъ начало поординатъ въ О, 
‘сохраняя прежнее направлен1е осей. Уравнене А’ пряметъ видъ: 


С 
А") Ах (уг )=2Буг+ 5 (у°—2). 


Повернемъ теперь новыя оси координатъ вокругъ оси Х 
‘на нЪкоторый уголь х. Пользуясь формулами: 


уу’ сзф-Е апр, 2= —у'5тр- 265$, 
‘находииъ: 
ау; уу (68°, — т?) — (У— 5?) зпфезо, 
= (9—2?) (6820 — зп? ) + 4'2'51/0080. 


‘СлЪдовательно, уравнене А’’) приметъ видъ: 


А") (УЗ-2] А=у2' 128 сз 25-0 вп 25| | 


НО ое 
-Н(у?—=”") )-508 2 9—В т 2$ 


Выберемъ теперь уголъ ф такъ, чтобы 
[ 
558 2 9—В 5 2 9=0. 


Обозначая этотъ уголъ чрезъ Ф, получаемъ: 
44 о 


А") 2 (+2?) А=у2{3 ея 34 Сп 2, 


причемъ значки при у и 2 опущены. 
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Всетавлая въ первую изъ формулъ 6''2=5 д’ найдемъ: 


2 В-У 04 82. 
И ЫИЕЬ = 





откуда 


С 
92 = р 


Сравнен!е этого выражен1я съ Ё) дастъ: ф,=4, откуда, 
слздуетъ. что новыя оси у и < совпадаютъ съ взаимно-пер- 
пендикулярными осями винтовЪ (7). проходящихъ чрезъ новое: 
начало поординатъ. Формулой А'”) доказывается слЗдующая 
теорема: 

Теорема ХШ. Оси винтовъ группы, характеризующей эле- 
ментарную свободу развертывающейся поверхности, суть пройз- 
водянпя цилиндроида. Пиректрисой цилиндройда  бслужитъ. 
тлавная нормаль ай, центръ цилиндроида опредзляется фор- 
мулой /). Длина 6 директрисы цилиндроида въ вилу уравне- 
ня Е) даетоя формулой: 





а 
о ь 


А 








Этой теоремой мы закончимъ настоашя изелфдован1я. 


Марть 1891 г. 
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Кр твори линейныхь дифференальныхь уравнений. 


А. Старкова. 


Роиг ]1а $6ог1е 4ез 6даа10тз Ппбо1гез 


раг А. Бютфо}. 








Въ твори линейныхъ дифференцальныхъ уравненй оенов- 
ный вопросъ ихъ рЪшеня при существующихъ услов1яхъ изел$- 
дуется въ двухъ главныхъ направленяхъ. Съ одной стороны уче- 
ные стремятся указать тЪ особенности. которыми отличаются эти 
рзшеня, какъ опрзделенный класеъ функц, и раскрыть ихъ 
общля свойства; съ другой—имфють пЪл!ю изобразить эти рЪ- 
шен1я опредзленными аналитическими формулами въ зависймо- 
сти отъ коеффиптентовъ даннато уравнен!я т. е. написать ихъ 
математическимь языкомъ. Послфдующее изложене относится. 
къ этому второму направленю изслВдован, такъ какъ оно 
имзетъ въ виду дать форму выражентя частныхъ интеграловъ 
даннаго уравнен1я посредствомъ интетраловъ уравненя на еди- 
ницу ниешато порядка съ тзми-же коеффишентами. 

Данное линейное дифференцтальное уравнене и-го порядка 





тЫ 
ВЕР В, И... ЕР КИНРуО (1) 
представимъ въ видЪ 
= 
УР, =0 (2) 
р=п 


тд р при у означаетъь символически порядокъ производной 
по 2. Если въ выражене (2) мы внесемъ вмЪето у подстанов- 
ку вида 


р (245 (3) 


Т. У Зап Маг. Отд. 13 
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то, пользуясь формулой многократныхъ дифференцированй прой- 
зведеня и считая при этихъ дифференцированяхъ указателей 
за показателей, получимъ 








р=0 Цзя. (’ = 
В, 4. 2ах 2, в—р—1 И +У 2 2. та СР Е г (4) 


Такъ какъ одна изъ величинъ; (), или 2, въ подетановкЪ (3) 
можетъ быть взята произвольно, то выберемъ (, такимъ обра- 
зомъ, что-бы коеффишентъ при 2 обращался вЪ нуль 


Яо 
ХР, 1—0 (5) 
р—=— 
ИЛИ 


р - т. РЕ ТЕЧР -Р, 9 =0 (6) 


0 т” 





т.е, опредзлимъ (,. какъ интегралъ линейнаго уравнения (6). 
вполнЪ подобнаго данному (1) съ т%ми-же и также раеполо- 
жеииыми коеффиптентами, но па единицу нистато порядка и 
безъ послЪдняго коеффитшента Р.. 

Вносл затЪиъ въ оставшийся двучленъ (4) вмЪсто 2 под- 
становку вида 


2= /` Чьмах (7) 


получимъ на основан1и той-же формулы многократнато диффе- 
ренцировантя произведенй 





у 2 ОР А- 
т=—и—2 (8) 
#—1 ИЕ С а р=0 





У а = а ХР =0 


р—=т—3 уи—9 


ани 
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Въ подетановЕВ (7) одна изъ величинъ, (), или м, мо- 
жетъ быть взята пройзвольно. Выберемъ еб такимъ образомъ, 
чтобы среднй членъ выражен!я (8) обратилея въ нуль, именно 





ет . а” р=ю 
НА \ рН 
Уп. тащ = С) 


т=п—2 


Выражен1е (9) есть линейное уравнее »— 2 порядка относби- 
тельно (С, и предетавляетъь по своей формз пониженное на 
единицу отъ (6) въ томъ случаЪ, когда извзстенъ одинъ его 
частный интегралъ '). 

Внося далфе въ оставиийся двучленъ (5) подстановку вида 


= Я (зах 


‚ получимъ для опредЪлешя (С, линейное уравнене *—3 поряд- 

ка, представляющее по своей форм пониженное на два отъ (6) 

ВЪ томъ случа. когда извЪстны два ето интеграла. 
Слздующая годстановка для $ 


= / 945 


дастъ для опредЪленя (С), линейное уравнене %»—4 порядка, 
понйженное на три отъ (6) ит. д. 

Зависимоеть между интегралами основнаго уравнешя (6) 
и интегралами пониженныхь указана мною въ цитированной 
выше статьз:; она выражается въ елЗдующей простой форм$. 


Еели мы обозначим %—1 интегралъ уравненя (6) чрезъ 


О (10) 


1) См. мою статью: Къ теор1и линейныкъ дифференциальныхъ урав- 
нен1й. Заниски Казанской Математ. Секщи. Казань 1884, а тлкже статью 
ТЬсоге дез ёапа!?опз овпёга]ез, ОЧезза 1889 р. 12 ее. 
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и составимъ изъ нихъ и ихЪъ производныхъ опредЗлите ль ВИДА 


91 ) д, - +. Чи—15 Чи-ь 


(Е о а 
_ о. 


00 Ф.Ф око о о в. юъда. о © ода 


(т—1) 


91 


(т—1) (т —1) 


(т—1) 
) 4 о, Чит э Чт-ь 


‚ то получим для (., (5. Чз..... значеня 


0, =, =0»› =4,.... =. 

4,=Л.-9°, =Д».4г’,.. = Ди 9 

И =9,.Дз.( Л»), о А, (о: - 
9, =Д..Д4(Д.), дли. == Да.Ли_л.(Да) — 


м с 
Е Па а 
овала ое а 
и ЕЕ 


Но на основани указанныхь мною свойствъ опредЪлителей *) 
имемъ 


91 =91, =945, =43,....=9, 1 

бо Я 93. _@ 4 4 4.1 
Не И р ВЕ Ча и 
ой 5 _а а _аД._а 4 ада 


_ ДД: 409 Ш 409’ Ш 409, 


® 9.0 Фо Фо ео бо ео о ое. о фо о дю о оо о сома 9 < а 





4 о 4х 7) 


*) Сы. мою статью: Двз Формулы изъ теорйи опредзлителей, Запиеки 
Казанской Математ, Секц!и. Казань 1884. 
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г1В ворхя.й указатель при различныхь () соотвЪтетвуетъ ука- 
зателю послфдняго входящато въ ихъ составъ частнато инте- 
трала 9. Очевидно при такихъ условяхъ мы получимъ 


Г 9.аг= Г, ах 

Ч 
Г 4} 9,4. Сзаз= / Ча | ах ев 
‚} 9, ах / @ае  Фзах Г 9,41= 4, 


И В о МФ Фо. 09 хо. ое ев о ооо соот оф.о оо пою ФФ 


Г 9:аз дао. =. ‚9, аг= Г, ах 


Въ 18177 году мною былъ данъ способъ интегрированя ли- 
‚ нейныхъ уравнений 3), причемъ интегралы, выражались рядами вида 


и=1- 9,4 | Чьах. ти, ‚ „4х [9.4 

+ /@, 4х Г @.ах.... Г9,а= / ах Г Оьах.... ГЧ,ат-.... 
уз = Ча ] Ч,4® @,4г.... ] 9,4. 9,424... (45) 
9/3 = /`9,4х Г, аз- Г Ча ГО,ах.... Г Ча / Чуае Г Оьах +... 


оао 99 о - 90 © © ‘о. Ф.Ф ‘© Фе боба о. о. 6 фо. Ф.@ ©. 9. хо 


у, = 9, ах / зах... Г 9, 145+ 
Л 9,4 [Ч,ах.... Ч, ах 9, ах `Озах.... 19,142 ыы 


ЭДЗеь вс} Е Ц... ... 9,1 имЪютъ выше изол$дованныя 
значения интеграловъ тожественнаго данному уравнепя п—1 


*) Общий способъ интегрирован1я, линейныхъ дихоеренщальныхъ урав- 
нен1й съ перемвнными коехоищентами. Одесса 1887, 
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порядка (6) и его пониженныхъ. Что-же касается ()„, то оно 
опредЪляется выраженемъ “) 


Р, а "--3 п— 2—2 
р Р, БД А р: (И) (16) 


такъ какъ по самому составу уравненя видно, что Р‚=Ду 
Принявъ во внимане формулы (14) и положивъ для краткости 


Га аж. а ‚ 9,4 [9„.А.ах =Ф(А) 
ряды (15) можемъ написать такъ 


у. =1-$(1)--Ф$(1)+999(1)+. 

= 94 --®( Га, 4=)-+Ф®( Га, 4) же 

из = /4»а=--Ф( /4»4=)- ®®( Г4а=)--. ЗЕ 

и = Г 9з4=-Е ®( Г4з4=)-ЕФ®( 4:4) + а (17) 


з оффе о ею & это‘ оо 6 в ооо А о о’ сбое о о 


у. = Га. ЧН ®( Г 1 )+66( 4, 48)--.. 
По формулВ (16) мы имВемъ для 4, выражене 
9, = Д"-3.Р,(Д"—?)-? (16) 
Положимъ здЪеь Р, равнымъ 


Р,.=А, (18) 


*) См. мою статью: ТВеоге 4ез ёдаайопз обпбга]ез. Ойеззь 1889. 
р. 21, 25 ее. 
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ИЛИ 
6.1, В чи 


О 
ео НР 6 (19) 


п» 
р=—т—1 


тр ааа ©2072, 0—6} о-е в. 57. 6 ео 


1 —1 —1 —1 
бот о О ) 92 НЫ Е 


тдз 0, и есть та неизвестная величина, которую сдФдуетъ 
опредзлить для выполнен!я равенства (18). Очевидно, выраже- 
не (19) есть линейное уравнене и--1-го порядка по 0,., вида: 


0 р 6% з 


е 
Е Ат 





+. КР-те-ЕР Г) 


т. е. вполнЪ одинаковое съ опредзляющимъ (, уравненемъ (6), 
но лишь со второй част, равною послЪднему коеффиценту 
Р, въ данномъ уравнени (1). 

Если мы внесемъ въ выражене (16) значене для Р,, 
опредляемое изъ уравкен!я (15) иля (20), то получимъ 


п—2 
( и _а (1 (21) 


=. А.И) *= 


нЕ СЕ БИ 
4% НХ СА О, 1 





п—2 


гдз А” и (’_ пиють такя-же значеня. какъ Ди О, 
съ той лишь разницею, что въ нихъ выЪето послЪдняго 4,1 
внесено 6... При такихь условяхъ очевидно мы им$:мъ. 


`9, ах у (ат. А 9. ах Ч 9. Аах= Я 0, 4х у (ах. ай (9’_ 4% = |. 0.42 (22) 
Съ другой еторопы вообще въ выражен 


9, 6 и„ае=Де-3.(Р, 0-е). (:—) — (23) 
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можемъ Положить 
6. * 91 ый 0 ит д.1 


а С ее Фе 8 (я— —0 
р. дел О а 


© 0$ 9.06 бол вр а 


—1 —1 
Оо Ор Ча АЕ РЕ 


тотда будемъ имЪть для опредфленмя 0„, линейное уравнеше 
1—1 порядка с0 второю част!ю вида 


п—1( п—2 
р 4 бы фр бб о РР, = Р, [| 6„—«@ж (25) 


0 (” 17” 


е. уравнене тоже одинаковое съ (6), но лишь 60 второю 
часто. Помоп1ю значеня 0„,. найденнато изъ (24) или 
мы преобразуемъ выражене (33) въ слЗдующе 





Р, [9 фр ДАДР ОН 
п—1 


гдз С’, отличается отъ @,_, только т®мЪ, что въ немъ вм$- 
сто 9, внесено 0„,. При такихъ условмяхъ мы имфемъ 


Ф( 4.4) = Га 
ФФ®( 4,42) =$( Го, 4)= Гоа 
ФФ9( /4,42)=99( 0,42) =%®( 6.4) = 6,4 


э ооо о оо Фо ото бов ао фо хо оао о а о 


й такКЪ далзе и вообще 


Ф( /4„а®) — /6„а 
| |: Ф( /4,4=)= Гая 


(27) 


6 я з &-' м. . 
УТ ера ао. ТРУ 


2. Зы 


к Е 
сома алк 1 А" ^ 


га 


9 КЪ ТЕОР!И ЛИНЕЙНЫХЪ ДИФФЕРЕНЦ. УРАВНЕНИЙ. 199 


На основани формулъ (277) ряды (17). предотавляющие 
иноегралы линейнато уравнен!я и-го порядка вида (1), обра- 
татея въ выраженя 


и=1--У, ме [9-64 
ре5о ро 


= р=1 
м Г 4.4 +х/ Орде = т [9 Увы 


уз= Ей Чт +5. у 0, 4%= 3 [9 +0, 


| (23) 
==] 7—1 
та = Г „ат--У ий 0, „ах= зу [9.55.42 
71—05 1—9) 
У, — у ОУ р вла ЙЕ 8,4 
р==0о РЕЕСО 
ТД 
0, Чл, 42» Ч». -. 4-1 (29) 


суть частные интегралы уравнемя и®—1 порядка вида (6), а 


ая (30) 


суть частные интегралы того-же самаго уравнентя (6) лишь со 
второю частию, которая для каждаго изъ нихъ различна и из- 
ифнлется по простому закону. 

Выраженямъ (29) можно придать еще болзе простую 
форму. соединяя интегрилы (29) и (30) въ одну группу уело- 
вемъ, что указатель р принймаетъ веевозможныя значеня отЪ 
() до 00 и нулевое его значене опредляегъ интегралы урав- 
нен1я (20) пли (25) безъ второй части, т. е. ураввешя (6), 
именно 


09%›= 0, 0. =91. 0%2=4.,. .. =, 
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При такихъ условяхъ интегралы (28) будутъ имЪть видъ 


Ут = У. Гора и) (8..4 
р==0о 


ро 
= УЛььаг= в, а 


И 5 ее ре (31) 


= () 


й в=о 
Л я м р 
у == У, 0, „ае= (У, 8 
р==ою РО 
Формулы (28) и (31) представляютъ тв выраженя для 
интеграловъ линейнаго уравнентя, выводъ которыхъ составляетъ 
предметъ вастоящей статьи. 


в 4 м ы 
Аи елотрнь. ин 


ея 


БЕТ ры 


Ах 
аа: 


КЪ твори способа Наименьшихь квадратов. 


И. В. Слешиясколо. 
7иг Тьеог1е 4ег Мето4е ег кемееп (иайгае 
Гоп 1. Шезе1итз а. 





ДИС лЛоОвт о: 





Несмотря на большое число работъ, посвященныхъ иечис- 
лен!ю вЪроятностой '). въ новфЙшей литературв этого предмета 
вотр®чаемъ слвдующее суждене ^): ‹...ЧатЁ`ез \№01 а]8 а1ое- 
шеш апегкапи$ оебеп, 4233 @1е ишлпотеейз{е С]аззе ег 41е 
УУайт5е Вет ИспкецзтееАпипе ретейепеп Гфегааг ш Ве7ие 
‘Г Фе ретепиеЙев Игасел пог зевг апр ИсВез ее: т 
Чеп Зейеп 4ег Маветайкег пашИей Вп4еф тай имаг @еп 
теспиеп4еп Гпей ег УМавтезевет Ио ВК еоте 11 алзоеле1сй- 
пеег \\е15е епфуске$, ФапеБеп афег @1е бтип@асеп 4ег сапиеп 
Гейге тет 11 е1пег \Уе15е оепап4е$, еее ав стоззеп От ат- 
Вецеп 1е14еф пп 41е шапото И 4еп ИДуее] Безбенеп 1А336». 
Мы согласны съ авторомъ. что принцишальная сторона Исчис- 
лен1я вЪроятностей слабо обоснована. Но полатаемъ. что и ана- 
литическая сторона также нуждается въ разработкз. Въ свамомъ 
дЪл, сущность теори вЪроятностей заключается въ двухъ 
теоремахъ: законЪ большихъ чиселъ и теоремЪ. лежащей въ 
основани способа найменьшихъ квадратовъ. Какъ ни замЪчатель- 
ны изелёдованя Гар!асе’а?) и Ро18зоп’а“) въ этой области, 


1) См. Гаагепф. Тга{ё 4п сэ1е1 4ез ргоЪа 311463. Ратаз 1873. стр. 255--268. 

2?) Товаюпез уоп Кг1ез. О1е Ргаспрулеп ег УУаБтгзепею ев ке {згесВопио. 
Елпе 1001зе Ве Опбетзаевапе. Рге1Баго. 1886. стр. 1. 

3) ТЬвот1е апа]удие 4ез ргоаБ1 63. 3 е@110оп Рагз 1820. етр. 275— 
303, 304—348. 

*) Веепегепез зиг 1а ргофраЪИ 6 4ез ласетеп4з. стр. 7—13, 137—145, 
246— 318. 

баг 1а ргораБ Це 4ез г6за!4фа$з поуепз 4ез оЪзегуа\101з. Соппа1;затее 
дез 1етз... роиг Рап 1827. Раг1з 1824. стр. 273—302, —баЦе 4е Мето1те зиг 
]а ргораЪ1116 аа гбза! {фа поуеп 4ез орзегуаоптз. Сопп. 4ез фетз ропг 1’ап 
1832. Раг1з 1829. етр. 3—22, 
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тВмъ не мене он не удовлетворяютъ необходимому тробовано 
точности, Вотъ что говоритъ Чебышевъ по. поводу доказательства 
Ро13з0оп’а закона больпихъ чиселъ !); «Гоше тобиеизе аще 
301 1& ш@ Моде ешроубе раг 1е се160те @бботёте. П гезфе & 
те пироззИ]е 4е шопфтег 1а ПшИе ае’ ТГеттеиг Чдае реш 
ашейте оп апМузе арргохипаЙуе еф раг себе шеетииае 4е 
1 уа]еиг 4е Геггеиг, за абтопяга оп п’е8ё раз г1оопгеи$е» 
Чебышевъ далъ два точныхЪ` доказательства закона большихъ 
чиселъ. 2) Первое изъ нихъ основано на употреблени логариоми- 
ческой строки. Второе требуетъ лишь простыхъ алгебраическихъ 
преобразованй. По поводу этого доказательства авторъ говоритъ 
слфдующее 3):» «ПОапз пп шбмоге 4183 1146теззатф, 3013 ри 
Фип гарротё. цие М. Вепаутб6 а ша ГАсайенте 4ез 5е1е0еез 
еп 1853. её апе Гоп $гопуе партиаб 4апз 16$ Сотрфез Ветди$. 
0$ герго@ Чалз [е ]опгиа] 4ез Мабвбтаие5 ригез е$ аррИ- 
40608 4е М. ГлопуШе (2 561е. Т. ХП. 1867) зопз 1е име: 
Соп3146га\1оп$ & Гарри 4е 11а 4есопуее 4е ГарТаесе зиаг 1 101 
Че ргофаЮ1ф6 Чапз 1а тббоде 4е5$ шот@гез сатгбз — Шазте 


затапф$ 4оппе ипе шб\о4е 411 шёгИе ппе абепйон фоще. 


ратси ге. Сефе шбёбВойе сот бе ЧФапз 1а абегиипамоп 


а 
де 1а умепг Шийе 4е Гпбботае лом Фаргез 1ез уа]епгв 
0 


*) СгеПе 33. (1846) Пётопзёгайов 61 тепфате 4’апе ргорозоп &6- 
пбга]е 4е 1а \№6от1е 4ез ргофаЪ Из. етр. 259-267. 


?) Оцпытъ елементарнаго анализа теор1и ввроятноетей. Сочинен!е на- 
писанное для получен1я степени магистра кандидатомъ Чебышевымъ. Москва. 
1845. Въ этой книг, представляющей библ!ограхическую ръдкость, доказана 
лишь теорема Вегпоп!]1, частный сзучай теоремы Ро1з30п’А. Тезрема Ро1з- 
зоп’а доказана впервые въ работ, помтщьниой въ 33 том8 журнала Стее. 
цигированвой выше. Затфмъ, она доказана въ мемуарз «О среднихъ вели- 
чинахЪ» Мат. Сборникъ. Т. 9. 1867 г. Переводъ этого мемуара: «Оез уа. 
]Рагз тпоуеппез». Топги. аз Маёв. 2 56г. Т. ХТ. етр. 177—184, 


°) Лопги. 4е [Мопу. 2 56г. Т. ХИХ. 1874 г, стр. 157—160, ‹Зиг 1ез уа- 
1еигз иез ег 1046ота]ез». 


— 


у : 
в еле идее 5, Саба виьтатиьь али 2 


сотые. 7 


3 КЪ ТЕОРИ СПОСОБА НАИМЕНЬШИХЪ КВАДРАТОВЪ. 203 


д А А 
де ооо ле, Хо, Деле о 4 
0 () 0 


6 /(х) ппе юпеМоп шеоппие, аззиейе зеетет+ & 1а сопд1- 
Иоп 4е сах4ег 1е чепе -- етите 1е3 Пибез Фаботайот. Га 
6 топзбгалоп зппр]е еф г1хопгеизе 4е Та 101 4е ВегпопШ, дие 
Гоп {топуе 4апз ша М№ 4, з0пз 1е {Ите: Пез уа]епгз шоуеп- 
пез, п’ез{. ап’ипй 4ез гбзиаф8 дпе Гоп Иге алз6шепф 4е 1а 
пб о4е 4е М. В1епаушб еф Фаргёз 1аачеПе П езё рагуепа Пи 
шбёше, А 46тоштег ппе ргороз оп Зиг 1е3 ргофаф Из, Топ 
]& 101 4е ВегпоП 46в0ое Чтесешет\....». Хотя, такимъ 
образомъ, значительный пробЪзлъ въ теори вЪроятностей былъ 
пополненъ Чебышевымъ 1). но замфчательныя изелздовашя Гла- 
р]асе’а и Ро1530п’а остались однако неисправленными *) й въ 
такомъ видз продолжаютъ повторяться въ различныхъ книгаху. 
Тоже самое можно сказать о способЪ наименыпихъ квадратовъ. 
В1епаушб характеризуетъь важность этото вопроса слВдующими 
словами 3) «Га тб ое 4ез шо1игез сатг6 е5$ $1 Е6апеттет& 
етр]оубе ащопга’Ва1 4апз |ез зе1епсез Ф’озегумАоп. дие 100% 
се 401 рейф еп тепаге 1ез аррИсаботз р1аз зйгез еу1етф @ип 
отапа п{етёф дпе] ие зипре ие 501% ФаШецгв.» ТЪиъ не менфе 
В1епаутб продолжаетъ употреблять методъ Гар]асе’а. основанный 
на рядахъ, сходимость которыхъ остается недоказанной. Если 


*) Болве чъмъ странно въ новзйшемъ курсЪ Вег4тгао4’а (Са]еа] 4ез 
ргоъаь ив. 1889). не только не ветрЪтить имени Чебышева, но даже про- 
честь слвдующия слова (стр. 94), «Га обпёта]1ва 100 ргорозёе раг Ро1зз0п 
3003 1е пот 4е 101 4ез сгапдз пошЪгез шапдае поп зеп]етепф 4е т1очепг, 
та] де ргбе1з100. Гез соп@а10тз зпррозбез Фапз 1’6попеё веВаррепё раг 1е 
уасце & фощ{е арргеслай от ша\ётаНаие». Это все, что говорится объ изелз- 
довани Ро!5500’а. Кстати замфтить, что имя В1епаут6 мы встрёчаемъ въ 
этой книгв (стр. 295) безъ призван1я заелугъ этого ученаго. 

3) Доказательство Гапгеп а |. с. содержитъ ошибку на стр. 103 въ 
строкз 13 сверху, которая существенно измВняетъ заключеня, 

3) Мётоге заг 1а ргораЪ ИИ 6 4ез еггецгз 4’аргёз 1а шёФойе Чез шоп- 
гез сатгёз. Мёш. 4. зау. ебтапо. ХУ. стр. 615—664. Также допго. 4е 
Глопу. Т. ХУП. 1852. 
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принять въ соображен!е, что попытки доказалельствъ (ал193’а 1) 
содержать произвольныя. допущен!я. то дотжно признать, что 
(Па1зсВег быть правъ говоря”) «$ 15 ме Кима Та аП Фе 
ргоо5 ФАаф Вахе Бееп олуеп оЁ {Ме шебТой оЁ Теа$5 Запагез 
сопфалп. фю зау {Ме 1еа36. зэте роф$ ог а! еп Ку. апа оп 1118 
ассоциф апу пем 1пуе5Иха ол оЁ бе тез 1$ певеззатИу а 
шаНег о шосй 1фегез». Лишь въ самое послЪзднее время 
глубок! я изолёдован!я въ области пепрерывныхъ дробей привели 
Чебышева къ точному доказательству теоремы, лежащей въ 
овнован!и 61060ба наименьтихь квадратовъ 3). Въ основани 
доказательства лежитъ тотъ-же методъ, который привелъ къ 
доказательству закона большихъ чиселъ. но для приложеня его 


нужно было преодолЪть большйя аналитическя трудности. При. 


всей замфчательности доказательства Чебышева, это доказа- 
тельство нельзя назвать простымъ. Въ виду этого оботоятельетва. 
& также въ виду важности вопроса, намъ казалось нелишен- 
нымъ интереса напомнить объ изелЪдованяхъ Салеву. касаю- 
щихся того же предмета. Способъ паименьшихъ квадратовъ былъ 
предметомъ спора, возникшаго въ 1853 году между Салеву 
и В1епаушб. Этотъ-то интересный споръ былъ причиной появ- 
леня мемуара В1епаушб: «Биг Гаррит...», 0 которомъ была 
рфчь выше. Съ другой стороны тому-же спору наука обязана 
изслздовантями Салпспу, въ когорыхъ содержится доказательство 
основной теоремы 6©1060бь наименьшихъ квадратовъ при н%ко- 
торыхъ предположеняхъ. Заслуги Сапеву, столь высоко пни. 





1) МётоЧе 4ез шо1магез саггбз. Метогез заг 1а сот алзою @ез 0Ъ- 
зегуа 103. Раг Сп Ее. бучзз. Тга|. еп {гаое. раг Вегёгаю@. Раз. 1855. 


Вег4тала. Са]си1 4ез Ргора 1 66з. Раш. 1889. стр. 247—258, 259—306. 


См. также цитироканную выше статью В1епаутё въ Мёш. 4е Бах. 
егапо. стр. 619. 

2) Оп Ме Газу ог ЕасШфу ог Еггогз оЁ оЪзегуа0пз пп оп Ве Ме\оа 
ог [леа36 бапагев. Мет. оЁ {Те г, азёг, бое. Рагё Ш, УоГ ХХХИХ 1871—1872. 

3) Записки Имп. акад. наукъ Т. 35. 1887. ‹О двухъ теоремахъ отно- 
сительно взроятностей». 
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мыя въ другихъ отрасляхъ математики. остались, на сколько 
намъ извзетпо. почти незамЪченными вЪ области исчислен1я в%- 
роятностей. Намъ казалось тъиъ боле интореснымь представить 
доказательство способа наименьшихъ квадратовъ по мемуарамъ 
Сапену. Послздюйй изъ этихъ мемуаровъ, который содержалъ 
интересующее пасъ доказательство, приведенъ въ Сошрёез Веп- 
из въ краткомъ извлечени, передающемъ лишь одни резуль- 
таты. Мы старались дать доказательство этихъ результатовъ. 
слздуя нзкоторымъ указанямъ. содержащимея въ предыдущихъ 
мемуарахъ СааеВу. 

Прежде чЬиъ обратиться къ нашему предмету, мы позво- 
ЛиМЪ 680 изложить вкратцЪ содержан1е спора о способЪ наи- 
меньшихЪ квадратовъ. Поводомъ къ нему послужилъ написанный 
Сапеву во врехя пребываня въ Пратв мемуаръ объ интерпо- 
ляцши. СапсВу въ это время занимался теор1ей свЪторазевяния '). 
Для этого изолЪдован1я нужно было разлагать функши въ ряды 
и СааеВу нашелъ сповобъ приближеннаго вычисленя коэффи- 
щентовъ этихъ рядовъ по даннымъ значентяяъ функщи, разла- 
гаемой въ рядъ; что приводилось къ рЬшен!ю линейныхъ урав- 
нений. Мемуаръ, содержащий рВшене этого вопроса, быль ли- 
тографированъ въ сентябрь 1835 года”). ЗатВиъ онъ былъ 
нацечатанъ въ журнал ГлопуШе’а въ 1837 году), впрочемъ 
съ пропускомъ приложен къ свфторазезян1ю *). Восемнадцать 
лътъ спустя Сласпу вернулся къ тому-же предмету и въ 36 
томв Сошрёез Веп4из напечаталъ помфщенную въ отчет» о за- 
сЪлаши 27 Тюня статью: Мбтошге заг Гбуаайоп Ф1соппиез 
6 фегит6ез раг ип ‘отап@ пош0ге @’6апаоплз арргохпиайуез 
Фи ртепиег @естб. Этотъ мемуаръ начинается словами: «Сот- 
ше Га гешатаие М. РГауе. 1а попуеЙе шёбоде @’1щетро]а- 


1) Уз1з0п. Га \1е её 1ез 4гауаах 4е Вагоп Самеву Т. 1. стр. 91. 

2) Уз]з0п. |. с. стр. 31. Также Лоиго. 4е Тлопу. Т. 2. 1837. стр. 198. 
3) Мётойге зиаг 1’ифегро1\а100. Стр. 198—205. 

') Сошрёез Веп4из. Т. 37. стр. 108, 
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Чоп Чие 7а1 4опиб 4атз пп шбтоге Шюостарй16 еп 1835. 
рец те иешетё арр!аибе & Гбуаиаоп 9’Гасоппиез 46$ет- 
11116ез раг пп отап4 пошЬге вап оптз арргохпиаЙуез 4п 
ргеплег Чеот6б». Дальше излагается тотъ-же ©10с0бЪ. что и въ 
предыдущемъ мемуар, но въ другомъ вид, а именно — 0езъ 
связи съ разложентелъ въ ряды. Способъ этотъ состойтъ въ поел? - 
довательномъ исключении неизвзстныхъ изъ линейныхъ уравнений 
слВдующимъ образомъ. ВсявЙ разъ изъ оставшихся неизв етныхъ 
выбирается для исключен1я то, для котораго сумма абсолютныхъ 
величинъ коэффищентовъ вЪ различныхъ уравненяхъ—наиболь- 
шая. ЗатЪмъ. измнивЪ знаки въ уравнен1яхъ. гдз коэффицленты 
этого неизвЪетнаго отрицательны. складываемъ вез уравненя 
измфненной такимъ образомъ системы. РЬшивъ результатъ отно- 
сительно исключаемаго неизвЪетнато, подставляемъ выраженте 
его въ каждое изъ уравненй. Такимъ образомъ получаемъ 
систему такого-же числа уравненй. содержащую одной неизвЪст- 
ной меньше ит. д. Уравнения, которыя служатъ для опредзлен1я 
исключаемыхЪ неизвЪетныхЪ. образуютъ систему. въ которой 
каждое послфдующее уравнене содержитъ одной неизвЪетной 
мепьше и служатъ для опредфления неизвфетныхъ. Въ конц 
мемуара Салеву показываетъ способъ перехода отъ полученныхЪ 
такимъ образомъ значен1й неизвфстныхъ къ тфиъ значенямъ, 
которыя опредзляются, по способу наименьшихъ квадратовъ и 
высказываетъ убЪждене. что результаты двухъ методовъ вообще 


весьма близки между 0600. Этотъ-то мемуаръ и былъ началомъ. 


спора. Добавлене, сдЪланное въ немъ и касающееся способа 
наименьшихъ квадратовъ, вызвано было возрьжетемъ В!епаутб, 
статья которато была напечатана нЪзоколько позже, а именно 
въ отчетв о засВдани 4 Поля (томъ 37). Статья Вепаутб 
носитъ заглав!е ‹ Вешаг(иез зиг ]ез а1гепсех дар @1Нпенею® 
Рицегро]а оп 4е М, Сапету 4е 1& шб Лоде 4ез шо1п4гез сагг6з. 
в (11 аззигел 1а зпрег1ог 6 Че себе шб6Поде». Вотъ начало этого 
мемуара: «Периз дие] ие фетрз, Габет оп 4е р1азтеотз офзегуа- 


Зы 
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фе1г$ 8236 ротф6бе зиг пие шбПоце @’1лфегро]а оп дае М. Салсву а 
ри`И6е еп 1835 её П зе Те ди’оп а16 теоат@6 себе тб ое сет- 
ше ауапф 40614 0е еВозе Фатза]осие апх ауащаооз 4е 1а сте 
пб\ойе 4ез шотп@тгез сагг6з. П зега Кереих. дце 1ез оЪзег- 
уафеитз Ги53е1ф фтошрбз & сеф 6оаг@ раг ве Чи ари 6$ге 4ез 
4еих шб6оЦез, саг еПез Ч1гепф сотр ешенф, её з1 Те рго- 
6646 4е М. Сапепу 16тототе. сошше $016 се 411 5076 4е за 
риипе. 4е Г1ооботепзе шЧизе, ап’И за арротфег ]аздие дапз 
]ез ЧаезНопз ргамаиез, се ргосб@6 п’еп езф раз то1т$ $004 & 
{416 еп сотта@е оп ауес 1е5 ргтострез @и сасп] 4ез ргоЪа- 
5163». ДалЪе авторъ, не оспарявая метода интерполящи 
Сапсву. показываетъ. что множители. при помощи которыхъ 
Сааеву производить исключене неизвЪстныхЪ. отличны отъ 
множителей способа наименьшихъ квадратовъ, Въ концз В1еп- 
ауп1б возражаетъ также противъ соединен1я обоихъ методовт, 
предлагаемато Сапсру. ваходя, что это повело-бы къ удвоеню 
вычислен!й. Въ отвЪтъ на это возражене Салейу помфетилъ 
ВЪ отчетВ о зас фланш 15 Гюля статью подъ заглавтемъ: Мётоте 
Зиг |1 фегро]а1оп ой Ветатдиез зат 1е5 Ветагааез 4е М. 
ЛМез В1епаушб, въ которой приходить къ заключеню. что 
каждый изъ двухъ методовъ имЗетъ свои преимущества и что 
ето методъ, главнымъ образомъ, предназначается для тЪхъ 
случаевЪ, когла чиело нейзвфетныхь напередъ не дано, какъ 
напримЪръ., число коэффищентовъ безконечнаго ряда, которые 
должно удержать. ограничиваяеь извЪстною степенью приближения. 
Не удовлетворяясь однако этимъ. Сапбсву переносить споръ 
отчасти на новый предметъ, а именно на состоятельность мето- 
да наименьшихъ квадратовъ независимо отъ сравнен1я его съ 
другими методами. Именно. вЪ отчетЪ о засфдаюни 25 Голя 
пом шенъ мемуаръ Салейу подъ заглавемъь «баг 1а попуеПе 
шбфоде 1 бегро1а/ от сотрагбе А 1а шб ое 4ез шотагев 
ватгбз. Этотъ мемуаръ заканчивается словами «П е5$ уг дие 
168 са]1е115 4е Гар!асе азхиеп А 1&а ш@Тофе 4ез шошагез 
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сатг6з ппе ргорг16ф6 пиробаще, сеПе 4е Фюпгшит, сотише 
1е тешагаае М. В1епаутб, 1е3 гбзаЦафз 1ез р]из ргоба ев. 
Малз себе ргорг16 6 пе вабязе. сошше ]е ГехрНачетгал 
4апз ип ащте аты@е, ие 3008 сегбаиез 01911018; © 
а|отз шбте ие сез соп@ 101$ 3006 тешрПез, П решб зе 
Галге ие, рошг обфешг 1е3 гбзиа$з 1е5 раз ргофа ев, 1а уоте 
1% раз сопгфе 5016 Че ]от@ге & 1а попуеПе ш6обе, 1а шб- 
{Тоде 4е сотгес Шоп 401$ Гал раг6». Для доказательства этихъ 
утвержденй Саиепу пришлось заняться критическииъ разборомъ 
доказательствъ 6п0боба напменьшихъ квадратовъ. Въ отчетв 
о засфдани 1 Автуста Сапету помфщаетъ мемуаръ подъ загла- 
втемъ : «Мёшоте зипг 1ез соейе1ет{8 Пи аеитв оп тезитефеттв» 
вЪ которомъ изложено. въ иной формВ. преобразовае О1е 816$ 
многократнаго интеграла къ постояннымъ предЪламъ. Именно, 
Салеву пользуется для этой цфли разрывнымъ множителемъ 


са ет 
а \ и 
й] 
—со е), 


который равенъ 1 для значеюнй «, заключающихея между ®' и 
«’', И равенъ нулю для значен1, лежащихъ вн этого проме- 
жутка. Въ конц этого мемуара Сапеву прилатаетъ сказанное 
преобразован1е къ нахождевю вЪроятности, что ошибка средняго 
результата содержится внутри данныхъ предзловъ. ЗатВиъ онъ 
разсматриваетъ подробно частный случай, когда функцля. выра- 
жающая вЪроятность ошибки, имЪетъ видъ, указанный баи8з’омЪ 


К) = Кем 


и для этого частнаго случая приходитъ къ способу наимень. 
шихъ квадратовъ. ВелЪдъ за тВыъ. въ мемуарЪ. напечатанномъ 
въ отчетв о засфданш 8 Августа подЪ затлавтемъ: «Баг 1е5 
г63и14а43 шоуепз ФоБзегуа0тз @е шёше пафиге еф иг 168 
тбзиафз 1ез раз ргофаез»., Сааеву старается рЬшить общий 


чо. = 
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вопроеъ. т. е. изелЪдовать, по скольку 61060бъ наименьшихъ 
квадратовъ даетъ наиболфе вфроятные результаты при произ- 
вольной функши (=). Исходя при этомъ отъ требованя, чтобы 
значеня множителей ^,. ^...../„, обращаюнщля въ шахииот в%- 
роятиость предположен1я, что линейная фунвцтя 


4. -ЕА58 -- сх -^, =, 
отибокъ <. <,....е, заключается между предЪтами + о, не за- 
висзли отъ о, онъ находитъ. что должно 


1 вм 
Е т \. (0050=40 , 
0 
гдз си М суть постоянныя. Случай №=2 приводить къ епо- 
с0бу наименьшихъ квадратовъ. Въ случа -же М==1, получается 


К 7] 1 
Л(®)=—. ——ъ. ГВ =. 
п 1-2 К* С 
Въ этомъ случаЪ наиболзе вЪроятное значен!е не получается 
по способу наимевьшихъ квадратовъ. — Въ то время, какъ 


В1епаушб6 обфщаетъ привести въ защиту результатовъ Гар]асе’а 
вфек1я соображения, Сапсву въ засфданш 16 Августа читаетъ 
мемуаръ «Биг 1& ргорарИИ6 4ез етгеиг$ Чит айесфетф 4ез гб- 
306аф$ шоуепз Фозегуа 05 4е шёше пщиге». въ которомъ, 
продолжая изслфдовантя, изложенныя въ предыдущемъ мемуар$. 
приходить въ концЪ къ такому заключеню: «1а ужепт ]а р1аз 
гора Ме х 4е ГЛлисопппе х реп @Йбтег зепзИМетепф 4е сеПе 
Чи Юпгшф 1а шб6 ое 4ез шош@гез саггбз». Онъ задаетея 
однако вопросомъ, не имЪетъ-ли способъ наименьшихъ квадра- 
товъ препмуществъ передъ другими способами при достаточно 
большомъ числ паблюдей и представляетъ въ томъ-же засЪ- 
даши «Мётоте зиг Та ргорар16 4ез етгепгз 411 айесфеть 1ез 
г6зи аз шоуепз Фип отап@ поште @’озегуа 01$». Между 
тЪиъ. въ отвЪтъ на сомнфн1я., возбуждаемыя изелЪдовантями 
Саиспу, В1епаушб въ засфдаи 29 августа сообщаетъ знаме- 


$ х 
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нитый мемуаръ «Сопз1@6гаНотз & Гарри...›», © которомъ мы 
‚ товорили выше. Въ этомъ мемуар В1епаушё выражаетъ между 
прочииъ убЪждене. что формулы. которыя Сааеву даетъ въ 
предыдущихъ мемуарахъ, могутъ, при надлежащемъ примзненти, 
привести кЪ доказательству ©1060ба наименьшихъ квадратовъ 
при произвольной функщи /(=). Въ отчет о превяхъ. которыя 
имли мото по поводу этого сообщенля. сказано на основани 
возраженя Сапеву слБдующее: «Г’апаузе А Га14е 4е 1аацеПе 
оп ау 6аЪИ 1е3 ргорг16ф6з 4е 1а ш@бТойе 4ез шошатгез 
сатт6з 5’арриуаф заг 4е5 з6т1ез 4опё 1а сопуегсептсе п’езф раз 
6 тошт6е. М. СалеНу а гешр1ас6 себе апаузе раг 4е5 гогши]е5 
ехасфез еф т1хопгеп$ез». Хотя Саперу въ своемъ возраженш 
не отрицалъ возможности доказать методъ наименьшихъ квад- 
ратовъ при помощи выведенныхъ имъ формулъ, однако въ ме- 


< 


муарз: «риг 1а раз отап4е етгепг & сталп@ге дапз ци г6- 


512$ шоуеп, е$ заг [е зубеше 4е афептз Чи! гена себе рав 
отапфе етгепг пп шипит», напечатаномъ въ отчетЪ о томъ- 
же засфданти., онъ пришелъ къ отрицательному рзшен1ю вопро- 
са, даетъ-ли способъ наименьшихь квадратовъ наивЪфрояти®йние 
результаты даже при достаточно больтомъ %. Это мизве оено- 
вано было однако на выводахъ. полученныхъ лишь вел детвуе 
несовершенства формулъ, состоящато въ слишкомъ грубомъ 
приближен!и къ точной формулЪ. При дальнфйшемъ изелЪло- 
вани Сапеву самъ устраняетъ эти несовершенства въ послзднемъ 
менуарв: «Мбшоте зиг 1е5 тбзаЦаб5 шоуепз Фиш 468 отапа 
пошге 4’офзегуа 01$». Этотъ мемуаръ не былъ напечатанъ ий 


О о. АТ Т.1 ААУ 
А ох а А С Ах 
, я ты ДЕН че # РУ : №. 2" 
$ й и“. 7" Й 5+ ем. 3х я 
ь к р } ое > 


въ отчет о засздани 5 Сентября мы находимъ лишь краткое 


извлечен1е изъ него. Этимъ мемуаромъ заканчивается споръ. 
который, какъ мы уже говорили. имЪлъ столь важное значенте 
въ развити теор вЪроятностей. Въ результатВ выяснилось, 
что истина была на сторон В!епаушб, и Самеву не замедлилъ 


въ конц концовъ прти къ ней, подвергнувъ основательному 


соинЪн1ю прежня доказательства и проложивъ новый путь. 


| 
О. 


о РЕ +19 < та Ав % 
кт, я и АМСО Уи. НОА 
. и, 5” Й 2 КЕ ЦА ^ 
- Е #4 5 


%=”> 
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рведенге. 

Прежде чЪзмъ перейти къ доказательству основной теоремы 
способа напменьшихъ квадратовъ. прослЪдимъ главные моменты 
ВвЪ ряду разсужден, составляющихъ это доказательство. 

Вообразимъ систему линейныхъ уравненй 


а На» а.-... + а.==и, й 


; 1 
О _) 


гдз а,,——данныя числа. х— числа, выражаюцщия значентя иско- 
мыхъ величинъ. %—— числа, выражающя точно значеня наблю- 
даемыхъ величинъ. Если величины, выражающ1яся числами 2, 
существуютъ, то система уравнен1й остается справедливой при 
всякомъ числВ 7. Для опредЪленя 2, умножинъ эти уравнения 
соотвфтетвенно на /,, ^.....^, и сложимъ полученные результаты. 
ЗатВиъ выберемъ ^., ^,..../, такъ, чтобы удовлетворить урав- 
ненямъ 


7 В А 
А 1. Ура =о,... Улан о . (2) 
1—1 [= 1—1 


Тотда найденный отъ сложен1я уравненй результатъ обратится въ 


вы $ (3) 


Такимъ образомъ найдется значен!е %,. если будутъ извЪетны 
значення ),. Для опредЪлентя значенй /,. имфемъ уравненя 
(2). число которыхъ—77. Мы предполагаем что 7>>7 й, слф- 
довательно, имЪемъ уравненй больше, чЪмъ неизвветныхЪъ. По- 
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этому вообще существуетъ безконечное множество системъ зна- 
чен1й /,. удовлетворяющихь условтямъ (2) и опред$ляющихЪ 2... 


Если между % уравнеюями есть покрайней мВрЪ 7% независимыхъ, 
то каждая изЪ системъ значенй ^, даетъ одинъ и тотъ-же ре- 
зультатъ—Искомое значен! 2,. Но на самомъ д%л8 = -е», 
гдв /, получается изъ наблюденй. а з, предетавляеть ошибку 
при наблюденти. ВелЪдетвте этого 


1 а т 
1—1 1=1 1—1 


с | 
ГД › К. \,— значение 7., получаемое по этому ©п060бу исклю- 


1—1 


чен1я изъ системы уравнен, даваемой наблюдентями (уравнений, 


вообще несовмфстныхъ), аб, ошибка въ этомъ значени. Ошибка, 


1—1 


остается, конечно, неизвестной намъ, потому что неизвзетны 
ошибки $,, 5.....,. Не сущеетвуеть возможноетя путемъ ана- 
лиза найти наиболЪе близый къ истинз результатъ, Совертенно 
не зная величины в, мы должны допустить, что она можеть 
принимать всевозможныя значеня внутри извЪзетныхъ предзловъ. 
Еели мы предположимъ дальше. что съ каждымъ значенемъ = 
связана опредфленная вЪроятность его существованя, то ока- 
жется возможнымъ найти вЪроятность предположен1я. что ошибка 
= заключается между предзлами —0 и +0. При каждой ве- 
личинф вЪроятности такого предположеюя предЗлы + будутъ 
зависть отъ значен1й ^,. Изъ везхъ системъ значенй /,. удов- 
летворяющихъ уравненямъ (2), можно искать той, для которой 
о имЪетъ наименьшее значенте, т. в. ошибка. отвфчающая опре- 
дЪленной вЪроятности. становится возможно малою. Такой вы- 
боръ будетъ наиболзе выгоднымъ. Однако сдЪлать его безъ 


Зиг 
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дальнзйшихъ прэдположен1И невозможно, ибо въ формулы вхо- 
дитъ совершенно неизвзстная намъ функц1я. выражающая законъ 
въроятностей ошибокъ. Но оказывается, что съ увеличенемъ 
® до 00 вЗроятность предположеня, что ошибка & заключается 
между Фо, приближается все больше и больше къ величинф, 
независящей отъ закона вЪроятностей ошибокъ: 


о 
2] с^ 
2 2 
Ия [И В |. 


0 


п 
т 
гдз с нБкоторое постоянное а Л= › )?. Еели положимъ 
| УЕ 
—=21|/ сл, то выйдетъ. что, выбравъ ю достаточно большиит. 
можемъ съ вЪроятностью сколь угодно близкой къ 


2 
ее. 7 
0 


утверждать. что $ заключается между предЪлами + 21 /сЛ. Но 


я 
эти предЪлы будутъ наиболВе тзеными еслиЛ т. е. У: будетъ 
1—1 
шипит. Итакъ изъ безчисленнаго множества системъ значен1й 
^» удовлетворяющихъ уравнентямъ (2), лучше всего выбрать ту, 
которая доставляетъ функщи этихъ перемВнныхъ Л наимень- 
шую величину. ОпредЪлене такой системы значенй представ- 
ляетъ непосредственное приложенте теори наибольшихъ и нал- 
меньшихъ функтй отъ многихъ перемнныхъ и легко показать, 
что значен1я 2х, получаемыя при помощи такихъ множителей /^. 
суть именно т, которыя получаются по способу наименьшихъ 
квадратовт, 
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Возвратимеля теперь къ вЪроятности предположения. что 
ошибка Е заключается между продЪлами о. Если представим. 
вЪроятность предположен!я, что ошибка наблюденя не превос- 
ходитъ величыны в, ВЪ видъ | 


Е =}= ТО 
©, 
0 
то легко доказать, что вФроятность предположеня, что 
=) 
ВА 1 в, А. г) --.. РА, ый 


заключается между 0. выразится формулой 





2 м 
пая ан <} —: 
т 
0 
ГД | 
Ф(а) = (4) 2755)... а) 
Хх . 
вед = \ але) и, 
4 
а х означаетъ величину. которой не можетъ превосходить нпи- | 
какая ошибка. Вся трудность заключается въ преобразования р 
этого интеграла, дозволяющемъ прослЪдить переходъ къ предзлу 
®==00. Вели предположить, что /(—=)=/(з). то | } 
ьХ 
«а =2\ 4} (=)Созае . 
1) Е 
Разложивъ (С03ае въ рядъ и ограничиваясь двумя’ первыми — 
членами разложен1я. имфемъ | | д 


х х 
Ф(а)= А ‚ 2 (>) 
0 0 





утих в, 
. `` “р 
- А, 
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Но | 2 ви) Де) =1 - 


0 -Х 


ибо предотавлясть вфроятность, что отибка принимаеть одно 

изъ вефхъ тЪхъ значений, кая вообще возможны для нея (0 
Хх 

включенемъ значеня 0). Если обовпачихть \ 4.5/3) чрезъ с, 


0 
то получимъ приближенно 


Ф(а)=1-— са? 
Но 


2 
6 
е  =1—с?4. 


Поэтому приближенно 
2 


Ф(®=е _ И 
ВелЪдетв1е этого 
о 
Поэтому приближенно 
— са А Эта 


9 (+00 
ЕЕ = | е 
п 
0 


и 


что, при номощи извзетной формулы преобразованя. перехо- 
ДИТЪ ВЪ 


о 
2 сл. 
р 2 
р Ме 
И се 


0 


Такимъ образомъ мы приходимъ къ формулВ. приведенной 
выше. Такой переходъ не позвотяетъ дЪлать никакихЪ т0ч- 
ныхъ заключенй, ибо приближенное выражен!е для $(х) будетъ 
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сколь угодно близко къ истинному лишь при достаточно маломъ 
« Между тЪмЪ какъ въ выражени Р, перемЪнное х возрас- 
таетъ до 00. Поэтому, для точнаго изелВдованя Р., приходится 
разбить это выражен!е на два слагаемыхъ: 


0 ы а 
2 ю 2 Ю 
АО Ра 4яФ (а) р 
п а т а 

0 








| 


Теперь можно выбрать 9 достаточно больтимъ, чтобы едЪлать 
второе слагаемое произвольно малымъ. Для доказательства это- 
го утвержденя приходится пользоваться замЪчательнымъ свой- 
ствомъ функшыи $(), по которому 


1—%*(а) 
2—2 
аф*(а) 
при вещественныхъ значеняхъ сх остается больше нЪкоторой 


отличной отъ (0 величины. Посл этого остается заняться пер- 
вой частью т. е. 








2 (°9 ту 
и" & 
0 

Такъ какъ х въ интеграл принимаетъ значеня, непревытаю- 
пя 09, то аргументы функ х, входящихъ въ Ф не превы- 
шаютъ значенй ^,9,).,9....^,9 и, при сколь угодно большомъ 
9, если ^ достаточно малы, мотутъ быть сдфланы достаточно 
малыми для того. чтобы можно было замЪнить Ф(х) чрезъ 


—сЛа? 
е 


ВелЪдетв1е чего нолучитея выраженте 





9 


о ( — са? А ютау 
хе 


0 
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отъ которато легко перейти къ 


2 8 — са?Л Эта 
о (хе 


& 





т, ед А 
потому что функшя е чрезвычайно быстро убываетъ съ 


увеличенемъ я и, велЪдетв1е этого, расширене предзловЪ до 
Со даетъ прибавку сколь угодно малую. 

Итакъ видимъ, что переходъ отъ выражен1я Р къ оконча- 
тельному простому результату раздЪляется на три перехода: 
1) съужеше предЪловъ интегращи, 2) замфна функщи подъ 
знакомъ интеграла, 3) расширене предзловъ интегращи. Для 
выполнен1я перваго изъ этихъ переходовъ необхолимо знан1е 
вышеуказаннаго свойства функи х. Для втораго перехода 
необходимо преобразоване 


(“ —р а 


ее 2 
Ее —, =] м е 
0 


Это преобразован!е. равнымъ образомъ и преобразоване Ои1е1е 
мнотократнаго интеграла къ постояннымъ предфламъ мы предио- 
лагаемъ въ настоящей статьЪ извЪетными !). 





т) Для точнаго обоснован1я поелЪдняго преобразован!я должно изелдо- 
вать возможноеть изм нен1я Порядка ивтегращи въ многократныхъ интегра- 
лахъ еъ безконечными предЪлами. 540]и первый, на сколько намъ извЪетно, 
коснулся этого предмета въ стать; «ПО1е с] е1етай3з1ое Сопуегоепи уоп Ейп- 
еЯопеп пейтегег Уст&и4ег1еВеп 2и 4еп дадагь я егоерсп4еп Сбгепиууег{ еп, 
дазз е1п1ое Цегзе!Беп сопз{фапбеп УУег4Веп з1ер паБегл». Результалы 501и’а мо. 
гутъ быть гаепространены на н®которые случаи неравном%рной сходимости и 
на случай многократныхъ интеграловъ. Этому вопросу мы надЪемея посвя- 
тить особую статью. 
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КЪ твори способа наниеньшихь нвадратовь. 


1. Подъ функшей /(2) мы будемъ разумВть фувкцио, 
обладающую слфдующими свойствами. Для вещественныхъ зна- 
чен!й перемВнной 5. заключающихся въ промежутк —х...-Нх. гдЪ 
х нЪкоторое конечное положительное число, эта функлЛя одно- 
значна, конечна, положительна и амЗетъ для каждаго значеня 
перемвнной опредФленную пройзводную. Для вещественныхъ 
значен1й, лежащихъ вн этого промежутка, /(2)=0. ОСверхъ 
того /(—2)=7(<). 

Изъ допущеня существовантя производной вытекаетъ. что 
функцтя непрерывна и, слВдовательно., интегрируема въ каждомъ 
конечномъ промежуткз !). По той-же причинв будуть интегри- 
руемы ий произведен1я 


7(=)Совае и }(е)=" 
Подъ функщей $(5%) будемъ разумЪть функцио. опредЪ- 


ляемую равенствомъ 


ьх 
$(&) = \ 4=/(=)Оозхе . 


< 
Х 
Такъ какъ /(-е)=/(<), то виа =2 \ бя 
0 
И 


$(-=)==$(2). 


') Би. Сбтапасеп Раг еше Туеоге 4ег Еипеопеп етег уегАпдег- 
1с1еп гееЦеп Стоз:е. ПОешёзев \еатЬе1ф$ уоп ГагофВ пп Зейерр. Бериие 
892. $ 187. 


Е мя 
Ач — 


ВУ НИЯ 





к 
:. 
р 
к. 
= 
р. 
6 
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Легко видфть, что функщя $(1) есть излая трансцендент- 
ная функиля. Въ самомъ дЪлЪ, рядъ 


Е 24=“ 
Л(е)Совле = (в)—5 1) //(е)... 


сходится равномфрно. прй каждомъ данномъ значени 2. для 
всВхъ конечныхъ значенй =. Поэтому можно интегрировать этотъ 
рядъ почленно !). Такимъ образомъ. введя обозначен1я 


ъ К 
Ч. =”"/(=) . 
0 
получимъ 
\е. 
Ф(х)=2 \ 4=/(=)Созле 
0 
2с1 2с 
Ната а 
Но 
- ъх х 
с. \ 4. ге)" зле) ь 
0 0 
т.е 


п 


Е 
Цоэтому коэффиценты ряда. выражающаго (2) будутъ, по аб- 
солютной величин. не больше коэффинлентовъ ряда 


у4 


2с Е с, “|... 


Но этотъ послВдн!И рядъ сходится для веякато конечнаго зна- 
ченшя 2. Поэтому рядъ, выражающий (2), обладаетъ тВиъ-же 





1) 0101. 16. $ 278. 
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свойствомъ, т. е. (5) предетавляетъ цфлую трансцендентную 
функцию. 

2. Переходя къ теор ошибокъ., мы примемъ за исходную 
точку понят!е о вроятности предположен1я. что ошибка наблю- 
денйя заключается между о и = или равна меньшему изъ этихъ 
чиселъ и придадимъ этой взроятности слфдующую форму 


К9= 14) 


[0 


=) = \чыле) при =>>о0 
0 


0 
ие) = \4а/(о) при =<о 


Отсюда вФроятноеть предположеня, что ошибка содержитея 
между аи или равна меньшему изъ нихъ, выражается такъ 


й 
\ еле 

(4 
Въ самомъ дЪлЪ., пусть сначала будетъ 0>>а. Тогда возможны 
случаи: 1) а>>0, 2) а<о. 6>>0. 3) а<3о. 6<5о. Обозначимъ 
черезъ В вЪроятность. что ошибка заключается между аи 0 
или равна меньшему изъ этихъ чиселъ. Тогда въ первомъ случа 


® ([ 6 
Ко) — 42 /(а), НК \ =). 
0 0 


Но. по теорем» о сложенти вЪроятностей, вЪроятность, что ошибка 
равна или больше 0. но меньше 0, равнается сумм вЪроятноети, 


ВВ Ба Зри ТЕХ, 
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что она равна или больше 0, но меньше а и вЪфроятности, что 
она равна или больше а, но меньше 6. т.е. 


ЕЬ)=Еа)- В. 
Отсюла 


Ь 
В=И—На= \ аа с) = 
[87 





(ель 
(1 





Во второмъ случа 
0 Й 
Еа)= \ а5/(«), ЕКВ= \а>/ (а) , 
) 
Ь 
\ло 


С 


Ь 
В= а) ЕФ)— \ @/(а)— 








Въ третьемъ случаъ 
+0 50 
Вад але), ко) 4) 
й | 


.б й 
В=ЕКа)—Е 5) = \ ах (а)= еле 


Га 





Пусть теперь будетъ 0<а. Тогда, по только-что довазанному., 


Цель 
| 


выразить вфроятноеть, что ошибка содержится между аи ф или 
равна меньшему изъ этихъ чиселъ (въ данномъ случаЪ 6). 


Но | 
уе 


СлЪдовательно утвержденте наше всегда справедливо. 














Це) 
р 
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ДалЪе, мы предполагаемъ что никакая ошибка по абсо- 
лютной величин не можеть превосходить х. т. е. что значентя 
отъ —х до х предетавляютъ всевозможныя значеня отибки. 
Согласно 6ъ этямъ мы должны предположить, что 


эХ 

4) =1 , (1) 

—Х 
ибо лЪвая часть представляетъь вЪфроятность, что ошибка содер- 
жится внутри предфловъ +», что достовзрно. Замфтимъ, что 
если функшя 7,(®=) не удовлетворяетъ этому требованию, то 
достаточно взять 

Л(е)=АУ, (е) 
и выбрать К такъ, чтобы услове (1) было удовлетворено. Для 
этого должно быть: 


х 
ваз —=1 
-х 
1 
и. 
\ 45}. (=) 
—х 


Такъ какъ /(—)=/(=). то изъ (1) слЪдуетъ, что 





й 1 
\о= . (2) 
0 
5. Теорема, БЪфролтность. что сумма 
= НА. = +... А,в,„› 
ГДЪ =,.5,...„—_ величины ошибокъ, а Л,,^.....^„—данныя чиела, 
заключается между м +0, выражается формулой 
2 м, 





р и 
ды 


я 

$ 
‹ 
у 
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тд» Ф(а) = (Аа) (\ьа)...9(%\, <). 


Доказательство. ВЪроятность, что ошибка наблюденя 
содержится между е и =: выражается. по 2. такъ: 


‚= (8 
\ а (а \ 
или, при (=>—>0. 
4=7 (= 04). 
гдз 0<50< 1. 


Поэтому вФроятность. что при ® ваблюденяхъ получилиеь отиб- 
ки. заключающияся между в, и в, -| (8,. © И ев, --45.,..в, и 
,-Р =, выразитея. ‘по теопемЪ объ умножени вфроятностей, 
пройзведентемъ | 


(=, +0, Ча, /(=, + 054,).../(=„-Н 09,4, }4=, 4..4. (1) 


Вообразииъ теперь, что каждое изъ чиселъ е, принимаетъ зна- 
чентя, образуюния ариеметическую прогресстю съ разностью 4, 
ий водержацияся между —х и --х. Возьмемъ сумму выраже- 
НИ, полобныхъ (1), распространяя суммоваше на вс значеня 
е, удовлетворяющия услов1ю 


— < А. =, |... в, <. (2) 


Такимъ образомъ получимъ выраженте 


А мт \ | 
а САИ. (а. -Н 0, 4, }/ (=, 9.4, ).../(=„-- 0,4, 4, Ча... , 


представляющее вЪроятность, что ощибки 3,,3.,...з, содержатся 
внутри области, границы которой опред$ляются разематриваемыми 
значешями е,, удовлетворяющими условтю (2). Если перейдемъ 


къ предЪлу, отзВчающему [7% 4,==0, то получимъ вЪфроятность, _ 
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что отибкй удовлетворяютъ уелов!ю (2). Предзлъ этотъ будетъ 


=} | 5 фе,» ды е, )/ (=. ).../(е„), 
тдв интегращя распространяется на вов значеня е,.5.,...6н 


удовлетворяющая условно (2). Ёъ этому интегралу приложимъ 
преобразован!е 011161еф '), основанное на свойетвВ интеграла 


ри о - 
т о. 


водиться къ 1 для значешй з,, для которыхъ 


= -...-Н А, 


заключается между —с и -о; и—къ нулю для значенй. для 


которыхъ это выражене заключается внЪ того-же промежутка. 
Такимъ образомъ получимъ: 


ИЕ й то ый а 991 2 а ее“, ‚з,. 


п 





ЗамЪтивЪ, что /(—)=/(=), и поэтому 


х 
феобваьн 


—й 
находимъ. что 


х х 
\е (в) = еее) Соная о) 
—х -х 


— ыы ———ы—— 


1) См. Меуег. Уоезипоеп @Ъег 41е Туеозе 4ег Без. 1. 55. 174, 175. 


к Инк. >. 44 
ИИ 
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Положивъ 
(а) (%ьа)...2(,а) = Ф(а), 
находимъ 
со : 
уе фо 
И ба 
— 20 
Но Ф(-я)=9(а). 
Поэтому 


Ф(—“)=Ф(а). 
и. слъдовательно. 





со . 
= ааа 
п “ 
0 
4. Теорема. Если < то 


Сс: 


-х 
Ф(х)=е. с: = \ (=. =?/(=) и 
0 


р (= ) 1 
—\2) == са. 
Доказательство. Такъ какъ 


‚ о 
(10зже = 1— 25’ : 


то 
$(1)= 2 Эль (=) (е )— *. (8/(® т у п? 
Но, по 2|(2)} 
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Поэтому‘ будетъ 


к-р) 


Приложивъ теорему 


9=Ио-ЕУ СЕ), оби 
къ функщи 
ФЕ =109(1—®) , 


имземъ 


при услови 


При этомъ 





содержится между [и 1 эт. 6. 


1 
и 
Изъ (3) слЪдуетъ 


26 


(1) 


(2) 


(5) 


(4) 


(5) 


(6) 


_ Чтобы съ помощью равенства (6) преобразовать правую часть 


равенства (1). должно положить 


х .‚ 8 \? 
А е( 2 ван 
0 


и убЪлиться, что условте (4) будетъ при этомъ удовлетворено. 





` 
че нь а ы ы. 
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Такъ какъ /(=)>0 между предзлами интегращи, то ясно, что 
будеть >>0. Съ другой стороны 


х юа ъх 
з ы ЧИ5 . 
фе? зв ) <” \ 4=, =*/(е). 
0 0 


т, е. 
х а 
фе( 2 5т >) кет (7) 
ий 
Но 
х х 
ее ме геи ее) : 
“о 0 
210. 
1 
6—5 


|: 
Кром того дано. что 1. Поэтому 


с 
ст < 


Теперь изъ (7) видно. что услов1е (4) выполняется. Прилагая 
равенетво (6). находимъ изъ (1) 


х 
еле) ( 2 5) . 
Ф(2)=е 0 ы > (8) 


1 
а И И - (9) 
| 1— (452 Зи =) 


0 
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ИмЪя въ виду неравенство (7), положимъ 


.) и ( 2 Зв). = сд” 


Отсюда 
Р_(`. с 
а \ (2 вы") (10) 
а 
Равенство (5) обратится теперь въ 
и 
зе 


гдВ С опредЪляетея равенством (10). Остается изелдовать 6. 
Съ этой цлью обратимся опять къ теорем (2). Полагая 





Е 
и =2 5, 
НАаходимъ 
<; = 
р т =50080 Е 
Отсюда 
8 п. 8 
2 Ат— 5 — = (0$ р 
Поэтому (10) даетъ 
т УЕ | 
= ‚оУебой т". (11) 
0 
Но 
уде<лх и 1х<1. 
Отсюда 
12 хх 
2 > р 





эс. „5 ж. 


ры 2 


ЕР 


ее 


к Роу. Черт ы . ах < 
- . ы = м х - 
А 1 нь ЛЬ 
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и" 
оба эти числа меньше-о. Поэтому 


ры 
1>>00$ р. —> 00$ о, 


Сл довательно 


х х х 
\ «бед \ч= О у =?/(=), 
0 0 0 


г ме 
‚> \ &2/(&) Со — > 6005?” 


() 


р 
Умножая на_ и пользуяеь равенством (11), находимъ 
‚ ах 
р>>6>0005 о 


Принимая же въ соображеше (9), находимъ 


1 
о Е (12) 


= (2 9") 


пт в 
Гакъ какъ 5—5, то С 1-5 (*) 


и, слЪдовательно. 


АЕ ВИ бо. Е 
й Ах =” у к. р Е р: | 
‚ у 3 ь 4 жы Ач | 
а ны . т 
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. ОИ 
Сов?" Е. [= Г (13) 


ДалЪе. изъ (7) слвдуетъ, что. 


тя же \? 
- (=}(=) ( 2 чай" > 1-—с4°. 


РТ 


ТГакъ гакъ с2?<5 1, то 00% части Этого неравенства >>0 и. сл$- 
довательно, | 

1 т, У 
ин (14) 


ви т 
-\ 4еде)(2 2 5" ) 
() 


При помощи (13) и (14) находимъ изъ (12) 
дух \* 
нь р! (;) } 


Б. Теорема. Функция $(2) при вещественныхь значе- 
няхъ х всегда удовлетворяетъь неравенству 


1 
м ОКА Аб 
$ (2)= 1-75 
тд 7>>о И не зависитъ отъ ©. 


Доказательство. Положивъ 


1 а: 
2 (2) = Та) Г 
и обозначвиъ чрезъ х нижюИ предфлъ значений функцуи 4(=), | 


отвЪчающихъ вещественнымъ значенямъ д, находимъ поел$-_ 
довательно 


$2)", 
1-2 (> 1-2? 





А 
=> р 
и ! 
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Отеюда, въ предположени, что 


1-74>0, (2) 


находимъ 
1 
1-24 («)— 1-+тл? 
и, слЗдовательно, 


С т. 
р) ' 


Остается цоказать, что 7>>0; такъ какъ въ такомъ елучаЪ 
условте (2) будетъ также выполнено й теорема будетъ доказана. 
Вопробъ пруводится къ изелВдованю функщи (5). Изъ 
(1) находимъ 
| | . 
Ч. 
И ) 22 (2) 72 
Такъ какъ 
Ф(-=)= $(2), 


и = 


и. слЪдовательно, достаточно предположить, что <х измЪняется 
отъ 0 до 50. Изелвдуемъ сначала 0(5) вблизи значен1я х=0 


то И 


1 
Изъ предыдущей теоремы знаемъ, что при 2. будетъ 


| ——_@с12 м 
Ф(х)=е р. ГД == (=) (3) 
Поэтому 
14 26042 
И)=о» [2 и . 
1 СХ 





| 1 
Но д хз слЗдовательно 5<2 
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Поэтому, изъ (3), 
и, олВдовательно, 
3с Е 
92) >5 при 2<—. 


Изелфдуемъ теперь Ф(2) вблизи х=00. Интегрируя по частамъ, 
находимь изъ равенства 


х 
Ф(2)= 2 (еб 


0 . 
равенство 
о 
Ло утихх -\ =) (=) те 
9) =2 - 
1 
Слздовательно 
Хх 
оС = Эта —2 4 (ие 
0 
Отсюда 


Г). 








24(%)< 23 (х) 2 


0 


Но извЪстно, что если функция интегрируема, то и абсолютная 
величина ея также '). Поэтому правая часть предетавляеть опре- 
дЪленную конечную величину Г, положительную и независящую 


отъ ди 
|2$(%) = Г. 


1) р. 16.5 190. 15. 





о ЗИ ЗОВИ 


поете Кб" ды ож 


Сола. 


ев ышь 


о 29 ара 
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Поэтому 
1 1 


о ры. Ве ТЕЗИЫЯЕ 
120°(х) ЕЕ [2 
И. если предположимъ, что 


>21, 
то будетъ | 
1 1 
а? 21? 
и, слЪдовательно, 
1 1 


7 
(=) — (2) — т >51? : 


Теперь легко показать, что нижюЙ предфлъ 4(2) больше 0. 
Допустимь противное. т. е. допустимъ, что ’=0. По извЪетной 
теорем} ') существуетъ, по крайней м$рЪ, одно значен1е пере- 
иЪнной =. обладающее свойствомъ. что въ сколь угодно 
маломъ промежутк$, заключающемьъ его. могутъ быть найдены 
значеня перемЪнной, для которыхъ 4(5) сколь угодно близка 


1 а 
къ 0. Такое значене х.. должно быть ее и <] 2, ибо ви 


этого промежутка функщя $(5), какъ мы только что доказали, 
остается больше нФкотораго положительнато числа. Такъ какъ 
Ф(х)—пфлая трансцендентная функц1я [1], то внутри разематри- 
ваемато промежутка она можетъ обратиться въ 0 лишь конечное 
число разъ. Сверхъ того каждое изъ значений г. обращающихъ 
$(%) въ 0, можетъ быть выдзлено при помощи промежутка 
ф—1...5-Ей. тдз /А>>о и притомъ такое число, что для воЪхЪ 
значенй внутри этого промежутка 


|2) <:.$) 


1) Оша, 1. е. 5 36. 


И и и А 
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ГДВ данное число. Тогла внутри того-же промежутка будетъ 
1 1 
(=) =? 


и, слЪловательно, значен!е х, не можетъ лежать внутри него. 
Если исключимъ всЪ таке промежутки, то 1, должно лежать 
въ одномъ изъ оставшихся промежутковъ. Но въ каждомъ изъ. 


Я | С. 
ЭТИхЪ И. а вмфотЪ съ ней и %(52) непрерывна. 
ф | 


Поэтому, по извЪетной теорем% '), $(2) должна достигать своего 
нижняго предфла, т. е. должно быть 


4, )= 
9" )=1, 


Ф(%)= 1 


Отсюда 


Если предположить, что $(2,)=1., 10 изъ зависимости 


х 
9(х. )= 1 — ло ( 2 Зато 
у. 


9 в) | (4) 


Если-же предположить, что 


слЪдуетъ. что 


С $(2)=—1 ) 
(лэ( Зи) —2 .. Е 
0 И | 


:) Они. 1. 6, 6 41, ` | | 2 
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Но 


Ао Э(2 Сто уе (2 9" НО 


и, елфдовательно, (5) даетъ 


0 


Итакъ должно выполняться (4) или (6). Но ни то, ни другое 
невозможно въ силу предположенй о функщи /(<)!). Итакъ 
должно быть 7>>о. 


6. Теорема. Еели ^,— наименьшее, а ^— наибольшее 
изъ чиселъ /,.^,,..^„» @ели ® превышаетъ большее изъ чиселъ 


2 
4и 2 ты ‚ а 9 превышаетъ большее изъ чиселъ 
0 
2 Е 
А 
Да “ м9) ` 


` то выражене 
р Ф(а т: 
тУ 


я 


_ можетъ быть замфнено выраженемъ 


ь0 к 
ТА = \ О 3 
п , [и 


причемъ будетъ 


1:09 
РР, 5 де 


1 


1) рш, 1 в. $ 190, 13, 
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| 


ГД% 
1 т^\9? 
Ио 1-- 7^20? 





А=м-Н№-...-НА, . 
Доказательство. Для доказательства этой теоремы нужно 


разсматривать разность 


©’ ©) ь 
Р-Р, = а)" 
п | “ 


Имземъ 


со 
Р-р АЙ 4) 
п и 
9 
ЭДЪСЬ 
Ф(а) = <) (Аьа)...9(1,а) (2) 
Но, по 5, 
1 
За 
Поэтому 





1 
ф ААА 
| (ЕТ + 7^2а2)...(1 а”) | - 


и. 
в" УС?) (1-20) |, 


и! з 
2 ОНИ Е.Н. 8) | 


Чтобы преобразовать правую чаеть послздняго ‘неравенства, 
разсмотримъ выражене 
2 


у 1 ира , 
(= Ч Чи). 





29 о Е 


о Я Ва; Зла ‘ «> в 5 > + 
О оо а о и о а НИЕ 


„8. 
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ИмЪемъ 
пла" — 27 —2 


ка 21(1 ба’) 702 . (4) 





ха =— 


Сравнивая числителя правой части съ выражентемъ 
77\,90?— 27) 20?— 2. 
гдв 9 нЪкоторое число. находимъ тождество 
п\ а 2-— 27592 —2 =), 0*—27)20*—2 


па -— 2) + (\— 22) (2—0?) 4 2та2(\2— =). 


р РА 
Такъ какъ ^,5>\, то при я209, если п>>- =) будемъ имфть 
0 


пт) ?а — 22 — 2—0 
при вевхт, значеняхъ 
=^, 
_ коль скоро 9 будетъ выбрано такъ. чтобы 
ит? 0*— 27) 9`—2>>0, 
2 
ЕЕ 
Итакъ, при перечисленныхъ условтяхъ, будетъ 
(=. 


Поэтому %(&) убываетъ съ возрастамемъ &, пока = не пре- 
восходитъ ^?. Поэтому 


ЖА), , 
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иго. 


1 "ог 1 а р _ ТА, 1 ке 
ОИ од (1-Е ТА а 1-ти 99 Ао). 





Вычитая 00% части этото неравенетва изъ 


1 И 
от Ах), 


Находимъ : 





ат 
9 а) а 5— › [09(1 - *)*°)>_ 
СЕ. 
2 р 
т 2 1-т\№ог _ (6) 





2$ 
Но. при 21>>0. (09(1 и что слфдуетъ изъ того, что 


2% 
функиля (09(1 р. равна 0’прй х=0. а пройзодная 


12 
ея равна (2) 2) .т. е. >>о при х>>0. Примзняя это 





неравенство ко второй части (6), получаемъ 


кА, Ум 
9-ти) — ария о 0’) 


п—2 а? ЛЯ. 
К превр ОЕИС И 
п 2-7 21-т\а 


№ 








ИЛИ с 
а м, ео 
5 од 1-Е тА а а Тай п о9(1-- то) (7) 


(п— 4)7\,’—4 
т 22а Ул, а а-о?) ^^ 





к“ р 2 
авы бора О 5 
АВ ЧЕТ Р,  ЧАЕ ЗР 


оф ьы бно бий Прочие 


ем 
ст 
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Сравнивая числителя правой части съ выраженемъ 


(п—4)”^2 0—4, 


гд8 О9— нЪкоторое число, находимъ тождество 


п— 4)”. Д == ( 7 —4 9. 9’— + 


+ ®— 4 а (1—4 ®— 4 — 60°). 


Откуда, такъ вакъ ^^, видимъ, что, при и>>4 и а 6, 6у- 
детъ всегда 


(и—4 7) —4>0 , 


коль скоро © будетъ выбрано такъ. чтобы 


(п - 4)7\.9’`—4>>0, 


Е 
№ | (и—4 т 
При этомъ условзи права“ часть неравенства ('7) будетъ по- 
ложительна. Поэтому лЪвая часть также будетъ положительна” 
Итакъ, если числа 2% и О удорлетворяютъ условтямъ. указан- 
нымЪ въ теорем. то. при 9209, будетъ: 


Аа 


А о 
ЯЗ 5 ЕЕ о = (Та ) 


‚ Придавая р въ этомъ неравенств значения 1,2... и склады- 


вая полученные результаты, находимъ; 


1 
5 о мог)... 91-Е "Ая > 


АНА ] ие 


Т. ХС’ Зап. Мат. Отд. 16 
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Возвращаясь теперь къ неравенству (3), находймъ, при помощи 
только что пайденнато неравенства, 








т За? 
9 (а > 2 та Га) 
Откудь 
Та 
1 | 21--7\2а? 
МЫ, 22 
(2) > (1-5 ^^ 2)е 
И 
РА оо 
1 ЕО 
0%) тра РВ 
для а->09. Слдовательно, по (1), 
О 
2 (вс й е 2 1-ЕтА?а? 
ЗА А 
Е : 1 7^^а а (8) 


Для преобразоваюшя правой части введемъ новую переминую 
=. Полагая 





а о. 
= 214929? 
Отеюда 
РА 1 | Ааа 
о 


А. 12а (ал) 


{4 24а 1 24а 


Ета Пра о: и 








Е 


ое Явы. т за 
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Поэтому 
ТА? 
и - (1-9): ^ 
1-7) ?а? У. Г 
В “Ао 
24% ое. 6 (9) 
С 1-72? . Е. 
При а>о и 4%>>0 имфемъ 
4—0. 
1 “Ла? 





Поэтому $, т. е. возрастаетъ вуВотЪ съ д и, слз- 


2 142? ° 
довательно, при «>0 
фо Аа 10? 
2 1417) 2 14779? 





\/ 





| \ 








т. е. 
=> 
и. слздовательно. 
ый 1 
= =. 
Поэтому (9) даетъ 
о Авь 
О 
& 1-Е 7^2а? — $ 


ПредЪламъ 9 и 20 отвЪчаютъ предфлы 


и: 
Я и 5 


Поэтому (8) даетъ 


А 
2 1 7 —& 
Р-Р 5 
ы | 
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Интегралъ. входящ1й вЪ правую часть неравенства, равенъ 


Л 





ис 


е © 


| —% 
и, поэтому. меныие, чъуъ е . Итакъ 


5 


аа виа 


1 
[512 


Р-Р 
Теорема 
1 теорема, Если 9—5. ‚ то Р, можно замфнать. 


выражентемъ 


ав - 
т й 





2 Е Ла 


( 


` 
Акад сабъьдаливь зы: 


{. 


АУ, Скок. Ао 


причемъ будетъ 


рр 23 213, “(> +/+ 9% 148) 
| У реежьай ` 
и" 


гдВ / означаетъ большее изъ чиселъ 
1 сл 04 
—6^^20%.2 ттт 
4 1-—5^ 26? 

е —1 и 1-е т 


РЕ, ЗИ 


КОРЕИ ТЕ Ч 


| 
‚| 
[| 


Доказательство. Мы должпы изслфдовать разность 
ры (о о 


СЪ этой пЪлью представииъ Ф(я) въ формЪ показательной 
функщи. Мы видЪли. что 


— сЛа? 





Юта (1) 
р 


——@ са? 
$(“) ЕЕ ) 
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ГД 





ах ) | 1 
(2) Зы 
1 
при услови <. Отсюда 


м О. 
—(=.^, -|- ... Е С“ 


(а) ==, 4) (1.9)...9 (а) =е 








при условии Г -у=1. 2,....0. Эго послвднее усло- 
в1е будетъ выполнено, если к т“ - (2) 
Положимъ теперь 
Но: Но^, = 04 +...) =СА. 
Число г будетъь среднимъ между числами о 'Гогла 0бу- 
демъ УВ ТЬ 
с (3) 

Такъ какъ 

а 1 

р } о 


и. ТАКЪ какъ, но причин )>),, имЪемъ 


т Г Е ( и 
о. 


то будетъ и подавно 


< 


ыы | 1 
1—- а. << 1 


0:0 
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Поэтому 





р (= | | 1 к 
т 2 —<7 — СА? а? 


Введемъ вмЪето / число 6=1— =. Вычитая предыдущия не- 
равенства изъ 1. найдемъ 


а ааераме 
Е. (4) 

— ох 
Составимъ теперь разность Ф( я) —е ‚ входящую ВЪ вы- 


ражен1е (1). На овновани (3) имЪемъ: 


ела оао“ 
ФС) —е Ее —6 


ИЛИ 
а 2 Ре з 72 р э 2 
Ф(а) о сЛа 2 сАа а 1). (5) 


Возьмемь число 09. удовлетворяющее условию 


1 


Ах 





9=— ` 
Тогда для велкого «< 09 будетъ вылолнено условте (2) и, слЪ- 
довательно. будутъ справедливы всЪ иредыдущля Е 
ЛЪвая часть неравенства (4) равна | 


1 


1 1— с\?а? 


и, сльдовательно. убываетъ съ увеличенемъ я; а правая часть 
того-же перавенства возрастаеть съ увеличешемъ о. Поэтому 


при 209 будетъ 
20? (0х? | 
те). 


ь—„ ——девиеИиыю 


бы 
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Предположинъ сначала, что 0>>0. Изъ предыдущаго нера- 


венства имемъ 
- Е 
и АЕ 


1 
^ „А 204.2 
дсА^. 9%» 


теюда, такъ какъ х20, 
ОсАа 
е 


Поэтому 


1 
—СА)^ 2042 
© о Д 
. ее м (7) 


Пусть теперь будетъ 6<50. Тогда, но (6), имземъ 


т 2о- 
Е 24908 
62210“ 
Отеюда, такъ какъ х<09, будетъ — 06а < саба. 
Поэтому 
И Ы 
сАа”. 1—0)? 
Откуда 
с ААб 
дса? —1а 
О (8) 


Сопоставляя неравенства (7) и (8) и вбпомвивь значен1е /, 
находимъ 
осла? 


—1 <. 





Поэтому изъ (5) находимъ 


не (9) 
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Обращаясь теперь къ равенству (1), находимъ 


—сла? №7170 


Ф(а) —е 














А) 


ва ( 

| | А Е и 
т, 

СлЪдовательно, по (9), 


У 
а Зо АьС Аа? 
Р А 6 
— 
0 


№1122] 
о 





-ЕСАЯ 
или. ТАКЪ Какъ 6 пн 


— 


эх 
|Р, -Р и 


() 


вто 


90 


(10) 








бил 
Остается изслВдовать а - Разложивъ это выражен1е въ сте- 


ненной рядъ, видимъ. что первые члены разложения совнадаютъ 
съ первыми членами разложеня функции 


1 
нэ 


Точное сравнен1е этихъ функц!Й показываетъ, что 














(Т. 





т о 


Докажем это неравенство. Для этого будемъ различать два  — 


случая: 1) д<пи 3) лот. Раземотримъ первый случай. _ 
Непосредетвенно видно, что (11) справедливо при 2=0й &=т.. 
Поэтому будемъ предполагать, что о<а<Зт. Доказывавмое 
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2 2 


х 7 
неравенство можетъ быть написано таь > 1-5? о 
^ 


Ф(<)>>0, если положимъ 


2? 452 


ака ав 
Отсюда 


ЗАТ За, р ч* асе: 
-1'(л) = ЗАлд— УтЗх— 35Созх. 
т 


2х 





ИЮсли докажемъ, что правая часть >>0. то отеюда будетъ слЪ- 
довать, что ф'(х)>>о, т. в. 44) возрастаетъ. Такъ какъ 
Ф(0)==0. то будетъ 

(х)>о. 


Поэтому вопросъ приводится къ доказательству неравенства 
З5 — Эт —34005%>0. 


Въ справедливости-же этого неравенства убЪждаемся. зам тивъ, 
что лЬвая часть его равна о при х==0 и возрастаеть съ 
возрастантемъ х отъ о до м, потому что произволная ея равна 


Зотях — 511200$<] 
ИЛИ 


3 
5 а] 2 —00 2з | 


и остается положительной для 2<Ст. Итакъ неравенство (11) 
справедливо при х<т. Остается доказать его для х>>т. 94- 
МВтТивВЪ, что 
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видимъ, что достаточно будетъ доказать справедливость не- 





равенства 
1 1 
_ 12 з 
Е 








РазрЪиая это неравенство. находимъ, что оно будетъ выпол- 
нено, если 


Такъ какъ 





т07, ДЛ дк, доказываемое неравенство будетъ справедливо. 
Итакъ неравенство (11) справедливо. Поэтому изъ (10) находимъ 


ИЛИ, Ттакъ какъ правая часть равна 


95 


Г 
24/3 1 


( ————— 





У К" 





213 6% Гб 
о. муз а 


> 


а 


у вы 
в Зо к» 


о БРА 


г 


Л И Я 
а к 
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49 
З. Теорема. Выражене Р, можно замЪнить выражен1емъ 
о 
2]/с^ 
2 а 
РЁ р ое : 
©. 
0 
причемъ будетъ 
-—сл0? 


Ведет 
Доказательство. Во первыхъ замВтимъ, что, по извЪет- 


ному преобразовантю, 








о 
Е со 
ь 2УсА 
2 м 
ОВ. —-ал0 и, 
= Че == \Дае маю, 
т я тя 
0 () 
Поэтому 
со . 
2 — сЛа?отао 
т & 
9 
ИЛИ 
Ра А. асе в ела ба 
псАе 0:2 
0 
— сАа? 
=: 51 А )-- Вто - 
ксА 


р м 
Отсюда, такъ какъ Е Ва. и | < 1 


1 (0 - 
р Рода аще А 
©) 











ое ЕЕ пс л0?_ 










| Е 15, а =. ... т С 
содержится между предфлами т о то 
| И) са 
#00 : Их 
при условли, что числа = ее я г. Рай 
А, рез, | А. й | 
| вольное число и: 


= 24| сА, - 
то для выражешй : Я Е м. 


а Ат! . 
Уз Е И р. зов 


Е — 
в а. ааа, Г 


Я Е № | 2 (9) АО И ^ 
- | > Г - Ре чае . | Ата сА 52 








ы — 

5». = 
ку „= 
с \ = 2 С 
> Е. < .- —‹ ^ 
ря 





и С бер оон а 
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найдемъ неравенства 


Ре — =. 


3 





[РУЗ (20УсА |, 40%еА 
1 АЕ се (-у=- +] Е 
3 


—©л0* 


рр 
псл6? 








Ре ТакЪ какъ 


у те НР Ее РТР), 














2 (= а: Е - 
ы Чае А [09 у И 
у= в 1} п и 
в 6А 09? 
дел? (1) 


При этомъ должны выполняться слЪдующия условля 


п—>4. п 2; 
22) у) 











Е 
о | (3) 
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Второе. третье и четвертое изъ неравенствъ (2) можно напи- 
сать такъ 


п\ \? У 2” 
= ера 


7 








21» 


ем) 


Но произведенмя и) и И/, заключаются между Ги [, и потому 
эти неравенства будутъ выполнены, если возьмемъ 


УР 2 2 
и 9 у Ки 


те = : ") Пу "(—*) 


Если выберемъ 7% такъ. чтобы, сверхЪъ того, было 


к о 
ек >> ы о. 


70 




















для чего должно быть 


од Т2 
п> в и и>8 


то предыдуштя неравенства для 9 будутъ выполнены. если будетъ 


22% 
И. 


Итакъ виЪфето условй (2) имфемъ 


41,2 22 
1—8. п>—, 9—> 9— и. п. и" 





пи 





Что-же касается условя (3), то его можно написать такъ 





орально 
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7 
ие и, слЪдовательно, оно будетъ выполнено, если взять 


т 
В. 
т 
Чтобы это неравенство было совместно еъ предыдущимъ. чеобхо- 
ДИМО ВЗЯТЬ 
8х2 [2 
ВРУТ 


Итакъ, условля существованля неравенства (1) будутъ выпол- 
нены, еспи 7 будетъ превышать большее изъ чиселъ 


ДТ: Вх [2 
а р а з 
<. [2 з 7 ( ) 
и если будетъ 
2] 2 АЙ 
ЕЯ 9 и 
[| 7 — < (6) 


Разсматривая вторую часть неравенства (1) и принявъ въ со- 
ображенте значеше чиселъ 3 и /, видимъ, что выраженя, ее 
составляющия. завиеятъ отъ трехъ произведенй: 


9 19 и лО*. 


Цля этихъ произведений. замЪтивЪ. что |^,| содержится межд 
Я ы й 


[ р ВВЕЛ. 
и солЪдовательно Л— между а, имЪемъ: 





( 
| 18 
5 
р ) <<! (—) 
у) 2 р) 2 





4 9 , р —\4 0 
[ Е ЛО |. 
п“ \ 


-” -\“ а р у ЗЧ Ен ДИС в? ть Мб. + р 
а АЕ О сы ое = НИТ ОТ 
Е = \ \ { " В гк а 
, у мысу а Зи. т РР 
. № и рак у = = о \ 
3 . . \. - ` - "= ы 
; ЗФ». > Г э я = 
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Отсюда видно. что достаточно выбрать © безконечно большамъ 
ня 9 | ь 
оп виже т) наприн®рь 9== =“ 
чтобы съ возрастанцень 1% постоянно выполнялись условтя в) 
п (6). п было 

пд =о ит — 05, ИТ Ао. 


72—00 вые] 72 =—5о 


вмЬеть съ п ‘порядка выше 


ВелЪдетв1е чего будеть 


ит = 00 


По 


[т не? еА сА ео и. 


и—==6о 
п, слВдовательно, на основанш (1). 
гы 


НЫ ыы Е : 


19. Переходя къ 6©1060бу наименыпихъ квадратовъ, раз- 
омотримт, 


в=Аи в, + Ав. + к -Н^,е, 5 


линейную функцию отшибокъ с. в... :,. 


Но предыдущей теоремЪ, вЪроятность, что & содержится — 


между предЗлами +.2#|/ СА, имВетъ пред ломъ при =. 


Такъ какъ 
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то, при данномъ 9, можно взать Е на столько большимъ, чтобы 
У Нави О 
ИХ г —. (2) 


Даль, какому бы закону ни слфдовали числа Х, можно, при 
выбранномъ {. найти такое М, что при д>М будетъ 


[ 


2 2 6 
Р— Т и г: — (3) 
Тотда, такъ какъ 
1— Р= А —(®—- \ (о г) . 
ра И И 0 
будетъ 
[ [ 
2 
1 Р< 1 дав" + Рае : 
са ь 
т. е., на основании (3) и (3), 
4 
ИЛИ 
РН (4) 


Отеюда видим" возможность выбрать 7% столь большимъ, что- 
бы можно было утверждать съ вЪроятностью. превышающей дан- 
ное число. что $ заключается между предзлами + 21 сл. Такъ 


какъ ИтА==0, то можно найти такое число №, чтобы 
#—=00 


при >> №’ было 
21, 


Т. ХГУ Зап. Мат. Отд. 17 
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тд у данное число; т. е.. выбравъ 7 достаточно большимт, 
можемъ съ вЪроятностью, превосходящей данное число. утвер- 
ждать, что = содержится въ сколь угодно тЪеныхъ предЪлахтъ. 
Это справедливо при вслкомъ законз. которому слфдуютъ числа 


А. Л 


13-2: 


ый 
величин онф содержались между А Но ебли эти. числа 
выбраны такъ, что, при. всякомъ и. доставляютъ функии д 
пиоппаш. т0, утверждая съ вЪроятностью, превосходящей даты 


> 


ное число. что 1 содержится между предфлами + 2 с ‚ МЫ 
будемъ имЪть возможно тзеные предЪзлы. Такой выборъ вообще 
считаемъ найболзе выгоднымъ. 


11. Возьмемъ теперь систему уравненй 





ч.2, ал, .... = а, „2—1 
ИСИ © 

гдз а,-—данныя числа; 2,%,,....2„—Искомыя числа; #1,0,,.. 
..0,—чиела, точно выражаюния наблюдаемыя величины. Для 
опредзленя 2, умножимъ каждое уравнен1е нашей системы на 


соотвЪтетвующаго ему множителя /\,„, и сложимъ полученные 
результаты. Такямъ образомъ найдемъ я 


п т т п , 
т о ©, ъ\ % 
та, р а 22а, Аа ... т та, -Е ... 2, т ли 


= . 


{1 


Выберемъ сомножителей \ такъ, чтобы 


п п 


И Е 
2 5 ”. о 
ОА ба о =оЪ\а ).,=1 Е 
> Я ы И р ‘рр а А О 


п 


АО: (2) 
о Р 


.^, пря возрастати и до ©, лишь бы но абсолютной 


(1). 
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Гогда прелыдущее уравненте сбратитея въ 
1 
и —- 1} ‹ 
и А г (5) 


Юсли искомыя числа 2, Х....2, выражаютъ существуюния ве- 
личины. то уравнентя (1) совузетны при всякомъ и. Вторыя 
части этихъ уравненй, однако. неизвЪетны намъ. ибо изъ на- 
блюденй мы получаемъ, вуЪсто точныхъ значений #,. 6.....%,) 
значетя ©, 9». е,„. бодержащя ошибки в, &..... 8, 
такъ что вообще == ве. Сообразно съ этимъ истинное 
значенте 2, по (3). будетъ 


п п 
ХА, ЮР Ул, 121 
[= 1—1 
ИЛИ 


гу лы "г 
=, 3», 


тд 
ие р 
ЧЕ ры ел, 15 Е. -— Уре, . 
= 1—= 
ЭдЪеь $, предотавляетъ ошибку, происходящую волЪдетве тото, 


что вмЪето истиннаго рфшеня 2„ мы беремъ рЪшене 


=) 
У, ОА 1 * 


получаемое по нашему способу исключенйя изъ неточныхъ урав- 
нен!й. Ошибка въ числв 2х, предотавляетъ. какъ видамъ, ли- 
нейную функцию ошибокъ въ наблюдаемыхъ величинахъ. От- 
. сюда, по 10, видно, что наивыгоднЪйшимь выборомъ множи- 
елей ^ буде?ъ тотъ., при которомъ, для веякого 2. будетъ 


п 
А; = УЛ, = ПН. 


1—1 
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Множители \ опредЪляются уравнонями (3), число которыхъ 
т. по предположеню, меньше числа немзвЪетвыхъ Аул, Ал. . 

.\„. Поэтому системъ мпожителей, выполняющих исключе- 
не вовхъ 2, кромф 2, т. е. дающихъ равенство (3), бу- 
детъ безконечно много. Среди этихъ системъ зпаченй, должно 
найти ту, которая доставляеть функши Л, шииааи. Для 
этого, по правиламъ ученя о наибольнихь и наименьшихъ функ: 
ШИ, должно разематривать. вмфсто функши Л„, функцию 


т п 1 
в. $. ы 
9 =Л,— 241 аа Кьи и а (ам —,)— К Е ние 
1—1 [—1 И) 
д . 
И) 
‘ 1 
.’ ‚24, и А (4) 
1 
ИЛИ 
И 2 в. 
24 ея Ол ео -— Ч рр Ч, ря ра 
= 7% 
‚о ‚она. Й 
ГДЗ @,1. @,›.....@,„ — Неопредвленные множители; и искать 
ея штпиаш. Уравнивая нулю частныя нроизводныя этой функ- 
щи по перемённымЪ /^,1. /,э,....^,„. Находимъ уравненя 
=, -Н АНА бб & (5) 


[—1,2,, п. 


котарыя вЪ соединении со (3) даютъ систему -- ж% уравненй, 
изъ которыхъ, вообще говоря, найдется ®-эи количествъ ^ и 
«Чтобы убдиться, что найденная такимъ образомъ система 
значенй дЪйствительно доетавляеть функши Л, шшииам, на-. 
ХОДИМЪ | ы 


9, =2У4 я и. 
1—1 
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Отеюда видно, что всегда ФО, >>0. Поэтому найденная система 
значенй доставляетъ функши ®, шшиииш при небграначенномъ 
изивнени перемвнныхь Арль Ал. -..^Арм’ ИЗЪ опредвленя по- 
нятя ишпаш слздуетъ, что эта система будетъ доставлять 
шпитшиш той-же функти, если ограничиться лишь тЪми зна- 
четяхи перемнныхъ. для которыхъ выполняются услов1я (2). 
Но для этихъ значений 9, какъ видно изъ (4), обращается 
въ Л,. Слфдовательно, для найденной системы значенй, функ- 
щя Л, будетъь имЪть дЪИствительно шшииаи по отношеню ко 
воъиъ значеняяъ перемфнныхЪ. удовлетворяющимъ условтямъ (2). 

Умножимь теперь равенства (3) соотвфтотвенно на 27, 
@. ...Ф,„ И, сложивъ почленно. замнимъ во второй части 


&, его выраженемт 


в 

— 
>> УХ . 
1—1 


Перенеся воз члены въ одну часть уравнентя. найдемъ окон- 
чательно 


И? 
УКала-Н аа. - нев На, „®,— А = 


{== 


или, по (5). 
п 


У (а, аа Е ы ии) (ана, оба а а „бт )==0, 


1. 
Тоже. 


п 


Не, Е ге ат 2 ая ТАН м т и— © Лат =: 
1—1 


. : 
“, У(ал д, -- а, › д.-|- ета На, п бт 01) -|- 
В 


° 
- ® 
® ® 
° о 
п 


ЧУ (ал, На» а.- ..., На» ах „— 0 )а,,=0 . 
Е ; 


Сл ОН 
я. ча 2 , - 


тя 
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Гав!я уравнешя получаются при 7 =1.2.3,....т. Такимъ 
образомъ получается система однородныхъ уравненй, въ кото- 
рой перемнными будутъ служить разлачныя суммы 


й 
(аи с Е Бом На," ее а, 
1 


[ре 


ь коэффиптентами—чиела ©;,. Ноэтому, осли опред литель_ 


ти 


© 
ВАХ ыы (1 192 › Ее. О т Я 
то всЪ вышеуказанныя Суммы Должны приводить СЯ КЪ нулю. 


т. е. должно быть 


п 
У(а,я.- фе льк -|- И е"РИ ‚ат =0, 


= 


(6) 


Ха т +....-На„Я„— 0 аи=о. 
Отсюда видимъ, что для опредЪленя значенй 2., 2...... Фи. 
должно поступить слЗдующимъ образомъ. Важлое изъ данныхъ 
уравненй умножить на коэффишенть въ немъ при 2: и 0ло- 
жить полученныя уравнен1я; затЪмъ, каждое изъ данныхъ урав- 
нен!й умножить на коэффищенть въ немъ при х, и сложить. 
полученныя уравненя; и т. д. до х, включительно. Тавимъ 
образомъ получится т уравненй, изъ которыхъ опредФлятея 
21. 9.. 2......2„. Итавъ приходимъ къ тому сочетанто линей- 
ныхЪъ уравнен!. которое, подъ именемь с100ба напменьшихъ 
квалратовъ. было опубликовано Геоеп@те’омъ въ 1806 году *). 


Г) Моцуе Иез М&\о4ез ропг 1а аб {египта оп 4ез огЬ1фез 4ез е0т6%ез; 
пуее ип зирр\6тепё сошепаю& @1уегз регЁееоппетепз Це сез тб о4ез её. 
ег аррИеа0п аах Ч4еах сотёбез 4е 1805. А Рагз. Апибе 1806. рае. 72— 

30. Аррепа1ее. Заг 1а М@ло4е 4ез по1тагез Чиагг6з,—6 шагз 1805, 


. $“ -я в СЯ 


зав я ма 5 93 аи 
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Система уразнеюй. къ которой мы пришли, разр шима. 
если опредЪлитель ея 


п 


п 
аи и к озо Уд, 11, т 
> 


| 
5 : к 1 


р У 2 У А У 20 т 


У! | = 


| 





Уа, п, по т... е. а 
= 


1—1 


неравенъ нулю. Займемся теперь изслЪдованемъ опред®лителей 
р и А. Что касается перваго изъ ‘нихЪ, то. взглянувЪ внима- 
тельно. замЪтимъ, что. по теорем Сапепу, 


Е 


13 


в=У' а 





: а 14 в зи 


та * 7%% 


тд суммоване распространяется на всевозможныя сочетаня 
[. 1[,...., изъ чиселъь 1, 2..,.. т. Отсюда вино, что Г 
только тогда можетъ быть равенъ нулю. когда между линей- 
ными функшями, образующими лфвыя части уравнеюмй (1). 
нфтъ ни одной системы 2 независимыхъ функий. Въ этомъ 
случаЪ, если-бы намъ были извфетны даже точныя значентя 
наблюдаемых величинъ. данная система уравнешй была-бы 
недостаточной ДлЯ нахождентя неизвЪзетныхъ. Мы предположимъ. 
напротивъ того, что ни одинъ изъ опредзлителей 


и, л @1 9 6. - Чт 


2 


Ф 


`“- (Ц а 1 „2 А ИГ 1 т 


‚ не равенъ нулю. При каждомъ ю существуеть между ними 


наименьний по абсолюзной величияЪ, Юели обозначииъ нижний 
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предЪль его абсолютной величины, при возрастати % до 00, 
чрезъ 9, то можеть быть 0д>>0 или 94=0. Мы предположимъ. 
что />0. Тогда, принавъ въ соображене число членовъ фор- 
мулы. выражающей /), и Что 


п("—1).. 1 р 
= р 





(7) 


Этимъ неравенетвомъ воспользуемся дальше. ДО изслздовантя 


А внесвмъ выражены (5) въ уравнешя (2). Такимъ образомъ 
получимъ систему уравненй. опредфляющихъ 


“ “ “ 


р,1^ еже т 


т 
9. уе 1 - % ‚у. И о, 2 РЕ а Е Я Уала. = 
р 


т 


п 
а Уала, + «У, -- И т аа = 0. 
1—1 = 1—1 


(8) 

т 

Ч, Уа рай, 1 + Ч, а, р С, 2 -- ... -- Я рт У 
1 


1—1! А 


р 
Ч, м, п Ч, и Ч, Ум, т. Дек =} С рт Убита 0. 

ры 1—1 
Откуда видимъ. что опредзлитель этой системы также равепъ 
12. Изъ этой системы уравнеюй находймъ 


Е . (9) 
т 

гдЪ /),, — частный опредвлитель опредЪфлителя 1). Отеюда 
опредзлитель с 


р% а Ри ет т 
пя Е ‚ . 
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Но, по извфетной теорем, 
о я В. вк: В". 


Поэтому 
1 
А И $ 


Отсюда видно. что Ао. 


Остается изелЪдовать измфненл ^, съ возраетанемъ 
до СО. Положивъ 


9 

ы 
Хань = т. й (10) 
ГЫ 

будемъ имЪть 
А; г... Е 
У — и” : — 0” Е, 
А < .ь а 
—1 
Ва" Ёрл 3 


тд Ё,., — частный опредзлитель опрелфлителя №. Отсюда, 


по (9).. 


т 
Е 
Поэтому. на основан (5), 
) ве | ал, - а Е -|- о зе -- а», (11) 
ОМ И 


Далфе, при помощи (7), замЪтивЪ, что 
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находимъ | | 
(1-5) (1... а. 
Е> О ат в. 


Поэтому. и подавно, 


__ (1) (1—5)... 9—2), 
м рот м 


2 


02 
Е (12) 
7% 
ДалЪе предположимъ, что коэффищенты а, остаются конеч- 


ными съ возрастанемъь % до 00, т. е. 
С < а ) 


тдВ а — нЪкоторое копечное число. Тогда будетъ, по (10). 


Ал а э 


ОпредЪлитель №. по абсолютной величин, меньше того вы- 
ражетя. котороз получится, если каждый членъ опредлителя 
замзнить его абсолютной величиной ий вс полученныя вели- 
чины сложить. Поэтому | №,,| не превосходить нЪкоторой не- 
завислюей отъ 9 величины. Отсюда, принявъ въ соображенте 


неравенство (12), заключаемъ, на овновантя (11), что |^,„. | так- 





р 
0 по превосходить —› гдЪ 0—нЪкоторое независящее отъ 2 


число, Поэтому ^ 


„г будуть числами, безконечно малыми вообще _ 


1 | 
того-же порядка, что и при безконечно возрастающемъ #2. 
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ЗАМЪЧАНИЕ. 


Въ 1-ой части этой работы (ХГУ томъ Записокъ) въ Ш 
математическомъ приложенти на 65 стр. формулы ХГУ ошибочны. 
ВмЪсто указаныхъ тамъ выраженй должно стоять: 





х Хх Е. 
Е Е п (2®—1). (2®- 1) 
ея 
И. 
(2—1 ).(3*-+ 1} 
ПОТОИЪ ; 
Вы ат и 1, 


Ха о пд, тт 


Однако эта ошибка ничуть не вмяетъ на дальнЪйний ходъ 
доказательства такъ, что высказанная подъ конецъ приложенля 
теорема вполнЪз справедлива. 


Въ настоящей второй части моей работы въ Ш глав я 
повторяю иные результаты, изложенные уже въ 1-ой чат. Я 
это дВлаю потому. что желаю второй части, составляющей н%- 
которое примЪнене теори вЪкового охлажденя къ вопросу об- 
разованя материковъ, придать видЪ зэконченнаго пфлато. 

М. П. Рудеки. 


ГЛАВА Г. 


Арати очеркъ истори вопроса. Новъйшя теор!и. 

Уже древн!е географы знали, что очертания материковъ, 
уровень моря и т. д. не абсолютно постоянны. Иные. какъ 
н. п. Страбонъ задавались вопросомъ, какимъ образомъ про- 
исходятъ измфненя рельефа земли. Страбонъ 1) полаталъ, что 
измЪнентя уровня морей и перем щенйя береговой лини вызы- 
ваются движенлями твердыхъ частей земли. Море играетъ пас- 
сивную роль. Страбону казэлось. что материки мало способны 
къ измзненямъ. за то морское дно можеть подниматься и опу- 
скаться. Поднят!е дна сопровождается выступленемъ моря изъ 
береговъ и сокращенемъ поверхности суши, опускане дна вле- 
четъ за с0б0ю противуположные результаты. 

У н$которыхъ средневзковыхЪ авторовъ встрфчаемъ мн?- 
не очевидно тфено связанное съ вЪрой въ чрезвычайное вл1я- 
не звЪздЪ на жизнь и на челов ческую судьбу. столь распро- 
странепной въ это время. Ристоро д’Ареццо ?) и Данте ду- 
мали. что суша сама по себЪ не можетъ ни подниматься ни 
опускаться; но звфзды дЪйствуютъ на пес или такимъ-же обра- 
зомъ, какъ магнитъ, или, вызывая внутри земли образоване да- 
ващихъ вверхъ паровъ, притяженемъ своимъ подымаютъ горы 
и возвышенвости. Такимъ образомъ здЪсь рядомъ съ представ- 


1) СЬ. Гуе|. Сезерлев4е ег Котёзе Вт! е дег бео1ооле. ОЪегз. у. Наг{- 
шапп. Уетаг 1842 г. стр. 33. 

*) Биез5. Ап 4ег Ег4е Ш томъ. У еп 1888 г. 9 стр. 

Т. ХУ Зап. Млт. О д. 
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ленемъь о дЪйств1и звЪздъ ветр®чаемъ указаюя на реакшю 
вулканических силЪ. 

Плутовиеты ХУШ и ХГХ стольмя, какъ Гудтонъ и 
Плейфэръ. а потомъ Бухъ и Гумбольть объясняли преобразо- 
ван1я рельефа земли воздЪИйствемъ вулканическихъь силъ. Но 
эта теорля зародилась въ Италш, тдЪ раньше Гуттона вотр?- 
чаемъ настоящаго вулканиста въ лицЪ Лаццаро Моро. Монахъ 
Дженерелли ') въ докладЪ, читанномъ въ 1749 г. въ Вэе- 
монской Академи Наукъ утверждалъ. что вулканическая силы 
могутъ поднимать не только отдЪфльныя горы, но даже цфлые 
материки. т 
Рядомъ съ теойями вулканистовъ въ ХУПТ етолЪтт 
вотрзчаемъ и другя. По инфно Демалье 2) поверхность земли 
была искони неровпая, по первопачально была вся покрыта 
водою. Материки образовались благодаря постепенному отступ- 
лен1ю моря, 

Любопытную, но фантастическую теорю предлагалъ въ 
1799 г. Бертранъ 3). Вяутри земли находится полость, & въ 
ней подвижной магнитъ. Онъ перемъщается подъ вллянемъ 
притяжен1я кометъ и увлекаетъ за с0б0ю воды океановъ. Та-. 
кимЪ образомъ очертан1я морей измфняются. море смЗняетъ су- 
ту, а суша море. 

Въ ХХ столЪии разныя теорли быстро смфняютъ другъ 
друга. Кювье “) и 9. де-Бомонъ полагали, что рельефъ земли 
созданъ рядомъ катаклизмовъ. изъ которыхъ послЪдЕ1й изв$- 
стент подъ назватемъ Ноева потопа. Со времени этого посл®д- 
наго катаклизма въ рельеф земли произошли только самыя 
незначительныя изм$нен1я. Эли де-Бомонъ утверждалъ 5) что, 


1) СА. ГуеН. 10с. вв. 


*) Спуег. П1зеопгз заг 1ез твуоГаНотз де |а загсе 4и 21оЪе. Ратз 
1840 г. стр. 50. (Это сочинен1е служить ветупленеиъ къ: О5зетелз Го3зез). 


3) Спу!ег. 106. еЦ. стр. 56. 
*} Сиу1ет. 106. в. стр. 280. 


5) ЕШе 4е Веацшопф. ЧеБег аз ге]а\1уе АШег 4ег @еЪ1гозайсе. Из- | 
влечен1е изъ письма къ Гумбольту. Россеп4ог!Рз аппа\еп ХУПЕ томъ 1830 г, 
стр. 24. 
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Американскля Лиды образовались во время Ноева потопа. Дру- 
ге хребты образовались раньше, но ихъ рельефъ подобно 
рельефу всей земли потериЪзлъ тогда значительныя измфненя. 
Изв$етно что потомъ Бомонъ придумалъ теорю. по которой 
земля уподоблялась огромному кристаллу. Вристаллизалия проис- 
ходить медленно и постепенно, но образоване реберъ и про- 
чихъ частей кристалла происходить не равном$рно, а преры- 
висто. внезапно. что даетъ поводъ къ катаклизмамъ. Горные 
хребты. это ребра кристалла. 

Пруме приверженцы теори катаклизмовъ. отчасти самъ 
Бомонъ искали причину катаклизуовъ въ вулканических и 
тому подобныхъ силахъ. Эти силы дЪИствуютъ внезапно и пре- 
рывисто. ибо отвердЪвшая кора земная не даетъ возможности 
расходовать вулканическую энертю постепенно. 

Въ связи еъ этимй теорлями находится и Буховекая тео- 
мя образованя горъ. по которой горы ничто иное, какъ вул- 
каны особаго рода, именно такъ называемые вулканы поднят1я, 


На мЪсто тео]1и катаклизмовъ Лаелль поставилъ свою 
теортю о медленномъ, но непрерывномъ дЪЙств1и геологическихъ 
факторовъ. Отрицая возможность самостоятельныхъ колебаний 
уровня моря. онъ объяснялъ многочисленные слЪзды наводненя 
суши волнамй моря и послздовавшаго затВмъ отбтуплен1я водъ, 
поднятемъ или опускаемъ самыхъ материковъ или частей ихъ, 
Онъ между прочимъ указывалъ на то, что таюя перемфщеня 
суши могутъ происходить велЪдотв1е химическихъ ') процес- 
совъ, измъняющихь объемъ веществъ, процессовъ, происходя- 
щихъ внутри земли. Это послЪднее учене было потомъ под- 
робно и основательно развито Моромъ въ его ‹Принципахь 
_ Геологи». 

Мы сдЪлали бЪглый обзоръ этихъ теорЙ, не вдаваясь въ 
подробную критику, Ёритика здЪеь не нужна, ибо онЪ уже 





') Или хизическихъ н. п, криеталлизацти. 


Ал», * РКТ « ИЕ, ЗО АС РЯ 4 
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давно разобраны и волкой изъ нихъ отведено надлежащее мЗ- 
сто. Иныя изъ этихъ теор заключаютъ въ себ значительную 
долю петины. Это можно г. п. сказать о теори Мора. Несо- 
` мнЪнно многя дислокащи пройзошли и происходятъ велЪд- 
ств1е изм5неня объема при химическихъ процессахъ. ИзвЪстно. 
что дислокащи въ области мЪфеторождеюнй гипса объясняются 
сильнымЪ разтиренемъ при превращен ангидрида вЪ гипеъ. 

Остальныя прежня теорш образованя неровностей рельефа 
по большей части убсматриваютъ причину дислокалй въ дЪй- 
сти вулканическихь силъ. Новыя твори по большей части 
указываютъ на вЪковое охлаждене земли, какъ на «ргииит 
торе» дислокашй. КромЪ этого указывается иногда на изм- 
нен1е сжат1я земли и на друте факторы. Мы вкратцв просмот- 
римъ нЪкоторыя изъ новЪйшихъ теор1й образованля неровностей 
рельефа земли. 

1. Гипотеза Ноака ') составлена отчасти еще подъ вл1я- 
н1емъ идей Буха. «Мощныя цЪфпи высокихЪъ горъ» говоритъ 
Ноакъ «возвышаются на трещинах, далеко простирающихся 
по поверхности земнаго шара и составляютъ нфчто вродф остова 
материковъ. Возникновен1е горныхъ хребтовъ вызвало образо- 
ван1е и обусловило очертан1я современныхъ материковъ и 00- 
отвфтетвующихъ имъ морскихъ бассейновъ» *). 


Ноакъ полагаетъ, что первоначальная тонкая кора земная. 


была пересфчена цЪлой сЪтью трещинъ, но по м$рЪ того. какъ 
процессъ охлажденля подвигался впередъ. число трещинъ умень- 
шалось; наконецъ осталась только одна огромная трещина, 


опоясывающая всю землю. Чрезъ открытыя трещины лава вы- 


ступала наружу. измЪняя положенте бляжайшихъ плаетовъ зем- 
ной оболочки. Такимъ образомъ произошли горные а (9 
продольнымъ ядромъ грапитной или другой лавы. 


') №аЕк. Оеъег 41е ВИ4ипое 4ег Сопйоете. Мецез ЛаЪтЪ. Гаг Мше- 


га1о01е за 1875 г. 
*) [л0е. СЦ. стр. 904. 


а 


х 
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Когда сЪть трещинъ была густая, то образовалиеь иного- 
гочисленные. но не высоме кряжи. По мЪрЪ того, какъ число 
трещинъ уменьшалось, высота новообразуемыхъ хребтовъ увели- 
ЧИВАЛАСЬ. Посл дней единственной трещинЪ соотв тствуетъ са- 
мая большая горная система. 

Ноакъ думаетъ, что эта система состоитъ изъ Андовъ 
Южной й СЪверной Америки. потомъ изъ горъ Восточной Си- 
бири. Центральной Ази, изъ горъ Перси, Кавказа, Балкана 
ий Альтъ. Чтобы пояснить тотъ фактъ. что почти всЪ эти гор- 
ные хребты находятся въ сзверномъ полушари Ноакъ про- 
буетъ воспользоваться теорей Шмика '). 

Образован1е материковъ Ноакъ объяеняетъ слЪдующимъ об- 
разомъ 2): въ расплавленномъ ядрЪ земномъ есть приливы лавы, 
елълдующ!е съ Востока на Западъ. Гребень приливной волны 
поднимаезъ надъ собою кору земную, но. дойдя до трещины, 
_ выливается наружу, а потому за трещиной реакшя прилива 
значительно слабЪе. Такамъ образомъ приливЪ внутренней ла- 
вы ежедневно поднимаетъ кору на одной сторонф трещины все 
выше и выше, а по другую сторону остается углублене. Выли- 
вающаяся на поверхность земли лава. на мзстз трещины образуетъ 
горный хребетъ, служашйй границею между сушею и моремъ. 

Не говоря о другихъ слабыхъ сторонахъ гипотезы Нозка._ 
замЪтимъ только. что 1) волна прилива въ ядрз земномъ со- 
гласно изслъдованямъ 'Томсона и молодого Дарвина весьма не- 
значительна, 2) что за приливомъ елЪфдуетъ отливъ, во время 
которато части земной коры. поднявиияся во время прилива 
должны опуститься. Эту трудность Ноакъ обходитъ молчанемъ. 


') Теор1я Шиика впрочемъ ложная. Приливная волна всегда сопро- 
вождаетея подобной волной на противуположномъ полушар1, которой 
высота. только немногимъ меньше высоты волны на полушари, обращенномъ 
къ притягивающему тЪлу. СлЪдовательно солнечная аттракщя никакъ не мо- 
жетъ вызвать постояннаго прилива на одномъ только полушар1и. — Авторе. 

2) Гос. с1ё. стр. 906 и ельд. Опиеан1е образованйя материка Южной 
Америки. 
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Гипотезу Пиляра ') можно назвать гидростатической. Со- 
тласно этой гипотезВ. кора земная состоитъ изъ отдльныхъ 
частей, плавающихъь въ Океанз лавы совершенно такъ. какъ 
льдины плаваютъ въ водЪ. ДЪйствительно, средняя плотность 
породъ, изъ которыхъ состоять верхие пласты земли меньше. 
чЪуъ плотность вулканическихъ лавъ. Подобно тому. какъ льдипа 
тфмъ болфео выдается надъ поверхностью воды. чЪзмъ ея тол- 
щина подъ поверхностью больше, такъ и материки соотвЪтетвтютъь 
болЪе толетымъ частямъ земной коры ?). 

Мы должны однако замЪтить, что это мнзн1е противурз- 
читъ законамъ вЪкового охлажден1я жемли, согласно которымъ. 
какъ это было показано въ первой части этой работы, земля 
должна быть боле охлаждена пощъ дномъ моря, велЪдетвте 
чего толстыя части земной коры должны скорЪе соотвЪтство- 
вать областамъ Океана, чВмъ суши. 

По теор Дэны 3) земля состойтъ изъ твердой оболочки, 
пластичнато полужидкаго нромежуточнаго слоя и твердаго ядра. 
Внутреннее ядро имфетъ пожалуй сЪеколько иную фигуру, чЪиъ 
сама земля. Н%которыя части поверхнобти твердаго ядра мо- 
тутъ находиться ближе къ поверхности земли. Такимъ образомъ 
слой расплавленной лавы. будучи нЪеколько тоныше, могъ ско- 
рфе охладиться и внфшияя кора здЪфсь образовалась раньше. 
Материки находятся на мЪстЪ этихъ раньше отверд®вшихЪ ча- 
стей земной коры. Въ остальныхъ областяхъ уровень еще 





') РПаг. Сгип@2йсе 4ег АБуззодупат1К. Асташ. 1881. 

*) Подобное мн%н1е относительно горныхъ хребтовъ было высказано 
уже прежде извЪстнымъ аетрономомъ: А1гу: онъ называлъ предполагаемыя 
утолщен1я земной коры подъ горными кряжами. корнями горъ. См. О ЕзЪег. 
Оп Ше Уаг!а4 1018 оЁ отаубу РЬИ. Масая. У] ХХИ 5 вечез (1886) стр. 1. 
Тотъ самый Е1зег считаетъ ядро земли расплавленнымъ. для коры земной 
вычисляетъ слвдующую толщину. Въ области материковъ 41 километровъ. 
Подъ Океанами глубиною въ 1609 метровъ (1 англ. миля} - толщнна коры 
50,7 зил. подъ Океанами въ 3,2 кил.—почти къ 80 кил. подъ Океанами глу- 
биною въ 4.3 кил.—200 килом. см. рехератъ о новомъ издан!и книги Фише. 
ра. Рпуз!ез ог е ЕзтЁВ’з сгиз& РЬИ. Мас. 1890 г. 29 томъ 5 сер. стр. 918. 

") 7. Рапа. Мапиа] о{ сео]ову Меу-Уогк 1875 стр. 733 и елёд, 
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жидкой ‘лавы быль. должно бытЪъ, такой-же, какъ уровень от- 
верд$вшихЪ частей, но потомъ велЪдств1е дальнзйшаго отвер- 
дЪня п охлажденя онъ значительно понизился и такимъ обра- 
зомъ составилъ морское дно. Дэна думаетъ, что кром разстоя- 
ня отъ внутренняго ядра и друмя причины могли влйять на 
неравном рное отвердЪВне разныхъ частей коры. 


Разум$ется подъ материками мы здесь понимаемъ перво- 
начальные материки. не современные. 


МнЪ кажется. что основная мысль теор1и Дэны еправед- 
лива. ДЪйствительно нЪтъ сомнзн1я, что охлаждене и отвер- 
дЪн1е земли неодинаковы въ разныхъ ея областяхъ.—но гипо- 
теза внутренняго ядра. отвердЪвшато раньше. чЗиъ поверхно- 
стная кора сама по себф вовсе не доказана, а потому нетоль- 
ко не поддерживаетъ, но даже ослабляетъ типотезу образова- 
ня материковъ. 


Впрочемъ объ областныхъ разлимяхъ въ отвердЪни и 
охлаждени земли будемъ говорить въ послЪдетви. Тогда то мы 
найдемь возможность окончательно обсудить, въ какой степени 
эти различтя способствуютъ образовантю неровностей рельефа !). 


«Въ рельеф морского дня» говоритъ Л/ущикетовь ^) пре- 
имущественно развиты аккумулятивныя (каралловые рифы. пла- 
стовыя равнины) и отчасти тектоническя и депудац!онныя фор- 


мы: изъ послфднихъ исключительно абразлонныя, происшедиля 





1) Въ небольшой етатьЪ: (Те от1ола оЁ Ве Пеер Тгопейз о Те 
Осеал1е Оергезз!от. Ашег. Тойго. 0Ё зе1епее 1839 г. см. тоже Е1зВег РВузез 
оЁ Фе ЕагШ. ГопФоп 1889 г. Аррепх. етр. 16) Дэна разбираетъ вопроеъ 
образован1я глубокихъ ямъ среди Океаничеекихъ впадинъ. Онъ приходить 
къ заключен!1ю. что эти ямы находятея въ тзенфйшей связи еъ морхолотей 
соезднихъ материковъ. Онъ полагаетъ, что ни вулканичеев1я силы, ви вн®ш- 
ня причины не могли дать повода къ образован1ю подобныхъ ямъ. ОнЪ об- 
разовались подЪ влян1емъ тЪхъ-же самыхъ свилъ, которыя меделлировали 
рельехъ ‚земли. 

Къ сожалЪнио статья Дэны была для меня недоступна, а потому я 
повторяю краткую выдержку изъ книги Фишера. 

?) Мушкетовъ. Физич. Геолог1я Г томъ С.-Пет, 1891 г. етр. 578. 
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отъ тектоническихъ, тогда какъ эрозюнныя формы почти от- 
сутствуютъ. Изъ тектоническихъ формъ первое мЪсто занимаютъ 
дизъюнктивныя, именно грабены». Дальше ветрЪчаемъ слздую- 
ш1я слова: «Уже А рг!от1 можно думать, что таюе крупные 
элементы пластики земной коры. какъ океаническля впадины и 
материковые массивы могли быть произведены только тектони- 
ческими процессами, какъ самыми мощными». 

‹Мнот!я области» говорить Зюссъ !) ‹какъ н. п. Индо- 
Африка съ незапамятныхъ временъ пе испытывали никакого 
движен1я. вызывающато складчатость; напротивъ того. он% 
или задерживаютъ складки, или проваливаются передъ ийими. 
Результаты второго направленя движеня. (вертикальнаго въ. 
противуположность къ тантевцлальному, вызывающему образова- 
не складокЪ) впадины или провалы всюду оставили свои елЪды». 


«Средиземныя моря и самые больше Океаны образуются и 
разтиряются благодаря внадинамъ и проваламъ». «Мы свид%- 
тели того, какъ шаръ земной пповаливается. Провалы собрали 
воду въ глубокле Океаны. Благодаря проваламъ образовалиеь 
материки и существованте дышащихъ легкими животныхъ едЪла- 
лОСБ ВОЗМОЖНЫМЪ >. 

Итакъ Муткетовъ и Зюссъ согласны въ томъ, что вруп- 
ныя черты рельефа земли произошли’ главнымъ образомъ отъ 
проваловъ. Подобное инфи!е встрчаемъ у Рейера 2. | 

Извзстно. что Лаипаранз °) критиковалъ взгляды Зюсса. 
Онъ почти совершенно отрицаетъ образоване впадинъ и про- 
валовъ. За то но его инзн1ю “) при сокращени объема земли 
могутъ образоваться большя иплоск1я складки въ родф тзхъ, 
которыя у Дэны пазываются Геоактиклиналями и Геосинклина- 


1) Зцезз, АпЫЦ2 4ег Ег4е-Т Ва. Ргао 1835 етр. 777. 

2) Веуег. Твеогейзере Сео]осле. За Исатф 1888 стр. 781. 

*) А. 4е Гаррагет%. Моцуетет4з 4е 1’6еогее фетгезёге Ва. Зое. Сео]. 
зег. 15 фоте стр. 2165 и елзд. баг 1е гейго14 1ззете п{ еф ]а сош1таеор Ча 
СИофе феггез4ге 114еш. стр. 383. | 

*) Гос. с. стр. 235. 
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лями. Замзтимъ, что Дэна признаетъ за такими складками боль- 
игую роль въ процессов образовашя крупныхъ неровностей рельефа. 

Д не могу здЪеь высказаться въ пользу того или другого 
взгляда. Настоящая работа именно имЗетъ цЪзлью бросить нЪ- 
который свЪтъ на Эти вопросы. СлВдовательно только подъ 
конецъ ея я буду въ состояни выразить свое мнфне. Теперь 
я могу сказать только т0, что ЭЗюсеъ вовсе не пытался пока- 
зать. что сокращене объема земли велфдетв1е охлажденая дЪй- 
ствительно можетъ объяенить всЪ диелокаци земной коры, & 
вычислен1я Лаппарана ле лишены потрзшностей. 

Уномянемъ еще о работЪ Вальтера"). который раземал- 
риваетъ Океаны какъ большя впадины и пытается доказать, 
что настоящую границу материковъ й океановъ составляютъ 
флексуры. Того-же мнЪн1я придерживается Руд0-льфь ?). Рейерь 3) 
же думаетъ. что Океаническ1е высок1е берега. проистедиие отъ 
тектоническихъ процессовъ состоять скорЪе изъ лин излома. 
чфмъ изъ флексуръ. 

элЗеь умЪетно привести нфкоторыя замЪчан1я Неймайра “). 
Они интересны потому. что составляютъ до нЪкоторой степени 
«Сге{о» той школы геологовъ. которой главою считается Зюсеъ. 
Мысль Неймайра можно вкратцв выразить слвдующимй сло- 
вами: тф-же самыя силы, которыя воздвигли торные хребты, 
образовали материки и океаническ!е бассейны. Материки— это 
нЪкотораго рода столбы, которые остались на своемъ мЪетЪ, 
или скоръе понизились меныпе, чЪмъ окружаюнщия ихъ области. 
Радлусъ земли съ Силур1Йскато времени до настоящаго сокра- 
тилел по крайней мВрЪ на пать тысячъ метровъ, ибо красные 
силур!све известняки ©ъ «Ог\осегаз». соотвфтетвующие гло- 


1) оваппез УУаИТег. Оеъег деп Ваа 4ег Еехогеп ап Ч4еп Степиеп 
Чег Сопйптещце. Лепалзеве Дейзевг Гаг Мабигу1ззепзева. ХХ Ва. Фепа 
1887 стр. 266. 

2?) Мужкетовъ, 106. сЦ. стр 579. 

3) Веуег 106. с16. стр. 781. 

‘) М. Меишауг. Егахезев1е ве Т Ге!рийе 1886 стр, 365. 
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бигериновому и красному илу Тихаго Океана, образующемуся 
на глубинахъ въ 4500 — 5000 метровъ. въ настоящее время. 
залегаютъ совершенно горизонтально на высот» нЪеколькихъ 
десятковъ метровъ надъ уровнемъ моря. 

Дажэ въ архэйскихъ формащяхъ распространены разные 
сланцы. песчаники и другля породы. образующтяея изъ породъ 
суши, разрушеяныхъ механической дфятельностью волнъ у 0е- 
рега. Изъ этото Неймайръ завлючаетъ, что даже въ архэйскую 
эпоху суша занимала обширныя области. Юелибы вЪ какую ни- 
будь эпоху вся поверхность земли была покрыта Океаномтъ, то 
отъ этой эпохи остались-бы только известняки, да пожалуй 
вулканическе туффы. 

Въ послЪдне голы появилось н%еколько работъ спецтально 
насъ интересующихъ. Такими являются работы; Роже, Тейлора. 
Гроесувра и т. д. Роше ') разсматриваеть охлаждающайся эл- 
лиисоидъ и находитъ. что величина дислокашй находитея въ 
зависимости отъ географической широты. Это вполнЪ справед- 
ливо. Но дефомащя Роме не можетъ объяснить 06бразо- 
вая материковъ, хотя онЪ п полагаетъ, что даже впа- 
дина Тихаго Океана образовалась путемъ имъ указаннымъ. 
ДЪло въ томъ, что при однообразномъ охлаждени однороднаго 
эллипсоида на поверхности могутъ образоваться только узкия 
складки. Образованю широкихъ морщинъ подъ дЪйств1емъ бо- 
кового давлен1я ифшаетъ трене о нйже лежащие пласты, недо- 
пускающее до большихъ перемфщенЙ частицъ. Это обетоятель- 
ство, наряду съ недостаточной упругостью и есть причина по- 
чему въ областлхъ складчатости вмЪсто одной большой складки 
образуются многочисленныя параллельныя складки. 

На зависимость дислокац1й отъ широты указываетъ и Грос- 
сувръ °). ВифетЪ съ тфмъ онъ полагаетъ. что область склад- 
Чатости отступаеть на югъ. Гроссувръ говоритъ, что его тео- 





т) А. Вопиеах. Сотрфез Веп@из: томъ 108, 1889 г. стр. 337 и 851, 
*) Стгоззопуге. Сотрфез ВКеп4из томъ, 1888 г. стр. 827. 
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тя указываетъ на причияу почему. ‹ УоАп@ег» Зюсса нахо- 
дятея на сЪверЪ отъ Альшъ и Карнатовъ. но спрашиваетея 
какъ объяснить то явлене, что ‹ УотАп@ег» Азятоекихъ хреб- 
товъ лежатЪ на югъ. 

Теортя Гроссувра основана впрочемъ на абсолютно ложномъ 
физическомъ принцип. Онъ полагаеть, что у охлаждающатося 
эллипсоида сжат!е уменытаетея. Это положительно ложно. Еели 
только нФтъ виЪшнихЪ силЪъ, измфняющихъ моментъ вращения, 
то при охлаждеми сжате эллипсоида увеличивается. Вотъ 
краткое доказательство справедливости нашихъ словъ. Сжате 
одноролнато эллиисоида опредЪляетея изъ уравненя '). 


5 
+)? 5 25.2 а 
С ‹ сн —- 
(| Е а т М 


ЭдЪеь есть вращательный моментъ. 
М -—— масса тЪла. 
о — средняя плотность. 
7] — побтоянная притяженя. зависящая только отъ 





<2| == 


единицъ длины и массы. 
^ есть нТкоторая величина, связанная с0 сжаттемъ 
слфдующей формулой: 
1 
1+ 
СлЪдовательно, сжат!е = растетъ вмЪетВ съ ).. Въ нашемъ 
уравненти № и Л/ постоянны, но если эллипсоидъ охлаждается, 
то р, средняя плотность возрастаетъ, т.е. правая сторона урав- 
неня возрастаетъ. Между тЪиъ лзвая сторона уравненйя для 
—=0 тоже равна нулю, потомъ постоянно возрастаетъ и для 
^—=00 тоже дЪлается безконечно большой. Олздовательно. когда 
правая сторона, т, е. р больше, тогда и ^, а затВиЪ в, т. 6. 





°) Т1звегала Тга1ф6 4е Мбеалйчие с6]езе П томъ стр. 96. 


а 


12 М П РУДСКЛИ. 12. 


сжат!е больше. Тэйлоръ ') тоже предполагаетъ, что сжатте зем: 
ли уменьшается. но по другимъ причинамъ. Тэйлоръ имЪетъ 
главнымт, образомъ въ виду образовавте складчатыхъ горъ. По 
его тоори складчатыя горы должны, собственно говоря, образо- 
ваться только въ экваторальной области. 


Наконецъ имфемъ теорю Г. Г, Дарвина, спешлально отно- 
сяшуюся къ образован!ю материковъ. Дарвинъ полатгаетъ, что 
вращательная скорость земли уменьшается. Это привело его къ 
гицотозв образованя луны о которой булетъ сейчасъ рЪчь. Но 
рядомъ съ этимъ онъ замфчаетъ, что пря замедлени вращентя 
измВнен1я угловой скорости не идутъ «ратт разза» во воЪхъ 
частяхЪ жидкой массы. хотя отромное внутреннее тренте 
на ряду съ медленностью всего процесса не допускаютъ до 
значительныхЪ отступлен1й отъ средней угловой скорости. ТЗмъ 
не менфе эти небольшя отступленя могутъ довести до образо- 
вантя ийрокихъ морщинъ, идущихъь въ бЪверномъ полушарии 
съ Юго-Запада на СЪверо-Востокъ. въ южномъ съ Оверо-За- 
пада на Юго-Востокъ. Дарвинъ замЪчаетъ, что на сзверномъ 
полутари подобное паправлене имфетъ Атлантичесяй берегъ 
Америки, до нЪкоторой степени Атлаптичесый берегъ Европы 
и ТихоокеансвЙ берегъ Ази. 


Но гипотеза Дарвина, точно такъ, какъ гипотеза Роме и 


большинство самыхъ рашональныхь типотезь объ образованш 
материковъ или складчатыхъ горъ страдаютъ тЪмъ 2). что не 
мотутъ объяснить несимметричности въ распредфлени матери- 
ковъ и горъ. | й 
ДЪйствительно несимметричность есть характеристическая 
черта рельефа земли. По всей вЪроятности пе только въ нашу 


') Т У10г. Оп Фе СгаюрНас оЁ Ве ЕаэтёЬ’8 Сгиаз5. Рехератъ въ Рейегим. 
МИ. за 1886 годъ. ТаИегафитьет. 5. 


2) С. Н. Оагуш Ргоетз соппебе4 \уЪ {Ве Шеогу оёЁ Те Гаез. _ 


РЬи. Тгапз. 1879 г. стр. 589. Г чаеть. 


3) Дуттонъ выставляетъ этотъ упрекъ противъ везхъ горообразова- 


тельныхъ теорий. Прим авт, 


А и. 


И: 
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геологическую эпоху. но и въ прежия времена рельефъ земли 
былъ несимметричный. По крайней мЪрф во везхъ тВхъ слу- 
чаахъ, когда удавалось воспроизвести приблизительную картину!) 
раепредВлентя материковъ и морей. всегда оказывалась, что это 
распредз ленте несимиетрично. 

Между тмъ предполагается, что первоначально земля 60- 
стояла изъ сфероидальныхъ слоевъ жидкости. симметричныхъ 
вокругъ оси вращен!я и относительно экватора 2). Съ другой 
стороны тЪ силы. на которыя обыкновенно указывается, какъ 
на причины образован!я торъ и вообще неровностей рельефа 
дЪйствуютъ или однообразно по всей поверхности или симмет- 
рично относительно экватора. 


Только одн$ дислокации. вызванныя перем щентемъ оси 
вращен1я не обладаютъ этой симметртей, но за то онф симме- 
тричны въ другомъ смыслЪ. Именяо дислоканля должна быть 
одинакова въ антиподахъ, Впрочемъ этого рода дислокащи 
весьма незначительны, 960 сами отклоненя оси вращеня за- 
ключены въ весьма тесные предЪлы. По крайней мзрф совре- 
менное отношеюме тглавныхЪ моментовъ инерши земли таково, 
что, какъ показалъ Дарвияъ °) даже при распредФлеви под- 


т) Сравн. М. Меатауг. П!е СеосгарЬ1зеВе Уегьге капс 4ег Татаогтаа - 
Нот. Репкзсьг. Акаа. \\У133. У 1еп за 1886 г. 

Мушкетовъ. Физич. Геол. 1 чаеть С.-Пет. 1591 г. карты А. бейяче на 
етр. 648, 649; 650. 651. 

") КромЪ гипотезы Канта-Лапласа имЪемъ гипотезу Норденшельда. вы- 
сказанную уже въ началЪ этого етольт1я Маршаллемъ, состоящую въ томъ, 
что земля есть аггрегатъ метеоритовъ, скопившихся вокругъ какого-то ма- 
лаго тзла. Потомъ имЪемъ гипотезу Лок1ера и Дарвина (Оп Ъе тшесваптеа! 
с0оп4 1013 ОЁ а з\уаго 0 шееогЦез ап4 оп \№еот1ез оЁ Созтосопву. РВ. 
Ггапз. за 1889 г.) по которой небесныя тзла образуются велЪдетв!е конден- 
сащи облака газовъ, усВяннаго мелкими метеоритами. По обЪимъ гипотезамъ 
первоначальное внутреннее строен1е земли тоже должно быть симметрично 
относительно экватора и независимо отъ геогр. долготы, Гипотеза Маршал- 
ля приводится у Кювье въ 0156е00гз зиг!ез геуо]п10пз 4и С1оЪе Раг1з 1840 
етр. 55. Црим. авт. 

3) б. Н. Оатууш. Оп фе шИаелсе оЁ сео]оо1еа] еВапоез. РЬП Тгапз. 
1887. Дъло слфдуетъ понимать такъ: диелокац!и вызываютъ изм\нен1я въ по- 
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нятЙ и опускай, обусловливающемъ максихальный эффектъ, 


поднят1е половины поверхности земли на 10.000 футовъ вы- 
зываетъ отклонене оси вращен1я на 8°4'/,'. Между тьмъ цф- 
лые материки составляютъ только малую долю поверхности земли: 


5.9 . 
н. п. Африка занимаетъ а поверхности |). 


ложен1и оси вращен1я. ЗатЪмъ елБдуетъ приноровлене къ хигурв равновЪея 


вокругъ новой оси, которое сопровождаетея подобными дислокащями въ 


антиполахьъ. Прим. авт. 


') Иные геологи. какъ Ваатгенъ *”), Фейстмантель утверждаютъ, что въ 
отложен1яхъ Каменноугольной и Пермской эпохи въ южной АхрикЪ. въ Де- 
ванз и въ Аветрал!и конгломераты. нзвфетные подъ назван1емъ Талькировъ, 
Двайка—конгломератовъ и т. д. составляютъ елЪды ледниковой эпохи. 

Очевидно гипотеза Вазгена плохо согласуется съ вышеприведенными 
изслЪдован1ями Дарвина и другихъ математиковъ. Конечно. для уетранен1я 
противор%ч1я можно предположить. что климатъ веей земли былъ весьма хо- 
лодный въ эту эпоху. Но таксе предположен1е само по себ мало вЪъроятно. 
да при томъ идетъ въ разр$зъ еъ общимъ убЪжден1емъ относительно клима- 
та каменоугольной эпохи. 

ЗдЪеь кстати приведемъ замзчан1е Неймайра **) относительно климата 
древнихъ Геологическихъ эпохъ. Судя по ископаеиымъ животнымъ и раете- 
нНямъ можно положительно утверждать. что. начиная съ Юрайекаго времени 
до нашего. климатическ1е поясы распредЪлены концентричееки вокругъ ео- 
временныхъ полюсовъ. «МПоценскля хлоры» говоритъ Гееръ ‹обетупили евер- 


ный полюсъ какъ собаки такт, что онъ не можетъ ускользнуть ни въ ту. . 
ни въ другую сторону». Для Силур!йекой эпохи можно проелдить совершен- 


но яено точно такое распредЪлен1е климатическихъ зонъ. Въ промежуточныя 
эпохи климатическ1е поясы очерчены мене ясно Ископаемые остатки камен- 
ноугольнаго врзмени указываютъ на удивительно однообразный климатъ, но 
нътЪъ такого времени, для котораго можно доказать раепредвлен!е клима- 


тичеекихъ поясовъ вокругъ другихъ полюсовъ. юдъ тоже указываетъ на. 


климатичеек1я зоны въ Камбр!йскую. Силурекую. Траесовую, Юрайекую и 


Мъловую эпохи. Въ виду всего этого мы склоняемея къ мнзн1ю. что поло-. 


жене оси вращен1я было во веЪ Геологическя эпохи. приблизительно такое. 
какъ въ наше время. а потому дехормац!и, соединенныя еъ п^ремЪной поло- 
жен1я оси вращен1я играли небольшую роль въ образован1и рельеха земли. 
Ср. Г чаеть 44 стр. 

*) \Узасеп. Сагропе Е1з2е1$. ТаЪгЬ. 4ег К. К. Сео]. ВеесЪзапзва] 
Мет 1887 г. 

Ее1з& тап(е]. ТАМегафиг Вег. Рееги. 1887 г. стр. 88. 1839 г. етр. 115. 

Оау14. Сш Ще еу!4епее оЁ о]асла] эеНоп 12 4Ве СагБопегочз. Ме 
Зо \Уа]ез. РЬП. Масаи. ХХГУ. 5 зег стр. 135. 

**) М. Мепшауг. Пе КИтатопеп 4ег Фигаде. Оепкзевг. Акаа, 
У\133. У1еп. 1888 г. 
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Но если положимъ, что строен!е земли ‹а0 от1о1пе 1рза* 
было не симметрично. тотда т%-же самыя силы будутъ произ- 
водитъ несимметричных дислокации. При несимметричномъ строе- 
ни сокращенте объема земли велЪдств!е охлажденя должно 
привести къ дислокащяхъ въ высокой степени несимметрич- 
нымъ. Но спрашивается. откуда могла произойти несимметрич- 
ность внутренняго строенля® ОтвЪтъ найдется въ нЪкоторыхъ 
работахъ Г. Г. Дарвина {) и Пуэнкаре, изъ которыхъ Фишеръ. 
извлекаетъ заключене, что материкй образовались при отд$ле- 
ши луны отъ земли и что вЪроятно Тях1 Океанъ находится 
на томъ мЪстз. откуда оторвалась луна. 


Постараемся дать кратюй очеркъ этой теори. ВъЪ настоя- 
щее время благодаря реакши приливовъ одновремекно замед- 
ляется вращательная скорость земли и увеличивается разстоя- 
н1е луны. Поэтому въ прошедтемъ депь былъ короче, а луна 
ближе. реакция приливовъ еще сильнзе. Такимъ образомъ, от- 
ступая мысленно назадъ видимъ. что скорость уменыпентя дня 
ий уменьшентя разстоянтя луны все больше и больше. Юстествен- 
но предположить, что въ извЪетный моментъ оба тЪла вопри- 
касались. Если вЪ этотъ моментъ оба тфла были расплавле- 
ны, 10 само 60б0ю очевидно. что они должны были состав- 
лять одно цЪлое. Въ работЪ «Оп Ме аа ит оЁ тофайте 
11245565 0Г Ни» Дарвыяъ пытался доказать. что распаденте 
жидкой массы на двЪ части возможно при нЪфкоторой враща- 


/ 





1) б. Н. Оагулт. Ргесезчюй оЁ а у15е01з зрвего1а РЬИ- Тгаиз. 1879. 
Оп рго ет соппесфе4 у Фе \Ъеогу оЁ Ве 4ез. 
1514. 1879. 
№0] а'100 0Ё Те ;о]аг зузет. Па. 1881. 
'Г14а1 Руейоп. Тгеайзе Маф. РЬП. 1888 г. П чаеть. 
Еда 1Ьглапа оЁ гофа ао тпзаззез оЁ Е] 19. РЫП. Тгалз. 
1887 года. 
Рошсаг6  ЕдиШте 4’апе шаззе Пи14е, апт бе 4’ап попуешепй 
е тофа\ ст. Ава Мафеша&са 7 томъ 1885 г. 
О. Езпег, Рвузез о! Фе Ез 3 Сгиз (П изд.) Гоп4оп 1889 г, 
глава ХХУ. 
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тельной скорости. Подобное изелЪдован!е. но гораздо выше 
стоящее во всЪхъ отношентяхъ, было проведено Пуэннаре. 
который показалъ, что жидкая однородная масса, вращающаяся 
вокругъ известной оси по иЪрЪ того, какъ подвигается охлаж- 
ден1е, а волЪдетв1е того вращательная скорость увеличивается; 
переходить отъ формы эллипсоида вращентя къ фориЪ трехт- 
осевато эллипсоида Якоби ') а потомъ къ форм, въ которой 
стремлене къ распадетю на дв части дЪлаетея бовсзиъ 
очевиднымъ. 

Скажемъ еще нЪоколько словЪ «рго» й «сопбта» гипотезы 
отдфлен1я луны. Въ ея пользу говорить то, что по изсл$дева- 
н1ямъ Максвелля, Ковалевской и Пуэнкаре ^) надъ Сатурно- 
выми кольцами й Пуэнкаре 3) надъ кольцеобразными фигурами 
равновЪ1я, оказывается, что кольцо есть фигура` неуетойчи- 
ваго равновЪе1я и что Сатурновы кольца взроятно  состоятъ 
изъ множества мелкихъ сателлитовъ. Это посл днее мнзне под- 
тверждаетея фотометрическими наблюдентямй зелитера. 

Изъ этого опять слЪдуетъ. что по всей вЪроятности отд$- 
ленте спутника отъ планеты происходить не посредствомъ отд*- 
ления экватортальнаго кольца, а какимъ-нибудь другимъ путемъ. 

Но противъ гипотезы Дарвина и Пуэнкаре говоритъ то 
обстоятельство, что неоднородная жидкая масса можетъ правда, 
какъ показалъ Ёлэро. принять форму сфероида, весьма мало 
различающагося отъ шара. но не можетъ принять форумы эл- 
линсоида. ПослЪднее положенте было доказано независимо другъ 
отъ друга Гами и Биркенмайеромъ *) Поэтому вообще еще не- 





') Если а. 6. с суть наибольшая. ередняя и наименьшая полуоеи эл- 
липсоидя. то эллипсоиды Якоби удовлетворяютъ уелов!ю: ` 
1 1 У 1 
с? а? р? 
*) Т1ззегап4а. Тгалёё 4е тёе. се]. П часть етр. 185. 


3) Рошсате. 106. с44. стр. 289. 
°) Нашу Твёзе Че досфога& Ратз 1887. ем. Т1ззегапа 106. с. стр. 193. 


Ваткептауег. О Ктефус2пе] гозупо\уа4 ие е1рзо19у. нее. у. 


Ралю, Ктако\узК1е} Акаа. Ош1е). \Ц томъ матем. отд. 


Е 
ЗЫ. 7 Ра. 
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извзетно. кав!я формы равновЪя можеть принимать жидкая 
масса первоначально сфероидальной формы по мЪрЪ того. какъ 
охлажден1е подвигается впередъ. 

И такъ пожалуй удобнЪе принять эту гипотезу съ н%ко- 
торымъ вар1антомъ, указаннымъ Дарвиномъ ') въ послфдетви 
ближе обработаннымъ Лоувомъ 2). Фишеръ тоже принимаетъ из- 
мфненную гипотезу Дарвина. Сущность варанта состойтъ въ 
слздующемъ. При малой длинЪ сутокъ, н. п. около 4 часовъ 
по всей взроятности пер!одъ солнечныхъ приливовъ совпадаетъ 
еъ пер1одомъ свободныхъ колебанй жидкой массы той величи- 
ны, какъ земля. Но въ такомъ случаВ солнечные приливы въ 
жидкой масс$ земли могли достигать огромной величины. (0- 
трясен1ая должны быть настолько сильны, что отдЪлене одной 
приливной выпуклости отъ земли дзлается вполнЪ возможнымъ. 

Этотъ вар!антъ имфетъ за собою еще то преимущество, 
что, если отдзленте приливной выпуклости совершилось вЪ то 
время, когда максимальный приливъ былъ не на экватор. & 
подъ другой широтой. то отъ обоихъ полушарй отдЪлились 
неодинаковыя количества жидкой массы. Вел детв!е этого строенте 
оставшейся земной массы сдФлалось совсфиъ несимметричнымъ. 
Разумется вслВдетв1е такой катастрофы фигура земли и мо- 
ментъ вращен1я должны были сразу измЪнитьея. Положен1е оси 
вращеня тоже измЪфнилось. Подобная катастрофа сразу измз- 
нила внутреннее строев1е особенно у внЪшнихъ пластовъ. вм?- 
стЪ съ тЪиъ она оставила посл себя слфды въ вид значи- 
тельнаго углубления и друг!я второстепенныя неровности рель- 
ефа. Конечно нельзя угадать. какой долженъ быть видъ земного 
рельефа сейчасъ посл подобной катастрофы. но нЪфтъ сомн%- 
н1я, что неровности были крупныя и что въ послЪдетвли, благо- 
даря приноровленю къ фигур равновЪс1ля, он отчасти изгла- 
дились. Ганотеза отдЪлен1я луны даетъ намъ сразу крупные 


1) Ргееезз10п оЁР а у13с01з зрвего1А 527. 
2) Оп Фе озеШайорз оЁ а гофамио 1919 зрЬего1а. РЫП. Мао. 1889 г. 


97 томъ. 
Т. ХУ Зап, Мат, Отд. >) 
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первичные материка. Это хорошо согласуется съ нвкоторымъ об- 
стоятельствомъ, на которос указываетъ Неймайръ, именно. что 
даже въ архэйскую эпоху несомнфнно существовали крупные ма- 
терики. Гипотеза Дарвина или вообще другая подобная гипо- 
теза катастрофы даетъ ключь къ объяснено другихъ вопро- 
совъ, ибо влечетъ за собою предположене о существенно ие- 
симметричномъ внутреннемъ строен1и земли. 

Теперь слёдуетъ разобрать вопросъ, какйя силы могутъ 
повести къ образовантю новыхъ неровностей рельефа. 


и а а 


ГЛАВА Ц. 


Значене измБненй фигуры и вфкового охлаждения. 


Въ самой гипотезвз Дарвина уже подразумввается причи- 
на нЪкоторыхъ измВненй рельефа. Хотя бы даже. какъ ду- 
маетъ Фишеръ. въ моментъ катастрофы уже существовала ко- 
ра земная, то во воякомъ случа» тлавная масса земли была 
еще настолько пластична. что притокъ жидкихъ массъ къ м%- 
отамъ  слабато давлешя долженъ былъ отчасти загладить н%- 
которыя неровности рельефа, образовавиияся во время катастрофы. 
Кром этой причины существуютъь еще друми вричины измзне- 
н1й рельефа. | 

Мы должны разсматривать землю съ тото момента послЪ 
катастрофы, когда наконецъ установилась новая ось вращения. 
‘Эту ось слЗдуетъ считать весьма постоянной, такъ какъ сжа- 
т1е земли. согласно большей скорости вращеня было въ про- 
шедшемъ больше, чзмъ въ настоящее время. Реакщя прили- 
вовъ постоянно уменьшала вращательную скорость. ВелЪдотве 
этото сжате уменьшалось. 

Мы высказиваемъ эти блова съ полной увфренностью, йбо 
даже твердое тзло должно измЪнать свою форму подъ влявемъ 
уменьшен1я или увеличеня центробЪжной силы. Такъ н. п. 
Томсонъ 1) находитъ, что при экваторлальной скорости враще- 


1) Тгеа%. оп Маф. РЬЙ. П чаеть стр. 435. 


Ито Ох РРР ВО ВЕ У? вже 
А ле 
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ня въ 100 метровъ въ секунду (41/, раза меньше какъ экват. 
скорость земли) стальной шаръ той величины, что земля, дол- 


1 
женъ измЪниться вЪ эллипсоидъ со сжатемъ ——. а отевля- 


1220’ 
1 


6015. 


Эначитъ, смотря по степени пластичности веществъ, изъ 
которыхъ земля состоитъ, за измфненями центробЪжной силы 
должны непремфнно послЪдовать большя или меньшя измЪне- 
ня формы '). 

Тейлоръ 2) основалъ свою теортю образованя горъ на де- 





ной въ эллипсоидъ со сжатемъ: 


1) Мы здБеь затронули важн®йш!й вопроеъ неподатливости (т1елане) 
земли. На основан1и явлен1я приливовъ Томеонъ думаетъ. что земля весьма 
неподатлива. Дарвинъ (Тгезф. оп Ма. РЬИ. П чаеть етр. 460) пытался 
опредвлить степень этой неподатливэети и пришелъ къ заключен!ю. что она 
близка къ степени неподатливости етали. Но Фишеръ (РЬуз1ез оЁ Ве Еагё® 
стр. 40) оспариваетъ этотъ результатъ, хотя вообще ечитаетъ неподатли- 
вость земли вполнВ доказанной. Эднако пельзя считать этотъ вопросъ вполн® 
рвшеннымъ. Кри (М. СЬтее: Оп зоше аррИеаопз о РЬуз1ез ап@ МабветайЯсв 
+0 бео]осу. РЬИ. Масах, 1891 г. 32 томъ) приходитъ къ заключению, что 
на основани теор1и упругости (106. е1ф. стр. 251) нельзя поръшать, нахо-. 
дится-ли земля въ жидкомъ или плаетичномъ, или въ твердомъ состоявли. 
Съ другой стороны 'К. Баруеъ (С. Вагаз У1вео5фу оЁ зоПаз ВиПена 0. 5. 
Сео]1001са|] зигуеу №. 73 1891 года) нашелъ экспериментальнымъ путемъ, что 
уже при температурз 450° С. стекло обладаетъ везми свойствами вязкой 
жидкости. Тоже самое можно сказать Относительно стали. По крайней мЪърз 
при этой темпер. сталь почти не сопротивляется скашиван1ю. Барусъ за- 
ключаетъ (106. с14. стр. 71) что, если земля все таки обнаруживает свой- 
ства упругаго твердаго твла, то это слфдуетъ отнеети на счетъь огромныхъ 
цавлен!й внутри земли. Къ сожалЪн!ю онъ не изелздовалъ влян1я ‘давлен1я 
на вязкость. я 

По всей взроятноети земля обнаруживаетъ большую неподатливость 
въ реакц1и приливовъ, въ которой дехормирующая сила переходитъ отъ наи- 
меньшаго до наибольшаго напряжен1я въ враввителтно коротк!е промежут- 
ки времени. Напротивъ того медленное увеличен! или уменьшен!е центро- 
бвжной силы, продолжеющееся милл1оны лЪтъ можетъ произвести крупную 
дехормац!ю. Вздь хрупюе стехляные пруты егибаютея подъ вллянемъ по- 
стояннаго но весьма медленнаго гнут1я. На это обетоятельство обращаетъ вни- 
ман!е Рейеръ. (Веуег. ТьеогейзеВе Сбео1001е БЭфиМоагё. 1888 г. стр. 445 и 
ел д.). 

1) См. выше. 


# 
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формацти, зависящей отъ измзненя сжаття. Насколько кажется 
эта деформац1я играетъ второстепенную роль. 

Такъ какъ, несмотря на веяческля неровности. фигура зем- 
ли въ общихъ чертахъ всегда была довольно близка кЪ эллип- 
сопду вращеня, то въ слфдующемъ затФмъ разсуждени 0у- 
демъ говорить объ эллипсоидз. Результатъ этого разесужденя 
въ общихъ чертахъ совершенно примфнимъ къ землф. 


Если объемъ эллипсоида совсВмъ нейзи®няется или мало 
измЪняется. а между тЪиъ сжате уменьшается, то дв слЪ- 
дуюция другъ за другомъ поверхности эллипсоида пересз- 
каются вдоль параллели, которая всегда находится близ- 
ко оть 37° широты. ЮжнЪе этой параллели (Можно говоритъ 
объ одномъ полушарш въ виду полной симметуи деформаия 
относительно экватора) новая поверхность находится ниже преж- 
ней, сфвернзе параллели пересвчен!я она находится выше. СлЪ- 
довательно на югЪ кора подвергается сдавленю во всЪхъ на- 
правлентяхъ. Сдавлен1е вдоль параллелей болЪе интензивно. 
оно доходить до максимума на экваторЪ, уменьшается до па- 
раллели пересзчен!я. тутъ переходить въ растяженте, все воз- 
растающее до самаго полюса. Параллели остаются по преж- 
нему кругами. Въ мерид1енальномъ направлений кривизна уве- 
личивается на съЪверз. уменьшается на юг%. 


Поэтому выше параллели пересВчемя складки не обра- 
зуются. Онф будуть образоватьея южнфе этой параллели. съ 
особенной интензивностью на экваторЪ. Такъ какъ давлен!е 
дЪйствуетъ со возхъ сторонъ. то о направлени складокъ р%- 
шаютъ второстепенныя обстоятельства н. п. различ1я въ свой- 
отвахъ веществъ и т. п. 


Сравнен1е этой картины съ рельефомъ земли показываетъ, 
что дислокаши, обусловленныя измВненемъ сжат1я играютъ вто- 
ростепенную роль. Роль эта пожалуй сказывается въ томъ. что 
материки й горы экватор1альной области въ среднемъ все таки 
выше, чёмъ материки и горы полярной области. Но одно ско- 
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плен!е величайшихъ Азятекихъ горъ подъ средними широтами 
уже доказываетъ, что главная причина дислокашй заключается 
въ чемъ-то другомъ. 

И такъ мы обращаемея къ извфотнЪйшей причин» диело- 
каш, къ сокращению объема земли волЪдетвле вЪкового охлаж- 
ден1я. Но здЪеь сразу встрфчаемъ работы новфйшато времени, 
которыя вообще оспариваютъ значене вЪкового охлаждения. 
Это работы Маллярдъ Рида и Фишера '). 


Сущность аргумента этихъ ученыхъ состоитъ въ сл$- 
дующемъ. Если охлаждается шаръ однородный, имфвийй въ 
извзетный моментъ всюду одну и туже температуру, то снача- 
ла внъшн1е слои настолько сокращаются, что мЪето, занимаемое 
ими. оказывается слишкомъ просторнымъ. ВелЪдетве этого они 
должны сначала растянуться. Только въ послЗдетвши, когда 
охлажден1е проникнетъ въ боле глубоке слой и когда объемъ 
ниже лежащихъ слоевъ уменьшится. растяжене прекращается 
и переходить въ сдавлене. Такимъ образомъ внутри шара на- 
ходится параллельная къ его поверхности шаровая поверхность, 
въ которой въ данный моментъ вещество не испытываетъ ни 
растяженя ни сокращеня. Это такъ называемая ховержность 
безз деформаиии. О значени этой поверхности писалъ тоже 
Давизонъ ?). | 

Поверхность безъ деформащи опускается со временем. 
Основываясь на данныхъ, предложенныхъ Томсономъ. Фишеръ 
вычисляеть, что поверхность безъ деформаши въ настоящее 


1) Учен1е свое Маллярдъ Ридъ изложилъ въ книгв Ог1о1а 0оЁ Моцпшала 
Вапоез Гоп4оп 1886 и въ ц®ломъ ряду мелкихъ статей, помвщаемыхъ въ 
РЬИ. Маса2. вплоть до послздняго года. | 

Фишеръ изложиль свои взгляды тоже въ статьяхъ, помвщаемыхъ въ 
Рь!. Маса2. и въ книг®; РБуз1ез ог Ве Еаг’з Сгиз Гопдою 1889 г. въ. 
приложен1емъ, изданнымъ только въ 189] г. р 

2) Оп $%е 415т1Ъ п оп оё уташ.... РЫШ, Тгапз, 1887 г. еъ прим ча- 
н1емъ Г. Г. Дарвина. 
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время находится на глубин® 2,43 ') анг. миль, если земля есть 
твердое тзло. на глублнв 4,109 анг. миль, если ядро нахо- 
дится въ жидкомъ состоянии 2). Дарвинъ и Ридъ нашли весь- 
ма близкя къ этому числа, Давизонъ. благодаря грубому методу 
вычислен!я, н®еколько большия. 


Н%тъ сомнзня, что при поверхности безъ деформаши, 
залегающей на глубин н%околькихъ верстъ подъ поверхностью 
земли, образоваю1е такихъ горныхъ хребтовъ, какъ Альпы, Ги- 
малаи или Т1ань-шань, совершенно немыслимо. Но можно по- 
лучить гораздо больше результаты просто полагая, что охлаж- 
дене продолжается не сто милллоновъ лЬтЪ. какъ полагаетъ 
Томсонъ. а больше. Однако сущность вопроса заключается въ 
чемъ то другомъ. Томсонъ предполагаетъ. что въ истори земли 
былъ такой моментъ. когда температура земли была веюду 
одинакова. Но по всей вЪроятности такой моментъ никогда 
не существовалъ. Температура земли всегда была выше около 
центра, чВиъ у поверхности. Но въ поелднемъ случа слой 
безъ деформащи долженъ всегда находиться значительно глуб- 
же. чфиъ у шара. разъ имЪвшаго всюду одну и туже темпе- 
ратуру. 

ДПокажемъ наше положен!е на нфкоторомъ примЪрз. Преж- 
де всего намъ нужно вывести формулу, опредзляющую положе- 
н1е поверхности безъ деформащи внутри шара, въ которомъ 
температура веегда была и есть единственно функщя отъ ра- 
д1уса. Въ выводЪ формулы пойдемъ по слфдамъ Фишера. 


Введемъ слЪдующия знакоположеня. 


Т обозначаетъ температуру. 


Й а время. 
т — разстоянте отъ центра. 
1) 0. Е1зВег. Оп \е атопи еёс..... РВ. Мад. 1887 г. 23 томъ. 


.......... Оп \е шеап Ве1с4.... РЬ. Мас. 1888 г. 25 томъ, 
').....,.... РЫУ 8... Арреп@1х отр. 48, 
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= обозначаетъ коэффиплентъ разширения (линейный). 


К —- коэффиптентъь теплопроводности. 

С — коэффиптентъ теплоемкости по отношения 
КЪ объему 1). 

д — радтусъ шара. 


Буквы со штрихами относятся къ спешально разсматривае- 
мому слою шара. 

Въ продолжен! времени. 4 объемъ безконечно тонкато 
сферическаго слоя измВняется на’ 


97 


Зи: Ш 
0 





СлЪдовательно объемъ всего вещества внутри сферы ра- 
д1уса: т,. измЪняется на’ 


12| \ 74 | Ч 
В 0 


а поверхность этой сферы измЪняется на 


24 т О 
ИИ 
т, [\= к ат 


Налегаюпий на эту сферу слой не испытываетъь ни 60- 
кращен1я, ни растяжен1я. если въ тотъ бамый моментъ изм$- 
нен1е его поверхности, вызванное изм$непемъ температуры. 
какъ разъ равно измЗнентю поверхности сферы. Но его поверх- 
ность измзнилась на: 





ДГ 
4 щи, 2. 2: т ПГ 


СлЪдовательно положен!е поверхности безъ деформаши опредз- 
ляется условлемъ : 


|. 
1) У англйекихъ авторовъ и обозначено буквой А, 
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О ЕО ОЕ 
ЕТ аГ == в, ку 1. 


1 


А ДГ дГ, 


Причемъ, смотря потому будетъ-ли 1) 


у 5 Е р 9 П 


данный слой испытываетъ сдавленте. не испытываетъ деформаци, 


или испытываетъ растяжене. Между т»мъ температура удов- 
летворяетъ уравнентю: | 


ыы (ео) пт 
0 Е 


Если предположимъ. что шаръ однороденъ, т. е. что: 


& = < = пост. 
К = пост. 
с —= ПОСТ. 
ДГ 


тогда, зам щая въ уравн. Г: т посредствомъ его значен1я. взя- 
д 


таго изъ уравн. ПТ. найдемъ весьма простыя формулы: 


3 В Ср | 
ет м 
Г 3. 
д 2: , 027 
д" д"? 


Изъ этихъ формулъ слЪдуетъ, что положен!е слоя 0езъ 
деформаци у однороднаго шара не зависить отъ коэфф. 
разширяемости, о чемъ говорить и Фишеръ. Дальше, вторая 
формула показываетъ, что изъ наблюденй надъ градТентомъ 


1) У Фишера какъ разъ наоборотъ. во разсуждая объ охлаждающемся 


д 
шар онъ видно въ давный моментъ забылъ о томъ, что р ееть отрицатель- 


ная величина. см. работу въ 25 томз РП. Масал. стр. 9. Прим. авт, 


. чи 58 ` в { Узжюиме Энг "о и 
к РС итд} у ОА .. 
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можно найти положен!е поверхности безъ деформащи, если 
шаръ однороденъ. ПослФдняя формула можетъ быть приведена 
КЪ виду 


а = аа 
(1х 


гдв (С обозначаетъ градтентъ. 2 разстоян1е отъ поверхности шара. 


1 
ТОЙ 
д" 
Для простоты предположимъ. что наши единицы температуры и 
длины таковы, что первоначальная температура центра шара рав- 
нялась одному градусу, а радлусъ шара равенъ п. Положимъ. 
что температура новерхности шара была равна (0° и что тем- 
пература среды постоянно равна 0°. Положимъ наконецъ, что 
первоначальная температура выражалась функцтей. 


я 

т 
эта функщя постоянно уменьшается отъ значеня: 1 при г==о 
до значенля () при 7=п. 


Тогда во всякое время, во всякой точкз внутри шара т тем- 
пература выразится функцией. 


Подставимъ эту функцию въ условныя уравнения: Г 18. Полу- 
чимъ слфдующее уравненте, опредвляющее положене поверхно- 
сти безъ деформащи: 


[апдг = 





27 К ТЕОРИИ ВЪКОВОГО ОХЛАЖДЕНЯ ЗЕМЛИ. 27 


Этому уравнен1ю удовлетворяетъ вопервыхъ значене : 
т = о 


Слздующие затзмъ положительные корни (отрицательные не 
инфютъ физическато эначеня) находятся по одному между 1). 


3п 


2 


и дс 


от 


5 и Зт ит. д.. т. е. за пред$лами 


радлуса нашего шара. 
Наконень отъ о до т: 


тапдг >> . 


72 


СлЪтовательно : 
0 с 0 
Изъ этото заключаемъ, что въ данномъ случаЪ поверх- 


ность безъ деформаши сводится въ одной точк. къ центру 
пара и, разумФется. положен1е ея не зависить ни отъ времени, 


К 
ни отъ коэффитентовъь е и — Притомъ веЪ слои шара постоян- 
С 


_но подвержены сдавленю. 

Я думаю, что этотъ примЪръ довольно хорошо показы- 
ваетъ вл1ян1е первоначальнато распредзлен1я температуры. Вмз- 
стВ 6ъ тВиъ я думаю, что выводы Фишера и Маллярдъ Рида, 
основанные на задач8 'Гомсона 2) принятой безъ всякой кри- 
тики, совершенно несостолтельны и что мы должны скорЪе скло- 


1) М. П. Рудеюй. Къ теор1и взкового охлаждев1я земли [ часть ХТУ 
томъ Зап. Нов. Общ. Ест. Одесса, 1891 г. стр. 70. 
*) Соопх оё 4$1е Еат%. Ш часть Тгезф, оп №4. РЬЙ. П Арреп41х 
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нИТЬся къ мнЪн!ю многочисленныхъ геолотовъ. усматривающихъ 
во взковомъ охлаждени земли причину образованя торъ и 
другихъ неровностей рельефа. 

Мы, конечно. не утверждаемъ. что температура земля вы- 
ражается закономъ, принятымъ въ только что изложенной за- 
дачв. но утверждаемъ, что температура паружныхъ слоевъ была 
всегда ниже температуры перицентрической области и что слой 
безъ дефоруащи находилел и`находитея значительно глубже, 
ЧЪиъ полагаеть Фишеръ. 

Чтобы подкрфиить это иньн1е_ скажемъ слздующее. Земля 
есть неоднородное тЪло. Вещества ея распредЗлены по удЪль- 
ной плотности, самыя тяжелыя вокругъ центра, самыя леткля 
снаружи. Поэтому даже въ то время, когда земля была жид- 
кая, или газообразная. конвективные токи были ограничены нз- 
которыми предзлами. Тяжелыя вещества перицентричеекой о0- 
ласти выносилиеь наружу только при исключительных» обетоя- 
тельствахъ. 

Непрерывные токи. идущ!е отъ центра къ поверхности и 
назадъ возможны только въ однородной жидкой масс№. Между 
тВиЪ только при такихъ перемзтивающихь всю масеу жидко- 
сти токахъ возможна приблизительно постолнная температура 
всей массы, Но безъ такихъ конвективныхъ токовъ, температура 
будетъ всегда выше около центра, чВмъ у новерхности, гдз 
происходить передача теплоты въ междупланетное пространство. 


Томсонъ полагаетъ. что температура всей массы земной 
была въ извЪстный моментъь поетоянная потому, что онъ екло- 
няется къ миЪзншю Лапласа. что большая плотность адра земли. 
обусловлена давленемъ. Но. думаю. немноге геологи согласны. 
съ этимъ мнЪн1емъ. ИзвЪетно. что базальты, происходяш1е изъ 
сравнительно небольшой глубины уже значительно тяжелфе, 
ЧВиъ породы. залегающя на поверхности, чЪмъ граниты ит. д. 
Изслдоваюя Добро ') надъ строемемъ метеоритовъ даютъ по- 


1) Пааргбе. Еба4ез зуп Ве 14 иез заг 1а Сбео1ооле Ехрегипен{е. Раг1з 1879. 
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водъ полагатъ, что ядро земли заключаетъ много желЪза, а 
нахожденте самороднаго желза въ базальтахъ острова Антримъ, 
въ нашихъ Волынскихь анамезитахъ и на остров Диско въ 
высокой степени подлерживаютъ это мнЪн1е. 

Но разъ допустимъ, что земля неоднородна. то предполо- 
жене Томсона объ однообразности температуры въ жидкой мас- 
6$ земли «ео 150» падаетъ. 


Въ такомъ случа задача объ общемь охлаждени  зем- 
ли не можеть быть рфшена. Для ея рьшеня непремЪнно нуж- 
но знать распредзленте температуры отъ поверхности до центра 
въ ИзвЪетный моментъ времени. Зная подобное распредЪленте, 
нетрудно опредфлить температуру для всего послЪдующаго вре- 
мени. а вводя услов1е. чтобы теоретическй тградентъ въ по- 
верхностныхъ пластахъ былъ равенъ наблюдаемому. нетрудно 
вычислить. какой нромежутокъ времени истекъ отъ того момента, 
когда существовала заданная температура до настоящаго. 


Но намъ неизвфетно не то ужъ распредфлене темпера- 
туры внутри земли въ какой-либо моментъ прошедитаго. но даже 
ВЪ настоящее время. Поэтому задача объ общемъ охлаждения 
земли и о ея возрастЪ есть совершенно неопред$ленная. 

ЗаиЪтимъ, что при предположени, что первоначальная 
температура центра выше, чВмъ температура поверхности ока- 
зывается слздующее: 


сли допустить, что температура центра была значительно 
больше, чВиъ у Томсона (у Томсона 3800°0.), то при совер- 
шенно взроятныхъ распредзленяхъ температуры получается | 
возрастъ земли несравненно больш, чВиъ 100 иилл1онозъ лЪтъ. 
Но изъ допущения, что температура центра была значительно 
больше, чЪиъ 3800°0, слЪлуетъ, что въ первоначальное время 
ий даже въ настолшее значительная чаеть адра была вФроятно 
жидкая. Въ свою очередь слЗдуетъ помнить. что даже при до- 
вольно большомъ жидкомъ ядрв земля можетъ обнаруживать 
большую неподатливоеть. 


О А Е ПР М лм М, 0 
БУ 24, 
+ р ие 5 +5 т 
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Значить. намъ остается только разсмотр$ть, какимъ обра- 
зомъ и при какихъ усломяхъ охлаждене земли можеть при- 
вести къ образованю крупныхъ неровностей рельефа т. е. 
материковъ и Океаническихъь бассейновъ. ЗдЪеь, правда, мы 
затронули мимоходомъ и теоршо образовамя торъ, но оба 
вопроса тЪено связаны между 0060ю, а потому пожалуй 
уместно указать на тЪ причины, которыя обусловливаютъ съ 
одной стороны образоване горъ, а съ другой образоване ма- 
териковъ. 

Еслибъ первочальное распредЪлен1е температуры внутри 
земли было функшя отъ одного лишь рад1уса. еслибъ охлаж- 
дене подъ всфми широтами и долготами было одинаково и 
еслибы распредвлене веществъ внутри земли было функиля 
отъ одного лишь рад1уса, то сокращене земли былобы ‘во 
возхъ направлен1яхъь одно и тоже. а потому на поверхности 
_моглибы образоватьея лишь складки да мелвья трещины и 
впадины. Но коль скоро одно изъ трехъ вышеупомянутыхъ уело- 
в1Й не удовлетворено, то сокращен1е неодинаково во вефхъ на- 
правленяхъ. ВелЪфдетв!е этого образуются обширныя выпукло- 
сти и впадины. Поэтому Леконтъ {) предполагаетъ, что мате- 
рикя образуются блатодаря мзотнымъ разлимямъ въ общемъ 
рад1альномъ сокращен!и земли. Фишертъ ?) вооружается противъ 
этого инфня, говоря, что такъ какъ радлусъ земли отъ нача- 
ла охлажденя до настоящато времени сократилея всего на б 
анг. миль, (анг. ийля==1,609 метрамъ) то разности въ рад1аль- 
номъ сокращенти някакъ не мотли довести до образованя ма- 
териковъ. ЭдЪеь опять встр8чаемъ туже самую слЪпую вру 
въ авторитетъ Томсона. Такъ какъ тотъ остановился на числ» 
100,000,000 хЬтъ для возраста земли, то Фишеръ вычисляетъ 
сокращен1е радтуса послВ ста миллоновъ лЪтЪ, хотя самъ Том- 


1) РБуз1ез оЁ Фе Еат’з Сгизё стр. 126. 
*) 410...... етр. 355. 
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сонъ ') говорить, что возрастъ земли вЪроятно заключается 
между 20 и 400 миллионами л$тъ. Мы здЪеь не будемъ опре- 
дВлять возраста земли, не будемъ искать. доказательетвъ 770 
и софта, основанныхъ на продолжительности времени. въ те- 
чен1е котораго земля охлаждается. Мы только посмотримъ, ка- 
ке процессы и при какихъ условяхъ способны довести до 
образовантя новыхъ материковъ и Океаническихъ бассейновъ. 

Прежде всего раземотримъ вл1ян!е внфшнихъ условЙ, ко- 
торыя можно обозначить однимъ назваемъ климатическихь 
условий. Этому вопросу была посвящена первая часть настоя- 
щей работы (ХГУ томъ Зап. Математ. Отдзл. Новоросс1Йскаго 
Общества Естествоиспытателей) поэтому въ слЪдующихъ затВиъ 
строкахъ только вкратц повторимъ изложенные тамъ результаты. 





:) СооНис оё Ше Еаг(В. Тгезё, оп М4. РИ, Ш часть стр. 474. 


ГЛАВА 1. 


Разборъ термическихъ факторовъ. способствующихъ обра- 
зованйо новыхъ неровностей рельефа. 


Подъ климатическими факторами будетъ понимать разно- 
сти въ распредфленти средней солнечной теплоты въ поверхно- 
сти суши, вмян!е холодной воды въ Океанахъ на температуру 
дна и т. п. 

Можно совофмъ не вдаваться въ раземотрЪне услов1й_ 
утраты теплоты въ поверхности суши и на днЪ Океана. 

ИзвЪстно, что, если внутри тЪла передача теплоты совер- 
шается путемъ теплопроводности; то температура вполн опре- 
дЪляетея во всякое время, во всякомт м3ЗотЪ. если извЪетно 
первоначальное распредЪлен!е температуры и температура по- 
верхности во всякое время '). СлЪдовательно вмЪсто того, что- 
бы разсматривать условтя передачи теплоты, лучше взятъ во 
внимане данныя, позволяющля опредЪлитъ температуру поверх- 
ности шара. 

Мы будемъ разсматривать однородный таръ, вопервыхъ 
потому. что строен1е ядра земли намъ неизвЪетно. во вторыхъ 
потому, что задача объ охлаждеюи неоднороднаго шара, пока 


1) Т. е. другими еловами извзетному первон. распредзлен1ю темпера- 
туры и известному ходу температуръ внутри тЪла въ поелфдующее время 
соотвфтетвуетъ только одно распредЪлен1е температуры въ поверхности и на- 
оборотъ. 
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коэффицтенты теплопроводности и т. д. не выражены въ функ- 
цш оть координатъ не можеть быть доведена до окончатель- 
ныхъ результатовъ. 

Мы задаемся н. п. олЪдующимъ вопросомъ? Не произво- 
ДИТЪ-ли климатическое неравенство между экваторомъ й полю- 
сами нЪкоторато вмяшя на форму земли. ОтвЪтъ послЪдуетъ 
изъ нЪкоторой теоретической задачи. которую сейчасъ рЪшимъ. 

Исключимъ вл1ян1е всЪхъ прочихъ климатическихъ фак- 
торовъ. Предположимъ. что первоначальное распредЪленте тем- 
пературы внутри тара было функция отъ радлуса, но съ йз- 
взстнаго момента, положимъ съ момента #==0 въ средней тодич- 
ной температур верхняго слоя почвы оказываются н%которыя 
разности, зависящия отъ географической широты. Если средняя 
температура почвы подъ экваторомъ превышаетъ среднюю тем- 
пературу почвы на полюс на А градусовъ. то можно выразить 
это неравенство въ видЪ функщи отъ геогр. широты слЪдую- 


щимъ образомъ: 
ео у 
А $2 Ф — о] 
( о 


или, вводя вмЪето геогр. широты угловое разетояне отъ с}- 


вернато полюса; 
А ( — с0320 ) 
3 


Температура шара выразится слЪдующей формулой ') 


т (+) 4 ( — 6052 ,)[1 — ы (ТУ). 


Г есть функия только отъ времени и радтува. Поэтому 


во всякой шаровой конпентрической поверхности она имзетъ 


1) См. [ чаеть этой работы $ 4. 


Т. ХУ Зап. Мат, Огд. 3 


РСС о ао АОИ ОН 
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вездь одно и тоже значене. изифняющееся только въ завиеи- 


мости отъ времени. Олвдующий членъ выражаеть влмяне кли- 
_матическаго неравенства между полюсомъ и экваторомъ. Функ- 
ця: 5) есть нфкоторый рядъ, состояний изъ экспоненщальныхъ 
и изъ Бесселевыхъ функий слЪдующаго вида '): 


=20 , а р 
, = Ура, (р:т)е ° | А 
А 
ГД 
| 2 
2, —  — 
ЧФ (р) 
р; Ор, 


РЕ. 
("= р 


Ло, веть функия Бесселя порядка: 2-'/.. 
Коэффищенты: р опредфляютея изъ уравнения: 


(тр. В)==0,; гдз А = радуеу пгара, 
1 


Для о В 
р 20 $ = 0 УГ 
длЯ ый Не 


Благодаря этимъ свойствамъ ряда $., въ новерхности шара 
т. е. въ новерхности х=А разности температуръ поверхности 
зависятъ только отъ члена: 


А ( 3 ,) 


ибо Г. въ поверхности всюду имЗетъ одно и тоже самое зна- 
чен1е. Тоже самое происходить и внутри шара во всякой кон- 
центрической шаровой поверхности. ‘Только разности темпера- 
туръ меньше. Он зависятъ отъ выражения: 


*) Знакоположения остаются тз же. что преждз. Прим. авт. 


ь р 
Ё 


№ 


Е: 


о кол 
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(1)'4( — 0820 )а — 8) 


Въ продолжене времени отъ о до Е, воямЙ элементъ поляр- 
наго илй экватортальнаго рад1уса, имЪвиий длину: 4” изм?- 
нится и будетъ имЪть длину. 


4" [1 + «(У У)) | УП 


Такъ какъ температура Г въ формулЪ ТУ не можетъ ока- 
вать вмяня на измфнен1е сжат!я. только на общее сокращенте, 
то предположимъ. что она совеЪмъ постоянна по отношентю ко 
времени. при 

эначитъ: (смотри формулы: ТУ) 


2А г\? 
ри. =—=а—# (1) ' 
и ИЕ 
вдоль полярнато радлуса; 
4(1 т УП 
—5 (т) 
вдоль экватор1альнато радтува. 


Сл довательно полярный радтуеъ, имЪвиий въ моментъ 


Г. — Г, = 


&2| > 


‚=0. длину: В въ моментъ #=# иметь длину: 


® 


В— вая а хи 1х 


1) Если взять во вниман!е другой рад!усъ. составяяющий съ полярнымъ 


уголъ 9, то: | 
7—7 =А (= -— ©0329 да—=(*.) 


Однако, кром® направлен1я главныхъ осей, по всВмъ другимъ напразвлен1ямъ 

проиеходять н%которыя тангенц1альныя, хотя крайне малыя перемвщеная. 

Вел детв1е этого хормула УП прим%нима къ нимъ только въ приближенти. 
Прим. авт. 
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ИЛИ 


3аА АЕ 
в(1 зы “) А ый 


Экваторальчый рад1усъ., имЪвиий длину: Л, теперь иметь 
длину: 


| = оС“ ь 
(1+) зи те Хх 


отсюда. пренебрегая малыми величинами, найден для сжалия ') 
выраженте: 


— 


т т те 


ДЕЯ \ 


0 
Котда { = 00, 10 $, = о й ежаме равно: 


в. 
<. 


5 Х1 
3 | 


Полатая. виЪств съ Фитеромъ 2} г = 0.000007 на 1° Е. 
или (.0000126 на 19°0., полагая дальше, что А = 50° 3), 
найдем сжат!е: 





1) Въ 1-ой части этой работы я вычиеляль дехормащи другимъ обра- 
зомъ. Результатъ получился больший, но Формула для измЪнен1я длины рэ- 
д1уса была не совсВмъ тозная. Она была выведева въ предположения, что 
разширен1е въ сторору невозможно. | Прим. авт. 

2) О. ЕзЪег. Оп {Ве шьеап Ве150+...... РЬП. Масат. 25 томъ 17 стр. 

*) Разность средней температуры почвы у полюса и на экваторз въ 
50°С., кажется мн». достаточна. Въ самомъ жаркомъ климатВ въ настоя- 
щее время средняя температура воздуха не превышаетъ 30°С. Изъ наблю- 
денйй надъ температурой почвы извзетно, что ередняя темп. почвы обыкно- 
венно нзеколько выше ередней температуры воздуха. Въ Нукусз надъ Аму 
Дарьей по наблюден1ямъ Доранта положительная разница 4°С. Температура 
почвы на полюсв намъ неизвзетна, но средняя температура почвы въ Якут- 
скъ на глубинВ 2 метровъ равна—11°1С.. а. судя по температурамъ воздуха, 
въ иныхъ м3зетахъ Восточной Сибири она’ доходитъ до—15°С. Такимъ обра- 
зомъ, въ настоящую эпоху разность можду самыми крайними температурами 
почвы взроятно не больше 50°К.. Что касается предъидущихъ геологических 
эпохъ, если припомнимъ, что вл:ян1е внутрепней теплоты земли на темп. 
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1 
6,0024 = 76. 

Разность между экваторальнымъ и полярнымъ радТусомъ 
равна 13'78 метрамъ, если средний радтусъ земли равенъ 6370 
километрамъ. 

Такъ какъ климатическое неравенство между иолюсомъ и 
экваторомъ есть навзрно самое древиее. то быть можетъ, въ 
сожатши земли есть нзкоторая доля, которую слЪдуетъ отнести 
на счетъ этого климатическато перавенства. Но эта доля на 
вфрно меньше вычисленнаго здфеь сжал1я, ибо оно составляетъ 
предзлъ. достижимый только посл безконечнато времени. Оно 
мало увеличивается, если коэфф. разширеня для ядра больше 
коэффищента разширемя для воществъ коры; ибо окончатель- 
ное сжате внутреннихъ слоевъ опредЪляется формулой 1). 


а ХИ 


ОлЪдовательнс оно уменьшается прямо пропоритонально квадрату 
разстоян1я отъ центра-—а потому въ общемъ преимущественно 
зависить отъ сокращеня верхнихъ слоевъ. Точно такъ, если 
предположимъ, что въ темиературз почвы существуетъ неравен- 
6тво вида 


Б 
— с0$0 
й 08 


[гдв Б выражаетъ амплитуду разности темиературъ между од- 
нимЪ и другимъ полюсомъ], то найдемъ на одномъ полюсЪ воз- 
вышен1е поверхности въ: 





почвы было ввроятно больше. чЪмт въ настоящее время; то придемъ къ за- 
ключен!ю. что разность температуръ въ 50°С. для этихъ эпохъ совершенно 
дозтаточна. Прим. авт. 

1) Эту хормулу легко вывести на подоб1е хормулы ХТ, интегрируя въ 
ФОрмулахъ [Х и Х отъ о до у. Прим. авт, 
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и . А метровъ 


& на другомъ понижене въ: 


. =. А метровъ 


н. п. полагая, что В =10° найдемъ, что 


а е. А=200.6 метрамъ. 


Я взялъ амплитуду въ 10°С, имЪя въ виду неравенетво тем- 
пературы между полутаемъ Океановъ и полушаремъ суши. 


Такимъ образомъ полюбъ: 9==0 долженъ находиться вблизи. 


Лондона. полюсъ 0 = т, въ антиподахъ Лондона. Амплитуду 


въ 10°С. нахожу изъ приблизительнаго вычислен!я, если устра-. 


нить вс проч1е климатическте факторы. РазумЗется функцля 


В 050 


2 


только въ грубомъ приближении изображаетъ разсматриваемое 
климатическое неравенство. Можно себ представить, что 00% 
деформащи, прежде вычисленная и только что упомянутая, 
какъ бы наложены другъ на друга") и вычислить поднят!е, или 
понижен1е поверхности въ данномъ мЪст®. Нужно только пом- 


НИТЬ. что для первой полярная ось проходитъ сквозь геогра-_ 


Фическе полюсы. для второй сквозь Лондонъ и его антиподы. 
Большя неровности рельефа, какъ 06% Америки, Европа 
съ Африкой выражаются гармоническими функщяма 4-ато по- 


1) Еслибъ взять предвльныя разности между температурой дна Океа- 
новъ и почвы материковъ. то получились бы возвышен!я и понижен!я дохо- 
дящ1я до 700 м. Но тогда нельзя уже сочетать об% дехормаци вмзетв. 

Прим. авт. . 


Е р4 #, .’ и, у м са 
& Я ре" А, 
С Г ЗН 





\ 
ПРА тля 
ПЛА ЧЕ 


‘ 
АХ #4 
ее РА: 


4 о 
хе 
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рядка ') но разлия въ температур почвы, находящияся въ 
прямой зависимости отъ этихъ неровностей рельефа. незначи- 
тельны ^). (Съ другой стороны въ выражеши ихъ вллян!я на 
температуру внутри земли появляется факторъ: 


р ) 

В 
& потому даже окончательныя деформащи будутъ незначительны. 
ОнЪ не будуть больше какой нибудь сотни метровъ. 


Помощью ряда сферическихь функ можно выразить кз- 
кое угодно распред$лене температуры въ поверхности земли й 
проелздить влтян1е такого распредвлен1я на темнературы ядра. 
но для нашей цЪли этого не нужно, ибо мы уже показали ка- 
кое значене для деформаши земли имфютъ главнЪфЙйлие клима- 
тическ1е факторы. 


Теперь мы въ состояни дать отвЪтъ на нЪкоторые въ по- 
слфднее время затронутые вопросы. Н?Ъеоколько лЪФтъ тому на- 
задъ Фэй и Лаппаранъ 3) вели оживленвый споръ объ охлаж- 
ден1и земли. Фэй утверждалъ. что земля болЪе охлаждена подъ 
Океанами, чЪиъ подъ материками. Очевидно Фэй былъ правъ, 
ибо разъ температура почвы на дн Океана ниже. чЪиЪъ въ 
поверхности суши, то это отзывается и на внутреннемъ рас- 
предёлени  томпературы. Въ свою очередь Лаппаранъ быль 
правъ, говоря, что у полюсовъ, или вообще въ области очень 
холоднаго климата охлаждене больше, чЪмъ подъ дномъ Океа- 
НОВЪ. 

Артументъ Ланпарана, что почва подъ дномъ Океана 
плохо проводитъ теплоту. не выдерживаетъ критики. Почва на 


1) С. Н. Бату" Оп %Ъе з%4теззез. РЫИ. Тгапз. 173 томъ Ратф. 1. стр. 228, 

1) Чтобы пояенить значен1е этихъ словъ укажемъ н, п, на разности 
температуры, соотв тетвующей данной широтф. ЗдВеь можно тоже взять 
предвльныя разностл. Тогда дехоруац1я дойдетъ до 300—400 метровъ пони- 
жен!я или повышен!я. 

3) С. В. Веуце. бе1еп аце. Ва. Зое. Сео]. за 1886 г. 


40 М. П. РУДСКЙ _ 40 


днь Океановъ состойтъ изъ твхъ-же самыхъ твердыхъ веществъ. 
что почва материковъ. Почва въ поверхности материковъ про- 
питана отчасти водою. но кромЪ этого воздухомъ. Почва на 
днз Океановъ пропитана лишь водою. Литровъ-же ') доказалъ, 
что. ЧФмъ меньше воздуха въ данной почв. а больше воды. 
тЪмъ лучше она проводитъ теплоту. Фэй полатаетъ, что велзд- 
стве большого охлажден!я плотность вешествъ подъ Океаднами 


больше такъ. что массы веществъ въ двухъ конусахъ, имЪю-_ 


шихъ вершины въ центр, одинЪъ и тотъ же. уголъ отверетия у 
вершины и основан1я: одинъ на поверхности материка. друтой 
на поверхности моря равны. | 

По нашему выхолитъ, что это во воякомъ случаВ не мо- 
жетъ быть отнесено на счетъ климатическихъ факторовъ., такъ 
какъ ихъ воздЪйств!е слишкомъ слабо. Наши разсужденя и 
вычисленя вмзетЪ съ тЪмъ показываютъ, что’ климатические 
факторы играютъ малую роль въ образоваюи неровностей релье- 
фа, хотя несомнЪнно ло нЪкоторой степени способетвуютъ по- 
отоянству Океаническихъ бассейновъ. Охлаждене все таки ин- 
тензивнзе подъ Океанами, ибо дно ихъ покрыто холодной во- 


дою. велЪдетв1е чего они углубляются противъ средней поверх- 


ности земли. 

Говоря въ главз Г о гииотезВ Дэны мы отложили ея 0б- 
сужден!е до того времени, когда займемея вопровомъ вмяня 
климатическихъ факторовъ на образован1е матерйковъ. Очевид- 
но теперь въ нашихъ глазахъ гипотеза Дэны оказывается мало 
вфроятной. 

Если вышеизложенная гипотеза отдВленя луны справед- 


лива. то благодаря катастрофЪ, распредфлене темпоратуры внут- 


ри земли сдЪлалось несимметричнымъ. ДЪЙствительно, до ката- 


строфы м}610. гдз температура доходила до максимума в3З-. 


роятно совпадало съ пентромъ фигуры, а изотермическя по- 





1) МИго\у. Оерег геаНуе УУ&гтее Кито а 1оке1 51425. Асаа. Е. 
УЯеп ГХХХ][. П АМ. стр. 110, 


кор фена орт подр -т ВЬ, -224 
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верхности были поверхности тото-же вида. что и фигура земли. 
Такъ н. п. въ эллипсоидВ онз были концентрическе эллип- 
соиды. Посл катастрофы центръ фигуры измфнилъ свое поло- 
жене относительно мЪета, гдЪ температура доходила до мак- 
симума. Вол дотвте этого охлажденше сдЪлалось неодинаково 
вЪ направлени разныхъ рад1усовъ. Оно сдЪлаловь болфе ин- 
тензивнымъ съ той стороны тзла. гдЪ виЪшняя поверхность на- 
ходилась ближе отъ наиболВе нагр®той области. 


Объемъ луны въ 50 разъ меныше объема земли. Юсли до 
и послВ катастрофы фигура земли была приблизительно шаро- 
вая и все вещество для образованя луны было отнято у одной 
стороны земли. то не трудно вычислить. что разстоян1е между 
центромъ фигуры и найболЪе нагртой точкой посл катострофы 
должно составлять всего около 42 километровъ,—но при дру- 
той фагурв это разстояме можетъ бытъ больше. 

Вмян1е экоцентрическаго распредзленя температуры мо- 
жетъ быть прослЪжено на примЪрЪ тара. Съ этой цЪлью мож- 
но воспользоваться извЪстными аналитическими задачами, въ 
которыхъ рЪшаетея вопросъ перемннаго состоян1я при какомъ 
угодно первоначальном распредзлени температуры. Но путь 
этоть неудобенъ, ибо нужно непремзнно опредфлить форму 
функщи, выражающей первоначальную температуру. Между тЪиъ 
у насъ нЪтъ никакого критерлума для опредлен1я этой функ- 
ци такъ, что выборъ ея остается въ широкихъ предЪлахъ про- 
извольнымъ. Притомъ функшя, выражающая температуру имЪетъ 
видЪ рядовъ. неудобныхъ для раземотрвня. 


Поэтому мы избираемь слфдующий обходной путь. Поло- 
жимЪъ. что у насъ есть шаръ. Въ извЪетный моментъ темпера- 
тура въ этомъ шар есть функшя отъ разетояня отъ нзкото- 
рой точки: А. находящейся на разстояни а отъ центра С. Са- 
мая высокая температура въ точкЪ: 4. Очевидно самое боль- 
шое сокращенте будетъ въ области точки Р, самое малое въ 
области точки Г". 
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Вычислимъ окончатель- 
ное сокращене рад1уса СР 

п радлува СР". 
Вь моментъ &=0 тем- 
р! Олий В ——| р пература въ извЗетной точ- 
кф внутри шара была; Г, 
ПослЪ безконечнаго време- 
ни, температура тара вею- 
ду дБлается равна темпе- 





хх. 1 
ЯН ратурв среды; Г„. Поэтому 
И ыы элементь рад1уса: 4” по- 
ЕАН 
я елЪ безконечнато времени 
АС = АБ сокращается на: 
в. (7, — Г) а" 


гдЪ = обозкачаетъ коэффишентъ линейнаго разширенля, Поэтому. 


послЪ совершеннато охлажденя. разность между длиной радлуса 
СРи СР’ будетъ: 


СР! 


Ср 
ве \ (Г, — Г,) 4% —е\ (Г, — Г,) 4 
о 0 
Эту разность можно написать такъ: 


- [\ т а, 
о Са 


®(Р со СР! | 
а \ (ди А «| 
.( (7: 


СВ 


Но Г„ веюду имфетъ одно и тоже значеше, Г, симметрично 
относительно точки: А, поэтому первый и второй интегралъ 
равны, трет и четвертый интегралъ тоже равны. — Вел детв1е 
этого можно написать нашу разность подъ видомъ: 
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- ся СР. 
В \ (7. ,) А (У.--—Г,) «| 
со 
_Эамзтимъ сначала, что такъ какъ: 
ОР' = 2. СА 


то, коль скоро И, постоянно во всемъ шарз, эта разность об- 
ращаетея въ нуль. какъ и слЗдовало ожидать. 

Разсматривая это выражен1е замЗчаемъ. что разность меж- 
ду длиною рад1усовъ СР и СР’ тфмъ больше, чЪиъ больше: 


1) коэффищенть разширеня. 2) разстояе СА между центромъ 
ара и точкой, гдз температура доходитъ до максимума. 3) 
Когда: Г, — Г, въ промежуткЗ СА значительно больше. чЪиъ 


въ промежуткв СОР’. Этому послЪднему условю удовлетворяетъ 
такое распредВлен1е температуры до катастрофы, при которомъ 
температура ценпральной части ттъла была высокая, срав- 
нительно с5 температурой внтиинихь слоевь. Чтобы вобта- 
вить 660% поняте о величинЪ деформации, возьмемъ слздуюций 
примзръ. Пусть СА-==42 килом. пусть г=0,0000126 ') на 
1°С. Пусть въ промежуткв СА ТУ, — Г, = 10000°С, въ сред- 
немъ: [это самая натрЪтая областы] а въ промежуткВ ЧР’ 
Г, —,, = 500°С. [это внзшне пласты до глубины 80 кило- 
метровъ]. Тогда разность: 


СР' — СР = 10 километрамъ съ небольшимъ. 


Разетоянте между центромъ прежней и новой фигуры, при- 
нятое нами въ этомъ примЗрЪ. скорЪе минимальное, чВмъ пре- 
увеличенное. Разность между температурой центральной обла- 
сти и внъшнихъ слоевъ въ каше нибудь 9500°С. тоже при- 
надлежитъ къ разряду вЪроятиыхъ разностей. Между тфиъ 
предзльный эффектъ леформати оказался значительно больше, 





') Это коэхФфищентъ Фишера. 
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чумъ въ случа климатическихъь факторовъ, да притомъ абео- 
лютная величина этой деформаии есть величина совершенно 
того-же самаго разряда. что разстоянтя между уровнемъ дна въ 
весьма глубокихъ частяхъ Океановъ й уровнемъ поверхности 
самыхъ высокихЪ плоскоторИЙ. 


Обсуждая климатическе Факторы и влляне экецентриче- 
скаго первоначальнато распредфлентя температуры. мы говорили 
единетвенно о предЪльной деформащи т. е. о деформащи. ко- 
торая завершается только посл безконечнаго промежутка вре- 
мени. Поэтому здЪеь умфетно сдфлать слфдуюния замфчантя: 
{) Охлаждене и всЪ соединенныя съ нимъ явлен1я идутъ сна- 
чала въ болъе быстромъ тэмио. которое потомъ все больше й 
больше замедляется. 2) Климатическя неравенства тЪмъ ско- 
рЪе доходятъ до предЪльнаго влян1я. чзмъ порядокъ ихъ вы- 
ше '). Для поясненя этого положешя приведемъ слздующий 


примВръ. Пусть у охлаждающагося шара будетъ неравенство. 


климатическихь услов1Й между однймъ и другимъ полушартемъ 
й кромЪ того неравенство климатическахъ условй между но- 


лярными и экватор!альной областью. Въ выражене температуры _ 


войдутъ сферяческля функщи нулевого. первато и второто по- 


рядка. Функцтя нулевого порядка отвзчаетъ общему охлажденио, 


перваго — неравенству климатическихъь услов!й между обЪими 
полутартями, второго, неравенству услов1И между полярными и 
экватортальчой областью. Прежде всего до предЪла доходитъ 
влян1е неравенства второго порядка т. е. измвнене сжатия. 
потомъ несимметричная деформащя а полушартй. Наконецъ 
только общее охлаждене. 

Можно подобнымъ образомъ опредзлить ходъ деформации, 
зависящей отъ первоначальнато эксцентрическато распредзлен1я 
температуры; если извЗстна форма фунюши, выражающей эту 
температуру. 


1) Ср. Въ теор1я вВковаго охлажденя. Г чаеть. Стр. 33, 


в к ь + # 
О ИР Е ре 2 
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Ходъ охлажден!я й рядомъ съ этимъ сокращен1е особенно 
на первыхъ порахъ зависитъ отъ предположеннаго первона- 
чальнаго распредзленя температуры. Такъ н. п. у одЕороднаго 
шара въ сравнительно простомъ случаЪ, когда температура веегда 
была и есть функия отъ радлуса въ общемъ случаз темпера- 
тура выражается безконечнымъ рядомъ вида: 


— ар“ 
У Ае. тр 


у 





Если натъ шаръ имфетъь размЪры земли ') то чиеленное зна- 
чен1е коеффитентовъ при # будетъ поочереди 


т 4т? 91? 25т? 
Тот > 108 › 10° ° То’ 


Первый членъ ряда уменьшается до значен1я въ половину мень- 
ше первоначальнато только черезъ 0.000 миллюновъ лЪтъ 
слишкомъ. второй посл времени въ четьре раза менфе про- 
должительнаго. трет1й черезъ время въ девять разъ менЪе про- 
должительное и т. д. 

Очевидно. коль скоро въ данномъ выражен температуры 
первый, второй и т. д. члены появляются съ большими коэф- 
фицлентами, & члены боле высокаго порядка съ очень малымы, 
то характеръ всего процесса зависить отъ этихъ первыхъ чле- 
ковъ и охлажден!е идетъ весьма медленно. Въ противномъ слу- 
ча наоборотъ. Но абсолютная величина коэффищентовъ А ка- 
ходится въ самой тзеной связи со свойствами функти, выра- 
жающей первоначальную температуру 2). 





") Здвеь принимаемъ, что а? т. е. отношене коэффицента теплопро- 
водпости къ коэхФищенту теплоемкости при единицахъ: времени —годъ, длины 
англ. Фхутъ имзетъ численное значен1е: 400 [коэфФ. Томсона] Рад1уеъ земли 
въЪ хутахъ: 20.000,000. Ср. Еъ теор1и охлажден!я земли. Т часть ‘49 стр. 

*) Подъ первоначальной температурой понимаемъ температуру въ ка- 
кой нибудь опредзленный моментъ времени н. п. въ моментъ катастрохы, 
благодаря которой луна отдвлилаеь отъ земли. | Прим. авт. 
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Изъ этого слфдуетъ. что въ концф концовъ нельзя ска- 


зать ничего положительнаго о томъ, въ какой степени въ о0- 
временномъ рельефЪ земли выражается вляне распредзленя 
температуры внутри земли въ моментъ катастрофы. При из- 
взетныхъ усломяхъ быть можетъ, что въ вастоящее время 
уже пЪфлые материки слЪдуетъ разсматривать какъ результатъ 
деформацш, обусловленной несихметричностью распредЪзленля 
температуры. Но при другихъ условяхъ деформашя пожалуй 
состоитъ въ незначительныхь поднятяхъ и опусканяхъ. 


Теперь мы должны перейти къ влян1ю несиметричнато 
распредзлентя веществъ внутри земли. При другихъ теоряхъ 
происхожденя материковъ и горъ предполагается. что земля 
ииетъ концентрически слоистое строене кромЪ тонкой внЪи- 
ней коры, въ которой. благодаря тгеологическимъ процессамъ, 
господствуетъ большое разнообраз1е. Но это разнообраз1е имзетъ 
до нЪкоторой стенени м$отный характеръ. Слои см8няютЪ другъ 
друга, но рЪдко вотрЪчается слой, занимающай настолько об- 


ширное пространство, чтобы его термическя свойства могли 


отразиться въ ходЪ охлажденя земли. Притомъ, слои внфш- 
ней коры не прочны. Они подвержены разрушено отъ д%я- 
тельности воды. Перодъ ихъ существованя въ сравнени съ 
продолжительностью существовамя земли не великъ. Между 
твыъ, какъ выше было указано, нужны неслыханно долге 


промежутки времени для того, чтобы произвести зам тный э4-. 


фектъ въ ходЪ охлажденя земли. Совозмъ не то. ебли поло- 
жимъ. что въ боле глубокихъ. не затронутыхъ депудащей 
елояхъ земли распредЪлен1е веществъ не вполнз концентриче- 


ски слоисто. Можно наприиЪръ полагать, что катастрофа ©ъ. 
одной стороны земли устранила цзлый слой, который ©ъ дру- 
той стороны сохранился. Лима могла быть отчасти занесена раз- 


личными другими веществами. 
Если притомъ сказанный слой довольно значительно раз- 


личается по своимъ термическимъ свойствамъ отъ сосВднихъ 
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слоевъ, то въ ход охлаждеютя одной и другой стороны зем- 
ного тфла должны существовать довольно крупныя различля. 


Отъ прямого аналитическаго изслЪдован1я вопроса мы долж- 
ны отказаться. вопервыхъ потому, что задачи объ охлаждени 
неоднородных тЪлъ принадлежать къ разряду нерзшенныхъ, 
ва исключенемъ ') нЪкоторыхъ болфе простыхъ случаевъ. во 
вторыхъ потому. что р8шеня получаются водъ видомъ безко- 
нечныхъ рядовъ крайне неудобныхъ для изелЪдованя. Притомъ 
коэффипенты рядовъ зависятъ отъ неизвфетнаго намъ распре- 
дфленя температуры въ моментъ катастрофы. Даже въ зада- 
чахъ, относящихся къ однороднымъ тфламъ, относительно ко- 
торыхъ существуютъ полныл аналитическя рЪзшентя, коль ско- 
ро первоначальная температура неизвЪста, ряды даютъ крайне 
немногое. Въ виду этого и здЪфсь постараемся получить н%ко- 
торые результаты другимъ путемъ. Притомъ будемъ разематря- 
вать шаровидное т$ло. 


Прежде всего слздуетъ замЪтить, что въ неоднородномъ 
тВлв деформаия зависитъ нетолько отъ различ!й въ ходЪ охлаж- 
ден1я. но тоже отъ различ въ ходЪ сокращетя различныхъ 
веществъ. Такъ н. п. охлаждене можеть идти вЪ двухъ м- 
стахъ «рат ра3зи», а сокращенте блатодаря различнымъ коэф- 
фишентамъь разширеня можеть быть совершенно различное. 
Возьмемъ слЗдующЙ примЪръ. Въ задазЪ Томеона ^) предпо- 
лагается. что первоначальная температура постоянна внутри 
всего тфла. Для плато милмарда лЪтЪ можно пренебречь вля- 
н1емъ кривизны. Поэтому Томсонъ разематриваетъ безконечное 


1) Такъ н. п. Пуасонъ р8шалъ задачу объ однородномъ шарВ съ кон- 
центрической оболочкой. Эта задача находится въ его ‹ТНеоге тафета- 
Ч ие 4е ]а спа]ейг». Таже задача и задача объ охлаждении двойной пла- 
стинки, состоящей изъ двухъ веществъ р®Ъшена авторомъ наетоящей работы. 
См. М. П. Рудеюй. Двз звдачи изъ тоорйи теплоты ХТ томъ Зап. Матем, 
Отд. Новоросе1йекаго Общества Естествоиспытателей, 

2) Соопро. ог Ще Еагё®. 106. сЦ. 


48 М. П. РУДСЕИЙ. 48 


ТЪло, ограниченное съ одной стороны плоскостью. Онъ нахо- 
дить, что послВ ста миллюновъ лётъ на глубин 500—600 ') 
англ. миль измфнен1е температуры совефмъ незначительно. По- 
этому. если предположимъ, что различя въ способности сокра- 
щаться ограничиваются слоемъ тоже въ 500—600 англ. миль 
толщины, а различ! въ теплопроводности и теплоемкоети нЪтъ, 
то можемъ воспользоваться задачей Томсона. Фишеръ ^) ва 06- 
новая данных Томсона вычисляетъ, что за эти сто милл1о- 
новъ лЪтъ радлусъ земли сократился на 6 англ. миль. Еели 
положимъ, что въ нЪкоторой обтирной области 3) коэффящентъ 
разтиреня въ я разъ больше коеффицлента Фишера [0,0000126 
на 1°0.), то найдемъ вокращене радтуса въ 6% англ. миль. 

Поэтому разность уровней будетъ: (®—1)6 англ. миль. 
Уже этотъ примЪръ показываетъ. что блатодаря неравном рному 
сокращентю могутъ образоваться довольно крупныя неровности 
рельефа. если: 

1. Слои сильно различаются другъ отъ друга въ епособ- 
ности разширяться подъ вланемъ измЪнешй температуры. 

2. Если слой, различающЙся отъ другихъ слоевъ по своимъ 
свойствамъ отличается большой мощностью и занимаетъ боль- 
шое пространство (н. п. хоть цзлое полушар!е): 

3) Если время, истектее съ момента катастрофы “), до- 
статочно продолжительно. 

Эдзсь мы должны напомнить. что даже въ слоф, состоя- 
щемъ изъ одного и того-же самато вещества, сокращене мо- 


1) Англ. миля=1619 метрамъ. 


2) Ош \е шеап Ве101% оЁ е]еуайот...... РВ. Маса2. 25 т. 5 серйи. 
3) Слвдуетъ помвить. что постоянно идетъ рЪчь о различаяхъ не въ 
вертикальномъ, а въ горизонтальномъ наэправлени. Прим. авт. 


“) Нарочно употребляемъ мене опредзленное слово: катастроха, что- 
бы дать понять, что не только отдвлен1е луны, но и другая катастрофа мог» 
ла дать поводъ къ измВнен1ю строен1я земли изъ концентрически елоистаго 
на менЪзе или болЪе веправильное, _ Прим, авт. 
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жетъ быть неодинаковое, ебли благодаря какимъ-либо причи- 
намъ н. п. эксцентрическому распредъленю температуры онъ 
въ одной области находится въ твердомъ, а въ другой еще въ 
жидкомъ илй полужидкомъ состоянти. 

Перейдемъ теперь къ термическимъ свойствамъ поролъ. 
Можно ‘бы подумать. что способность лучеиспусканя у породт, 
залегающихь на поверхности имфетъ большое вллян1е на ходъ 
охлажденя внутри земли. Однако это не такъ. Еще Риманъ а 
раньше его Пуассонъ сдЪлали замфчане, что коэффицентъ 
лучеиспуекания у очень больииихь тмьль какъ н. п. земля оказы- 
ваетъ сравнительно малое вл1ян!е на холЪъ охлаждетя. Исключе- 
н1е составляетъ только тотъ неимзющий практическатго значен1я 
случай, котда коэффицшенть лучейспускан1я есть безконечно ма- 
лый. Н. п. для шара той величины. что земля, получается 
почти такая-же самая температура для извфотнаго момента вре- 
мени, когда положимъ. что коэффицентъ лучеиспуеканля имъетъ 
конечное или безконечное значен!е. 

‚ ДЪло въ томъ., что функшя, выражающая температуру ша- 
ра заключаетъь нЪкоторые постоянные коэффицтенты, зависящте 
отъ услов1й передачи теплоты въ самой поверхности. Они опре- 
дЪляются изъ нЪзкотораго трансцендентнато уравнен1я, въ ко- 
торое- входить и коэффишентъ лучейспусканя, но раздлен- 
ный на коэффишентъ теплопроводности и умноженный на ра- 
д1уеъ. Если радйусъ очень большой, то мног1е первые корни 
этого уравнен1я выходятъ всегда очень близюе къ кратнымъ 
числа: п. между тЪиъ когда коэфф. лучеиспускантя безконечно 


большой. (или рад1убъ безконечно большой) то корни равны 
оъ точностью кратнымъ: т. Дальн1е корни уже болЪе различны 
другъ отъ друга, но во всЪхъ. иифющихъ практическое значе- 
не задачахъ. именно первые члены рядовъ, въ которыхъ по- 
являются эти корни, играютъ преобладающую роль. 

Точно также. рЪшая задачу объ охлаждени шара съ кон 
центрической оболочкой, можно убфдиться, что тонвый слой 


Т. ХУ Зап. Мат. Отд. д 
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плохо проводящато теплоту вещества имфетъ малое влиян1е на 
ходъ охлажденя, разум$ется за исключенемъ того случая, 
когда онъ или вовсе не проводить или почти не проводить 
теплоты. но таке случаи тоже неим$ютъ практическаго зна- 
чен1я: 


Приведемъ вкратц® доказательство этихъ словъ. Для одно- 
роднаго сплошного шара имфемъ уравнене '), опредЗляющее 
коэффициенты погасаня: 


И т 


отда К 





гдв Л есть радусъ шара 

/ — коэффищентъ лучеиспускаюя. 

К — коэффищентъ теплопроводности. 

Если же имземъ дЪло съ шаромъ, окруженнымъ концен- 
трической оболочкой, то уравнене °), опредзляющее коэффи- 
цтенты погасаня будетъ: 


а а 
ам Ве 


О [а (1 а = в. 
а | ( 


[4 . 
ас0$ - + Р.т- 
т, ) 


Величина 7% зависитъ отъ отношен1я толщины оболочки къ ра- 
д1усу ядра. Когда толщина оболочки безконечно малая. то п 


есть безконечно большая величина. Поэтому при очень тонкой | 





') Ср. н. п. Еоптмег. Апа\уйзеве ТЬеог1е дег У/йгше нереводъ У/ет- 
збета. ВегШп 1884 г. Гл. У стр. 280. Это тоже самое уравневе о которомъ 
выше шла рзчь. Прим. авт. 

2) М. П. Рудекй. Дв задачи изъ теор!и теплоты Х] томъ Зап. Нов. 
Общ. Естеств. стр. 141. Я называю коэффищенты, опредвляющ!еея изъ кор- 
ней урлвненйя коэффицентами погасан1я, ибо отъ нихъ зависитъ скорость 
погасан1я Функц!и, выражающей температуоу. т. е., другими еловами. отъ 
нихъ зависитъ скорость охлажденя. 


м" 4”. 2 
А, ре. =. 
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_ оболочеВ пока и есть небольшая величина (т. е. въ области 
первыхъ малыхъ корней уравнен1я) можно положить: 


Ж: 
9 — = 0 
- п 
а 
08 — =1 
т) 


тогда уравнене приводится къ виду: 


оамие (1 —)] = 2 и 
О 
Г оо —. 


здЪеь Л, есть коэффицтентъ лучейспусканя для внзшней оболочки 


но 


ее и теплопроводности.............. 
— ЛА — радщеъ воего шара. 
о — ядра. 


Такъ какъ р почти равно А. то можно написать: 


В... 
Пер. В.К, 


Подставляя это значене въ уравнене: П найдемъ 


сора (1 18) 


6-5 
тд К 


ИМИ 
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т. е. для первнхъ малыхъ корней !') можно пользоваться тВмъ- 
же самымъ уравнешемъ: Г. относящимся къ однородному шалу 
съ тей разпицею, что вмфето коэффицента лучеиспускан1я для 
ядра нужно подставить коэфф. лучеиспуеканя для вещества 
оболочки, что впрочемъ само по себЪ очевидно. И такъ для 
того, чтобы въ охлаждени отразились свойства даннато слоя, 
нужно чтобы онъ имфлъ значительную толщину. РазумЪется 
нужно тоже продолжительное время для того, чтобы онъ 
оказалъ свое вляне. Ходъ охлажден1я такой, что одна сторо- 
на шара скорЪе охлаждается и сокращается, чЪмъ другая. 

Но для того, чтобы несимметричность внутренняго строе- 
н1я сильно отразилась въ ходЪ деформащи нужно еще. чтобы 
первональныя температуры въ ц?Ъломъ т$лЪ. или покрайней 
уВрь въ большей его части были высокля. Дйетвительно. 
Когда деформащя достигаетъ большихъ размфровъ? Очевидно 
тогда. когда внутри шара на одной и той же сферической 
поверхности |имфющей центръ въ центрв шара] температура 
измфняется въ широкихъ предфлахъ. Но для того, чтобы въ 
одной и тойже поверхностн въ одномъ мЪслЪ была температура 
А эвъ другомъ В, причемъ Б больше А, непремзнно нужно, 
чтобы первоначально въ цзломъ сло была температура значи- 
тельно больше. чЗмъ наибольшее изъ В. Очевидно. чВмъ больше 
первоначальная температура, тЪмъ больше шансовъ, чтобы въ 
послздетв1ти. благодаря различямъ въ условляхъ охлаждения, об- 
разовались крупныя разности температуры. Сопоставляя прежде 
сказанное видимъ, что крупныя деформащи требуютъ вообще 
высокой первоначальной температуры. причемъ, если всегда су- 
ществовала крупная разность между температурой центра и 
внъшнихъ слоевъ, то эксцентрическое первоначальное распре- 
дЪлен1е температуры можетъ произвести довольно значительную 


деформац1ю. 


1) Припомнимъ. что во вевхъ случаяхъ, имЪющихъ практическое зна- 
чене., въ выражен!и температуры самую крупную роль играютъ члены. с©о- 
держащие малые коэффициенты погаеанйя. Прим. авт. 
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`Чтобы судить о ея величин нужно избрать какое нибудь 
произвольное, но возможное распредЪленте температуры. Н. п. 
можно сдЪлать предположение. что въ данный моментъ времени 
температура выражается функцтей: 


ан 


тдз ® есть функщя отъ долготы и широты, Эта функция имфетъ 


то преимущество. что въ поверхности всюду даетъ одну и ту 
же температуру 4, притомъ всюду постепенно падаетъ отъ центра 


къ поверхности и, если только 7% положительно. всегда даетъ 


конечную температуру для центра. Притомъ центръ иметъ наи- 
большую температуру, что. конечно не составляетъ уже преиму- 
нества, ибо при неравномЪрномъ охлаждени точка, гдЪ темпе- 
ратура доходить до максимума еъ теченлемъ времени изм?- 
няетъ свое положене, впрочемъ въ большинствЪ случаевъ не 
настолько, чтобы это мЪшало употребленю сказанной функии. 
Притомъ елвдуетъ ввести услове, чтобы граментъ въ поверх- 
ностныхъ слояхъ былъ заключенъ въ извЪотныхъ предзлахт. 
Положимъ н. п. что найбольшИ градлентъ доходить до 351. 
метровЪ. наименьшй не превышаеть 25 метровъ. Эти предлы 
достаточно широки, ибо, хотя на дзлЪ траллентъ измФнается въ 0о- 
лЪе широкихъ предзлахъ, все таки слздуетъ помнить о томъ, что 
величина градлента зависить тоже отъ чисто мВетныхъ услов!й. 


Если рядомъ съ этимъ предположимъ, что температура 
центра равна 4000°С., то разность ') между паибольпимъ и 
наименьшимь разстоян1емъ внзшней поверхности отъ центра ока- 
жется въ 1.5 километра; если-же температура центра равна 
10.000°С., то тоже самая разность окажется почти въ 10 ки- 
лометровъ. Притомъ въ первомъ случаВ разности между темие- 





') Предиолагается, что коэфф. линейнаго разеширен!я :.=0,0000126 на 
1°С. какъ у Фишера, 
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пературами въ одной и той-же концентрической сферлческой 
поверхности доходят’ до 216°0. на глубинЪ около 150 килом. 
во второмъ же спучаВ эти разности доходятъ до 800° елиш- 
комъ градусовъ С. на глубин около 250 килом. 


Принимая меньше предфлы для градлента, но желая полу- 
чить т%-же самыя числа, нужно”. взять большую температуру для 
центра. 2% | 

Нельзя придавать этимъ числамъ овобеннато значеня. 
Они только показываютъ., что высокля начальныя температуры 
и высок1я температуры центральной области способетвуютъ де- 
формащямъ, во вторыхъ. что для образоваюмя материковъ нуж- 
но, чтобы внутри шара разности между температурами въ одной 
и той-же шаровой концентрической поверхности доходили до 
нзоколькихъ сотъ градусовъ. 

Ло сихъ поръ мы разбирали услов1я, епособствуюция де- 
формащти, теперь. насколько возможно, постараемся обсудить 
въ какой степени онЪз исполняются. 


На счетъь продолжительности времени ничего не знаемъ, 
есть только догадки. Томсонъ думаетъ, что съ момента отвер- 
дЪн!я [если вещества внутри земли отвердЪли] истекло не ме- 
нЪе 20, не болзе 400 милллоновъ лЪтъ. Дэна съ начала Па- 
леозойской эпохи до нашего времени считаетъ сто милл1оновъ 
лЪтъ, но до нея имфемъ очень длинную архэйскую эпоху. Г. 
Г. Дарвинъ вычисляетъ, что съ момента отдЪленя луны отъ 
земли истекло никакъ не мензе 57 миллоновъ лётъ, но этотъ 
промежутокъ времени можетъ быть въ десять и сто разъ больше. 
За то можно составить себЪ понят!е о годичномъ сокращени 
рад1уса земли. Для этого мы должны допустить. что земля есть 
однородное тзло. Такимъ образомъ результатъ не можетъ пре- 
тендовать на большую точность, но даетъ вполнЪ поняте о 
настоящемъ значени сокращения. 


Въ продолженте времени: (4 элементъ объема Чхауа2 со- 
кращается на: | 


` 


55 ЕЪ ТЕОРИ ВЪКОВОГО ОХЛАЖДЕН1Я ЗЕМЛИ, 5> 


&7 фу 


тдЪ м обозначаетъь коэффищентъ кубическаго разширентя 
—Р — температуру 
но внутри!) тЪла: 


9, (И, 07 д 
в ол аа 


гдЪ 42? есть термометрическй коэффитщентъ теплопроводности: 
| 
— ). СОлЪдовательно въ течен1е времени (4 элементъ объема 
С | 


сокращается на: 


927 027’ 027 
я | #4444 


а объемъ пфлаго тЪла на: 


2 2 2 
ваз + Е — ты > | 4244. И) 


гдз интегращя простирается на весь объемъ тЪла. 


ИзвЪстно. что этотъ интегралъ по всему объему 2) сво- 
дится на интегралъ по всей поверхности: 


[3 ОГ О 
2 ИИ 
“\\ >. й 


тд ® обозначаетъ внзшнюю нормаль къ поверхности тзла. 
— а} — элементъ поверхности. 


т) Это есть хундаментальное уравнен1е теор1и теплопроводности. 
3) См. любой учебникъ теоретической Физики. главу о потенщаяВ н.п. 
КАтеВВой Уотезапрею Черег Ма вета зсве Рвузик. Ме1райо. 1883. гл. ХУ1 


С т Я ФУ ВСЯ ААА 
т: ое О: 
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Въ случаЪ шара: 


гдз 4 обовначаетъь градлентъ въ поверхностномъ слоЪ. Разу- 
мЪфетея принимаемъ во вниман!е средн!й градтентъ. Тогда мож- 
но вывести д за знакъ интеграшя и разширене шара опредЪ- 
литоя величиной 
— па? 
Го 4т 82. @ 
9 


гдз Д есть рад1усъ шара. Но, если таръ разширяетея. то его 
рад1усъ увеличивается, Пусть увеличентя радлуса будетъ: 


ЧЁ 
Тогда объемъ шара: 
‘4 
Е 
5 
сдЪлается больше. именно онъ будетъ теперь: 


—" 





— В + ав} = + 4*/?.аВ [приблизитель- 


но. такъ какъ ЧА въ а съ ЛД есть очень малая во- 


ЛИЧИН& |, 
И такъ мы нашли разъ, что увеличен1е объема равно: 


. СЯ 
РО 4? 
9 


а другой разъ, что оно равно: 


4т А?. аВ 
слЪдовательно : 
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Въ настоящее время традрентъ въ `.англйскихъ ') едини- 
цахъ т. е. футахъ и традусахъ Фаренгейта имфетъ численную 
величину: 51, а’ = 400 въ тЬхъ-же единицахъ и при едини- 
цз времени: годъ. наконецъ : 


ое 
гдЪ в есть коэффищенть линейнаго разширеншя. 


= = 0.000007 по Фишеру 
слздовательно 


и = 0.000021 


& потому сокрашене °) радйуса въ течене года при настоящей 
средней величинз градлента составляотъ 


(0.000164 анг. фута 


Соотв®тствующее годичное сокращене поверхности составляетъ: 


82420 кв. анг. 3) фут. т. е. около т. квадратной версты. 


Еслибы градентъ въ поверхности былъ извЪзетенъ въ функ- 
цш отъ времени. то можнобы вычислить среднее  сокра- 
щенте радлуса въ продолжене какого угодно промежутка вре- 
мени. Однако вообще для того. чтобы знать изм нен1е град1ен- 
та въ поверхности, нужно знать распредВлене температуры 
внутри шара въ извЪстный моментъ. Тогда можно тоже вычи- 
слить время. истекшее со сказаннаго момента до настоящаго 
времени. Конечно, въ виду неоднородности земного шара это 


Г) Мы пользуемся англ. единицами. такъ какъ вс величины заиметво- 
ваны изъ анг/Искихъ источниковъ, чтобы избъжать перечисленя. Прим. авт. 

*) Говоримъ сокращене, ибо приращенйе, отрицательное. Прим. авт. 

3) Англ. хутъ равенъ русскому. Прим. авт. 
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вычислен!е все таки было бы неточное, но мотлобы дать весь- 
ма важныя указаня '). 

Во всякомъ случаз изъ нашего вычислен1я видно. что за 
мног!е годы до и послФ современной эпохи сокращенте рад1уса 
земли идетъ весьма и весьма медленно, но при маломъ гра- 


длентз ежегодное сокращенте было значительно больше. Поэто-. 


му, если предположимъ. что въ истортя земли было такое вре- 
мя. когда температура внзшвихъ слоевъ была высокая, то при- 
демъ къ заключеню, что въ тоже самое время вс процесеы, 


зависяне отъ сокращеня земли были значительно интензив- 


нЪе чЪиъ въ настоящее время, ибо при высокой температур 
внфшнихЪ слоевъ сначала градленть былъ малый, 
Возвратимея опять къ гипотез отдфлен1я луны. 


Объемъ луны въ 50 разъ меньше объема земли. Еелибы 
все вещество луны распредЗлить въ видЪ слоя постоянной 
толщины на одномъ полушари. то полученный такимъ обра- 
зомъ слой имЪлъ бы толщину приблизительно въ 80 километ- 


ровъ. Значитъ, предзльная средняя толщина слоя, оставшагося - 


съ одной стороны земли и устраненнато съ другой не можеть 
быть больше. 


Н?Ъеколько выше. вычисляя различя въ сокращен внзт- 
нихЪ слоевъ [тамЪъ, гдЪ мы пользовались задачей Томсона] мы 
предполагали толщину слоя почти въ двЪнадцать разъ боль- 
шую. Очевидно возможная деформашя будетъ меньше той, о 
которой говорилось выше. Однако такъ какъ охлаждене й со- 
кращен1е наиболВе интензивны во внЪшнихъ слояхъ, а веще- 


') Одно уже значен1е среднаго град1ента въ предыдущая геологическя 
эпохи можетъ дать весьма важныя “ указанля. Но вадежное опредвленае гра- 


д1ента въ какой нибудь отдаленный отъ наеъ моментъ возможно только по 


косвеннымъ признакамъ н. п. по глубин очаговъ вулканической дзятель- 
ности и результаты его весьма сомнительны. СкорЪе всего добъемея нзкото- 
рыхъ указан! въ далекомъ будущемъ. когда поел продолжительныхъ ваб- 
люден1й удастся опредЪлить измвнен1е средняго град1ента съ теченемъ вре- 
мени, ‚ Прим, авт. 


мы УК 1% р. Не, 4 чая р 4 -:._ 
сяк ми, * < а ЗЕЯ 
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ство луны взято не изъ тлубокихъ сферъ ядра. а преимуще- 
ственно изъ внфшнихъ пластовъ, то деформащя не будетъ въ 
12 разъ меньше. Напротивъ того, изъ д1атраммы Томсона !) 
тграфическимъ методомъ нахожу. что деформащя будетъ всета- 
ки составлять боле °/, прежде вычисленной деформации. 
Значит, если коэффишентъь разширеня во внЪзшнихъ слояхъ 
подъ разными широтами ий долготами измняется въ предф- 
лахъ н. п. 1/, своей средней величины [средней величи- 
ной считаемъ коэфф. Фишера] то разницы вЪ сокращений радлуса 
могутъ доходить почти до одной анг. мили (около 11/, вер- 
сеты). РазумЗетея эти числа не ихЪютъ никакого особеннато 
значеня тВмъ боле, что, взявъ въ основае друмя условя, 
получимъ друге результаты. 

Если снять 6ъ одного полутаря пластъ. толщиною въ 
80 кил.. то можетъ оказаться, что при новомъ состоян?и земли 
теплопроводность внфшнихъ пластовъ одного полушар?я значи- 
тельно различается отъ теилопроводности внфшняхЪъ пластовъ 
другого полушаря. СлЪдуетъ разобрать вопросъ. какое влляше 
на ходъ охлаждешя имфетъ пластъ, толщиною въ 80 кил., 
покрывающй одно только полутарте. 

Мы выше указали на критерумъ, позволяющИЙ составить 
себф поняте о его вмянш. Въ уравнент П для первыхъ кор- 


т. (и 
ней, находящихся въ области т, 2т.... уголъ: — будетъ малый, 
у? 


ибо 2% есть число довольно большое вол®дотв1е того, что радлусъ 
ядра въ 80 разъ больше толщины слоя. СлЪдовательно первые 
корни уравненя: П будуть близки къ корнямъ уравиен!я: Гт. е.. 
другими словами, большихъ различ въ ходЪ охлажден!л одкого 
и другого полушар1я не будетъ, развз только друмя условля 
булутъ блатопр1ятствовать различ1ямъ. 

Эти друг услов1я, собственно говоря, сводятся кЪ высо- 
кой температурВ ядра. 


т) СооНпа о 4Ве Еаг® 106. с©1%. стр. 477. 
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Но при высокихъ температурахъ вещества ядра даже въ 
настоящее время могутъ находиться въ жидкомъ, даже, если 
температура поевытаетъ критическую температуру ')}, въ тазо- 
вомъ состолни. Притомъ. благодаря отромному давленю, плот- 
ность газа можетъ въ тоже самое время быть равна плотности 
металловъ. Но въ жидкомъ или газовомъ ядр» ‘передача тепло- 
ты можеть тоже совертаться путемъ конвективныхъ ^) токовъ. 

Въ жидкомъ ядрЪ областныя значительныя различ!я въ 
ход охлажденя не могутъ долго удержаться. Конвективные 
токи стремятся изгладить эти различя. Если-же причина раз- 
лич1й постоянно дЪЙствуетъ, то образуется постоянная система 
токовъ. Разумфетея токи волЪфдетвте большой вязкости вещества 
обладаютъ весьма малыми скоростями. 

Возьмемъ н. п. во внимане вл1яте плохо проводящато 
слоя въ н$Ъкоторой области земной коры. МЪФетность подъ этимъ 
слоемъ будетъ составлять центръ нЪкоторой системы комнен- 
сативныхъ токовъ. уносящихь излитекъ теплоты, поэтому по- 
стоянный излишекъ температуры будетъ меньше. чёмъ при по- 
добныхъ условяхъ внутри твердаго тзла. Изъ этого въ свою 
очередь слЪдуетъ, что деформации, обусловленныя различной 
теплопроводностью веществъ коры будутъ значительно умень- 
шены. Конвенктивные токй стремятся изгладить вляше перво- 
начальнаго эксцентрическато распредЪлен1я теплоты. | 


') Гульдбергъ вычисляетъ критическую температуру 


ртути въ 1000°С. 


желвза —— 5900°С. 
иЪди — 3900°С. 
платины — 8000°С. 
золота — 4300°С. 


см. ЧцЪего. Дейзевг. Гаг Рвуз. СВепие Г томъ стр. 281. 1887 г. Слфдуеть 
однако замвтить, что основан1я вычисленя довольно шатки, 

*) Фишеръ еклоняется въ пользу гипотезы о жидкомъ ядрз. Онъ по 
дозрзваетъ н®которую евязь между конвективными токами и взковыми из- 
мфнен!ями склонен, наклоней1й и т. д. магнитной стр$лки. Прим, авт. 
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Отдзлене луны навЪрно совершилось еще въ то время, 
когда земля была почти цфликомъ въ жидкомъ состоянии. Велзд- 
стве этого кромВ конвективныхъ токовъ должны были проявиться 
токи. вызванные стремлен1емъ прянять фигуры равновЪеля, стрем- 
ленемъ. проникающимъ рЪшительно вс пласты. 


Всея деформащя, обусловленная приноровленемъ къ усло- 
вямъ равновзоя должна была совершиться въ сравнитель- 
но короткое время. Разъ земля приблизительно приняла новую 
форму равновзс1я и новая ось вращения установилась, дефор- 
уацю слЪдуетъ считать почти оконченной. Для слЪдующаго 
затЪиъ времени остаются только дефориащи велЪдетвте измЪ- 
нен1я сжал1я, деформали волфдотв1е неодинаковато сокращен1я 
тЪхъ частей коры. которыя различаются въ способности изм$- 
нять свой объемъ велдетве измфненя температуры. наконецъ 
весьма незначительныя деформащи, происходящля отъ разлишй 
въ теплопроводности веществъ коры. 


ЗАВЛЮЧЕНТЕ. 


Итакъ оказалось, что даже послЪ катастрофы обладаю- 
щая несимметричнымъ строен1емъ земля должна при охлажде- 
ни подвергаться весьма значительнымъ деформацлямъ, если 
температуры ея ядра были и есть высок1я. Но. чЪмъ выше тем- 
пература, тзмъ болЪе вЪроятно. что ядро находится въ жид- 
комъ состояли, что же касается самаго момента катастрофы, 
то гипотеза отдЗлен1я луны требуетъ. чтобы земля кромЪ тон- 
кой коры. да пожалуй небольшого центральнато твердаго ядра 
находилась въ полужидкомъ состоянии. 

Тогда въ свою очередь вЪроятность крупныхъ несимме- 
тричныхъ деформалй. сопровождающихъ охлажден!е значительно 
уменьшается. ибо въ полужидкой масс земли новое приноров- 
лен!е къ условямъ равновзоя должно было въ высокой сте- 
пени уменьшить несимметричность внутренняго строен1я, создан- 
ную катастрофой. 

Если новое приноровлене къ фигур равновЪ ля не унич-. 
тожило совсзиъ неровностей рельефа, созданвыхъ катастро-. 
фой. то лить блатодара тому. что вязкость веществъ во 
внЪшнихЪ слояхъ была очень большая, что вЪроятно до ката- 
строфы уже существовала твердая кора, которую, правда, ката- 
строфа разбила на куски, но не уничтожила совершенно. Можно 
сказать, что слЪды катастрофы, какъ бы застыли на поверх- 
ности земли. 


\ 
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Во всякомъ случаВ слФлы значительно уменьшились. Мы 
вычислили, что, взявъ вещество для составления луны лишь съ 
одного полушая, мы бы получили утлублен!е. занимающее 
поверхность всего полушар1я со средней глубиной въ 80 килом., 
между тзмъ средняя глубина ОкеановЪ не превышаетъ 31/, ки- 
лометровъ. 


Итакъ, если температура ядра невысокая. то ео 1750 не- 
симметричныя деформаци незначительны, если же температура 
ядра высокая. то несимметричныя деформаши опять незначи- 
тельны, ибо поелф катастрофы произошло приноровлеме къ 
условтямъ равновЪс1я въ высокой степени уменьтившее несим- 
метричность. По всей вЪроятности несимметричность осталась 
только во внЪшней корз и во внфшнемъ рельефЪ, гд заетыли 
слды катастрофы, 

Поэтому материки и Океаническе бассейны современной 
эпохи въ общемъ вЪфроятно мало различаются отъ материковъ и 
Океаническихь бассейновъ того времени, когда завершилась 


‚ деформация, обусловленная приноровленемъ къ условямъ рав- 


новзс1я посл катастрофы. 


СовсЪуЪ не то съ равномрнымъ радлальнымъ сокращен1емъ 
рад1уса земли велЪлетв!е общаго охлаждевля. Если температу- 
ра ядра есть высокая. еели во времени’ катастрофы прошло не 
сто миллюновъ дЪтъ а ‘тораздо больше, то сокращен1е рад1уса 
является причиной вполнЪ достаточной для тото. чтобы объяс- 
нить образоваЕ1е всфхъ горныхъ.кряжей теперь существующихъ 
и исчезнувшихъ ©ъ лика земли. 

0ба услов1а: продолжительность промежутка времени и 
высокая тенп. ядра тЪсно соединены между собою. 

Воль скоро положимъ. что темп. ядра высокая и что вм3- 
стз съ тфмъ и въ моменть катастрофы она значительно пре- 
вышала температуру внфшнихъ слоевъ, то. выражая условте, 
что теоретическй траденть во внЪшнихъ слояхъ долженъ быть 


_равенъ наблюдаемому. найдемъ всегда для времени, истекшато 
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съ момента катастрофы промежутокъ гораздо больший чЪмиъ тотт !) 
который былъ найденъ Томсолоуъ. ВиЪеть съ тЪмъ слой безъ 
деформатли окажется на несравненно большей глубинЪ. ЧФМЪ 
полагаютъ Фишеръ и Маллярдъ Ридъ. 


Распредвлен1е тгорныхъ кряжей несимметрично, пбо не- 
смотря на приблизительную симметричноеть ядра, кора благодаря 
катастрофЪ обладаетъ неправильным несимметричнымь строе- 
н1емъ. Притомъ въ корЪ есть слабыя мЪФета. Это между про- 
чимЪ 1$ иЪета, гдз волдстве накоплен1я прибрежныхъ осадковъ 
геоизотермы возвышаются и породы размягчаются 2). Въ такихъ 
мфетахъ эффектъ радлальнато сокращеня какъ-бы сосредоточи- 
вается. 

Въ своемъ сочинени: Ап Их 4ег Егде Зюссъ яЪсколько 
разъ указываетъ на то. что торные кряжи преимущественно 
состоятъ изъ мощныхь прибрежныхъ осадковъ. 


Дарвинъ и Фишеръ полатаютъ., что луна образовалась изъ 
оторвавшейся выпуклости приливной волны въ жидкомъ тьлЪ 
земли, Поэтому Фишеръ полатаетъ. что Тихй Океанъ зани- 
маетъ мфсто ямы, образовавшейся съ той стороны земли, от- 
куда отдЪлилась луна. Съ другой стороны Пуэнкаре иоказалъ, 
что при извЪстной скорости вращентя однородная жидкая мас- 
са распадается на двЪ части. До распаденя между двумя ча- 
стями находится соединяющая ихъ шея. Если бы оказалоеь. 
что неоднородная масса тоже распадается подобнымъ образомъ. 
то можно бы положить, что ТихШ Океанъ находится на ето- 
ронз противуположной той. откуда оторвалась луна, а мате- 
рики полушарля суши суть слЪды разорванной соединяющей шеи. 


1) При иныхъ распредвленяхъ температуры этотъ промежутокъ въ 
1000 разъ больше, Прим. авт. 

7) Извъетно что Маллярдъ Ридъ постройлъ всю свою теоршю образо- 
ван1я горъ на этомъ явленйи. Но пожалуй лучше отнести образован!е горъ 
на ечетъ первичной, чвиъ вторичной причины, особенно позлВ того, какъ 
оказалось, что возражен1я, основанныя на близости слоя безъ дехормац!ми 
отъ поверхности земли оказались ошибочными, 
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НЪтъ возможности объяснить образоване несимметричнато 
рельефа земли безъ гипотезы о катастроф. Безъ катастрофы 
мы бы пиЪли только мелк1я складки, провалы й трещины. вул- 
каны и т. н. Безъ катастрофы между деформашяхй обоихъ по- 
лушар1Й должна существовать полная аналог!я. Гипотеза ката- 
строфы вполнз объясняетъ образование материковъ и Окезни- 
ческихъ бассейновъ. Интересно то. что крупныя измВнен1я релье- 
фа послВ катастрогы, за исключентемь‘ складчатыхъ торныхъ 
кряжей оказываются мало вЪроятны. Невольно является вопроеъ, 
не претерпЪла ли земля нЪеколькихъ катастрофъ? 


Но въ настоящее время только одна катастрофа является 
вполнв вЪроятной. Это Ларвинова гипотеза отд®леня луны. 
Она не придумана нарочно. а такъ сказать, сама обнаружилась 
изъ пфлаго ряда изелздоваюй Ларвина надъ послЪдетвтями 
того факта. что въ настоящее время луна запаздываетъь въ 
своемъ движени, факта зам ченнато Адамсомъ еще въ 1853 
г. '). Наконецъ изсл?ловаюмя Пуэнкаре, Ковалевской и Макс- 
велля по теори фигуръ павповЪоя жидкостей въ высокой 
степени поллерживають эту гипотезу. 


Кром Этого возможными являются еще катастрофы спе- 


цлальнато рода, обусловленныя неполной симиетричностью строе- 


ня внфшнихъ пластовъ земли. Эти внЪшн!е пласты, внфий 
рельефъ не влолнЪ удовлетворяютъ условямъ равновЪ ля. Из- 


-слЗдовая надъ качашаямй маятника и отклоненемъ отвзса 


повазали. что возвышенности рельефа компенсируются мень- 
шей плотностью коры въ тойже самой области. Это было 
указано. уже извЪстнымъ астрономомъ Эри”), потомъ Прал- 
томъ и Фэемъ 3). 


1) ‘Ср. Ткотзоп еф Талф Ттеайзе оп Маф. РЬП, П чаеть И издане 
1883. 

2) Ср. Оп уатаЯопз о отауцу.... О. ЕзВег. РИ. Мазах. 1886 г. 22 
томъ стр. 1. | 

*) Т15зегал4 'Тга1ф6 4е шесап, се]сзфе. ТП томъ стр. 353, 
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9. Л. Слудекй ') изъ разбора наблюден1И надъ качаня- 
ми маятника приходить къ заключен!1ю. что вообще материкамъ 
й возвышенностямь соотвзтотвуютъ недостатки плотности, а 
Окванамъ ея избытки. 


Однако въ виду весьма неправильнаго строентя земной 
коры трудно преднолатать, чтобы ея приноровлене къ уело- 
вниъ равновЪея было всегда й всюду совершенное, & потому 
можеть случиться слздующее: велЪдетв!е неравномВрнато 600- 
кращен1я или другой причины можетъ произойти нЪкото- 
рое небольшое измВнене фигуры коры; затЪмъ изм$няется 
и фигура жидкаго ядра (кужно въ этомъ случаЪ допустить, 
что ядро есть жидкое). Эта човая фигура можеть быть фигу- 
рой равновЪфе1я или нЪтъ. Если она есть фигура равновзая, 
то все обстоитъ благополучно. но если новая фигура ядра. 
обусловленная изузнентемъ фигуры твердой коры, не есть фи- 
гура равновЪс1я, то отступлене отъ фигуры завновЪея должно 
вообще увеличиваться. Но такой случай можетъ довести до 
новой катастрофы. Подъ напорохъ давлен1я жидкости ядра кора 
можетъ треснуть. Не исключена тоже возможеость отдЪлен1я н%- 
которой части ядра отъ главной массы. 


Въ настоящей работз мы ничего не говорили о тзхъ де- 
формащяхъ, которыя могутъ происходить велЪдетвте‘ химиче- 
скихъ и физическихъ процессовъ внутри самыхъ веществъ, изъ 
коихъ состоитъ земля. ИзвЪотно. что мног1я дислокащя въ 60- 
леносныхъ пластахъ обусловлены разширенемъ ангигрида пря 
переходЪ въ гипоъ, — многя друмя химическля измЪнен1я со- 
провождаются разширенемъ или’ сокращенемъ. Поэтому химй- 


') Матем. Сборн. томъ ХУ 1892 г. Строеже земной коры... . стр. 238. 
Выше было указано, что явлен1е компенсац!и не' должно быть’ отнесено на 
счетъ неравномЗрностей въ охлаждении, какъ думаетъь Фэй, оно скорзе 
является результатомъ приноровлен1я къ условямъ равновзе1я. Явлене ком- 
пенсаци показываетъ, что натяжев!я внутри земнаго шара далеко не такъ 
громадны. какъ вычисляетъ Дарвинъ въ работв. Оц \е згеззеь аае фо Ве 
ууе15 1$ оЁ соппепвз. РЫЦ. Тгапз. 1889 г, Прим авт. 


67 КЪ ТЕОРИ ВЪКОВОГО ОХЛАЖД ЕНГЯ ЗЕМЛИ. 67 


ческе й физическле процессы мотутъ дать позолъ къ 00разо- 
вантю возвышенностей. складокъ ит. п. Но эготъ вопросъ раз- 
биралея уже не разъ. Поэтому не будемъ имъ заниматься. Ска- 
жемъ только. что безъ допущеня хоть одной катастрофы и хи- 
Иическ1е процессы не могутъ довести до несимметричнаго релье- 
фа. Ибо при вполнф симчетричномъ первоначальномъ строени 
земли только одни климатическе факторы мотлибы вызвать раз- 
лия въ ходз процессовъ. Но и эти факторы при вполнЪ сим- 
метричномъ строени подвержены измнемянъ, проходящимъ т% 
же самыя фазы въ обойхъ полушамяхъ. Въ такомъ случаЪ ий 
деформащи отъ химическихъь й физических процессовъ долж- 
ны оказывать симметрю относительно экватора и не оказывать 
зависимости оть долготы. 

Н%Фкоторыя изъ здесь помЪшенныхтъ разсуждешй могутъ 
въ поелздотваи оказаться не вполн® вЪрными. Наше знане от- 
носительно свойствъ вещоствъ при температурахъ. дохолящихъ 
до нЪсколькихЪъ тысячъ или десятковъ тысячъ градусовъ, при 
давлен1яхъ въ сотни тысячъ и милллоны атиосферъ настолько огра- 
ничено, что при всей осторожности нетрудно попасть въ заблуж- 
дене. Но заключенле. что несимметричность рельефа земли не- 
минуемо ведетъ къ гипотезВ хоть одной катастрофы. по край- 
ней мЪрЪ въ глазахъ автора настоящей работы, совершенно 
правильно. 

М. П. Рудеки. 


а и с. 


— 4 


Прибавлете къ 1 части. 


Враткй очеркъ истори вопроса о въковомъ охлаждении. 


.—_—_—_—_а 


Первая строгая теортя охлажденя земли принадлежитъ, 
соботвепно говоря, Фурье и все, что было въ послЪдетв?и сдз- 
лано сводится къ разработк® задачъ, изложенных у Фурье, 
Уже въ знаменитомъ сочиненш: Т/еоте апаундие ае Га сра- 
[еит Г) онъ рЪшаетъ задачу объ охлаждении одпороднаю шара 
и 0бъ охлажден!и безконечнаго тЪла съ олной стороны огра- 
ниченнаго бозконечной плоскостью. задачу, приложамую къ 
охлажденю внфшнихЪ. пластовЪ очень большого тара. Въ од- 
номъ изъ мемуаровъ. пом$щенныхь въ Аппаез 4е Сушие 65 
4е РВузаце именно въ ХИТ томз онъ дфлаетъ приложене 
послЪдней задачи къ случаю земли. Въ этомъ мемуарВ онъ 
доказываетъ, что въ настоящее времл теплота ядра почти не 
оказываетъ вл1ян1я на температуру ночвы. Онъ находитъ, что, 
еслибъ это вмяне совсЪмъ отсутствовало. то температура поч- 
вы понизилась бы всего на '/., долю градуса Цельзя. | 

Соперникъ Фурье Пуассонъ оставилъ послЪ себя сочине- 
н1е, такъ сказать, параллельное сочинен!ю Фурье подъ загла- 
вемъ: Тпеогте шабеша аще 4е 1а сЪаешг *). Въ этомъ сочи-. 


1) Новое издан1е. (Оепугез 4е Х. Копгмег) Рат1з 1888. 

?) Раг1з 1835. Извъетно. что гипотеза Пуассона о причин внутренней 
теплоты земли совершенно оставлена. Она состояла въ томъ, что земля нагрз- 
лась проходя сквозь очень теплую облаеть междуиланетнаго пространегва, 
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нени разбирается тоже вопробъ охлажденля большого шара и 
доказывается. что тонюЙ поверхностный слой даже очень плохо 
проводящато вещества оказываетъ весьма малое вмяне на 00- 
ШИ ходъ охлажденя тара. Изъ этого Пуассонъ выводитъ 
заключен1е, что вл1ян1е физйческихъ свойствъ почвы на ходъ 
охлажден1я земли весьма незначительно. Въ поелфднихЪъ гла- 
вахъ разбирается спеплально вопросъ проникновен1я солнечной 
теплоты въ почву и ходъ температуры почвы въ разныя вре- 
мена года Пуасонъ рзшаетъ тоже задачу объ охлажден!и ша- 
ра, если условля ‘охлажденя неодинаковы подЪ всми широтамй 
и долготамй. Это озшен1е впрочемъ не въ той форм, въ ко- 
торой оно предложено у Пуассона. а въ форм, которую ей 
придалъ зКюорданъ и излагается въ первой части этой работы. 
но коэффиценты, отъ которыхъ зависить скорость охлажде- 
н1я были доселЪ неизвЪетны. Именно въ первой части этой 
работы въ ПТ приложени доказывается теорема, помощью ко- 
торой этй коэффаценты могутъ быть опредзлены. 


Въ сочинени Римана ') «РатИеПе ОШетеа]о1е1спапоеп 
нзеколько странницъ посвящены вЪковому охлажденю земли. но 
он} въ сущности не содержатъ ничего новаго. Онъ между 
прочимъ замчаетъ. что нельзя точно обосновать теорю вЪко- 
вого охлаждения, пока наблюденя надъ градлентомъ обнимаютъ 
сравнительно небольше промежутки времени. 


Томсонъ въ работз: СооПпе оЁ Ве Ка 2?) пользуется 
задачей Фурье объ охлажденйи безконечно большого однороднаго 
тЪла, съ одной стороны ограниченнаго безконечной плоскостью. 
Онъ предполатаетъ. что земля есть однородное тЪло, что тем- 
пература ея въ моментъ отвердЪн1я была всюду постоанна, что 
отверде совершилось весьма скоро и при температурз въ 
1000° Фаренгейта. Потомъ вводится услове, чтобы теоретичес- 





1) Вгапозенууе!с 1882. 
?) Тгеа4. оп Маф. РЬИ. ИП чаеть СатшЪт!4ое 1883 г. Тоже Ое Моё 
са10г13 рег 4еггае сограз С]азооуу. 1846. 


70 М. П. РУДСКЛИ. 70 


юй градлентъ былъ равенъ наблюдаемому. Изъ этого условля 
выходитъ. что отъ момента отвердЪн1я до настоящаго времени 
должно было истечь около ста милллоновъ лЪтъ. 

Вняга Бишофа: 01е \Ушеевге 4ез фппетеп пизегез 
Р]апефен 1) посвящена вопросу распредфленя геойзотермовъ 
въ зависимости отъ неровностей рельефа, отъ о. 
свойствъ породъ и т. д. 

Фэй въ своихъ статьяхъ обращаетъ вниман1е на то, что 
области. залегающля подъ дномъ моря должны быть боле ох- 
лаждены, чЪмъ области, залегающия подъ сушею. Лаппараяъ *®) 
указываетъ на то, что полярныя области несомнЪнно болЪе 
охлаждены. чЪмъ экватортальныя. 

Другя работы. какъ Дрыгальскаго, Фишера и др. суть 
только спешальныя приложеня изолфдовай выпеуказанныхъ 
авторовъ. О работЪ Дрыгальскаго я иИмфлъ случай говорить 
въ первой части этой работы (отр. 22), о работахъ Фишера 
ВвЪ НВоколькихъ мЪетахъ второй части. Гэмпель °) только До- 
казываетъ, что формулы Томсона точно выражаютъ температуры 
при взятыхъ во вниман!е услов1яхЪ. 

Опыты Битофа “) надъ базальтовымй шарами были про- 
изведены въ условяхъ, сходныхъ съ условтями 'Томсона, по- 
этому не удивительно. что они не противорфчатъ его выводамъ, 








г) Гери. 18837. 

?) Статьи Фэя и Лапзарача въ Сошр{ез Веп4из и Веупе Зеепаваче 
за, 1886 годъ. 

3) Черег деп УАгтехазфат@ 4ег Ег4е Атсв. Ма. и Рвувз. 65 томъ 
етр. 337. 

*) Ч. ВлзероЁ. Сезефр Чег 'Тетрегаагиипав те паев дет ига авегец. 
Апп. Рруз. а. Свет. 35 Вап4. стр. 209. 


0 предёлехь атмосферы. 
М. П. Рудска. 
(Зиг 1ез ИшИез 4е ГафшозрЬёте). 
М. Р. Виз. 

Чаще всего въ книгахъ. посвященныхъ теоретической ме- 
теоролот1и встр$чаемъ инфе, что атмосфера имфетъ ворхюй 
 предзлъ, хотя рядомь съ этимъ мифюемъ ветрВчаемъ и другое. 
именно, что атмосфера не имфетъ верхняго предзла. Положи- 
тельныхъ фактическихъ данныхъ. говорящихЪ въ пользу того 
или другого мнЪн1я нзтЪ. 

Изъ наблюденй надъ сЪвернымъ сляпемъ Л1э заключаетъ. 
что высота атмосферы не меньше 400 километровъ. Скапа- 
релли замфчаетъ. что метеориты начинаютъ блестЪть на вы- 
сотахъ больше 200 километровъ. Это указываетъ на присутетве 
воздуха. Метеоритъ накаливаетея отъ треня о воздухъ и на- 
чинаетъ издавать свЪтЪ. 

Съ другой стороны въ движеняхъ небесных тТлъ до 
сихъ поръ неудалось подмЪтить влмяня сопротивленля среды. 
СлЪдуетъ однако замЪтить, что это не составляетъ доказатель- 
ства. такъ какъ въ очень разр женной сред замзтныя ийзмз- 
нен1я въ движен1яхъ небесныхъ тзлъ быть можетъ требуютъ 
тораздо большаго времени, чЪмЪъ то время, за которое имЪются 
точныя астрономическля наблюденля. 

А. Риттеръ Г) пытался опредзлитъ высоту атмосферы на 
основани слфдующаго принципа. Работа нужная для того. что- 





') ВАЦег. Апмуепаипоеп ег шесв. Ум шефтеоте аи! Козто]оо1зейе 
РгоЪ]еше. Наюпоуег 1879 г. 
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бы перевести единицу массы воздуха отъ предЪФла атмосферы 
до поверхности земли эквивалентна тому количеству теплоты, 
которое заключается въ такой-же самой массЪ воздуха, находя- 
щейся у поверхности земли. Онъ находить. что атмосфера совер- 
шеннаго газа. находящагося въ ад1абатномъ состоямй должна 
имзть высоту 271/, километровъ. Но, измЪняя убсловля, [имен- 
но устраняя гипотезу, что тазъ есть совершенный] онъ полу- 
чаетъ для земной атмосферы высоту слишкомъ въ десять разъ 
большую. 

Но, кажется мнЪ, принцилъ Риттера не выдерживаетъ 
критики. Онъ справедливъ только для атмосферы. находящейся 


въ адтабатномъ состояни. Если н. п. подымать единицу мас- 


сы газа все выше и выше. съ условемъ. чтобы она находи- 
лась въ ад1абатномъ состолни. то ея температура на данной 
высот вообще окажется неравной температурз окружающаго 
воздуха. Наша атмосфера не находится въ адабатномъ соетоя- 
нш. она получаетъ солнечную теплоту и теряетъ ее велЪдетв!е 
лучеиспускания '). Весьма легко представить себ въ высокихъ 
слояхъ атмосферы такое равновзс1е между утратой теплоты и 
нагр%ван!емъ отЪъ болнечныхъ лучей, что повышен1е темпера- 
туры въ различныхь уровняхъ совсзмъ незначительно. 


Изъ уравненйя ?) равновзоя атмосферы нельзя вывести 
никакихЪъ заключенй относительно ея предЪловъ точно такъ, 
какъ изъ выраженая потеншала притяжен1я внутри тВла нель- 
зя вывести заключенй относительно разстоянйя его поверхности 
отъ центра. 


1) Сы. АЪЪе. Абтозрвеге Вад1а от оЁ Неа+. Ашег. Фопго. оЁ Беепее 
1892 г. Май. По Траберту килограммъ воздуха теряетъ ежечасно путемъ 
лучеиспускан!я 0,032—0.036 калорий. 

*) Уравнен1е равновЪе1я газа со вниманемъ на собетвенную аттракц!ю 


его частицъ найдено Громекою: Н%которые случаи равновзе]я еовершевналго ` 


таза. Казань 1886 г. В. Томеономъ. Еда гам оЁ а саз ци4ег 156 ом 
Стгау Ца от. РЬЦ. Мас. 5 зег. 23 томъ стр. 287 и Риттеромъ. У1е4а. Апп. 
1882 г. 


У 
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Тазъ н. п. Маскаръ ') допускаетъ, что атмосфера имЗетъ 
предзлъ. а потомъ старается опредЪлить форму функши. уков- 
летворяющей дифферениальному уравнентю равновЪзе1я атиоефе- 
ры. Громека’.?) дЪлаетъ предположен1е. что температура по- 
стоянна во всемъ межлупланетномъ пространствЪ. Но такое 
предположен!е очевидно равносильно предположен1ю. что газъ 
залтолняетъ 3) вее пространство. Поэтому неудивительно. что 
Громека пришелъ къ заключен1ю. что количество газа должно 
быть безконечно велико, иначе даже въ поверхноети земли 
его плотность будетъ безконечно малая. Очевидно подобный ре- 
зультатъ показываетъ. что атмосфера неимЗетъ предЪла. 


Температура воздуха на высотЪ нЪ$околькихЪ сотъ кило- 
метровъ надъ поверхностью земли нейзвЪотна, но во всякомъ 
случав восьма низка“). Съ другой стороны Ольшевсвй 5) 
утверждаеть, что при — 220°С. даже при давлеши въ 4 мм. 
воздухъ остается жидкимъ и прозрачнымъ. Слздовательно. на 
далекомъ разстояни отъ поверхности земли неисключена воз- 
можность присутств!я жидхатго воздуха или жидкаго кислорода 
и азота, какъ полатаетъ Риттеръ 6). Но еслибы даже жидюй 
воздухЪ собтавлялъ нЪкоторую плёнку вокругъ земной атмос- 


') Зоиго. 4е РЬуз1дие 1892 г. Майекая книжка. 

*) Гос. еп. 

3) Это яветвуетъ изъ уравнен!я: 

ре = ВТ 
гдз р давлен1е газа 
© объемь › 
Т абеол. температура газа. 

“) Фрэлихъ (ЕгоБИев Верегё. г Мееог. УТ томъ) опытнымъ пу- 
темъ нашелъ— 127°0, и —1315°С. 

`) Напараев 4ег т Свепие а Эа Меоатё. 1898 г. 

‘) Апепааиосей еёе.... стр. 9. 

ИзвЪстно. что на основани наблюденй воздухоплавателя Глешера 
Менделвевъ пытался опредвлить отношеь1.: между измВнен1емъ температуры 
и давлемемъ по мвр повышевя. Ояъ допускаетъ нзкоторую неопред$лен- 
ность относительно границъ атмосферы. Ср. Воейковъ Климаты земного шара. 


С.-Пет. 1884 г. стр. 269. 
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феры, то, приходящ1Й снизу газъ., можетъ легко разорвать по- 
добную плёнку и уйти далеко за ея предЪлы. Я говорю о под- 
ходащемъ снизу газЪ, ибо нЪтъ сомнЪн1я. что даже на самыхъ 
большихъ высотахъ происходятъ нзкоторыя движеня. 

Изъ кинетической теорли газовъ можно вывести поелЪд- 
отв1я, бросающля нзкоторый свЪтЪ на занимающй наеъ вопросъ. 
Согласно этой теори въ данномъ объем газа при какой угод- 
но температур имЪются частицы, обладающая различными по- 
ступательными скоростями. начиная отъ весьма небольшихъ до 
самыхъ огромныхъ [у совершеннато газа отъ (0 до ©°]. 

При высокой температурЪ процентъ частицъ, обладающихъ 
большой поступательной скоростью больше, при низкой меньше, 
но всегда есть нЪкоторый процентъ частицъ, обладающихъ 
очень большой поступательной скоростью. 

Съ другой стороны извЪзетно. что. еслибъ не треве, то 
тфло, обладающее у поверхности земли первоначальной скоростью 
въ направлен!и радтуеа, большей, чВмъ |/29а [тдЪ д ееть уско- 
рен1е силою тяжести. а радщеъ земли] можетъ удалиться отъ 
земли на безконечное разстоян1е.— Поэтому, если въ извзот- 
номъ объемЪ воздуха есть частицы. обладающтя поступательной 
скоростью по направленю радлуса, превышающей какихъ ни- 
будь 11200 хетровъ въ секунду. то непремВнно мнот1я изъ нихъ, 
уйлутъ на безконечное разстоян1е отъ земли. 

Въ боле высокихъ сферахъ атмосферы нужна даже мень- 
шая поступательная скорость для того, чтобы частица навсегда 
удалилась отъ земли. 

Къ тому елдуетъ прибавить, что центробЪжная еила спо- 
собствуетъ удален1ю частицъ отъ земли ') и что на извЪфотномъ 
разстоянти он попадаютъ въ область, гдЪ притяжене другихъ 
тЪлъ солнечной системы преобладаетъ надъ притяженемъ земли. 





') Лаплаеъ полагалъ, что ‹тмосфера земли окончиваетея только тамъ, 
дв центробзжная сила уравновииваетъ притяжен!е. Объ этомъ будетъ 
р®чь дальше, Прим. авт, 
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Такимъ образомъ между нашей атмосферой и межлупла- 
нетнымъ пространствомъ долженъ происходить постоянный о0б- 
уЗнъ частиц '): 

‚ Междупланетное пространство все выполнено крайне раз- 
рзженнымъ воздухомъ. ТъЪъла солнечной системы суть только 
центры затущеня атмосферы. 

Но разъ происходитъ обмЪнъ газовъ между нашей атнос- 
форой и междупланетнымъ пространствомъ. то этотъ. оби нъ 
можеть въ тодичномъ баланс давать потерю или прибыль. 
Другими словами состоянте нашей атмосферы по всей вЪроят- 
ности не есть сташопарное. Давлене, плотность у поверхности 
земли, даже составъ атмосферы подвержены вЪковымъ измзне- 
нямь. Быть можетъ, что атмосфера потому отсутетвуеть на 
лун. что она уже лишилась своего воздуха главнымъ обра- 
зомъ въ пользу земли, какъ ближайшаго. да притомъ сравни- 
тельно съ луной, гораздо большато тЪла. 

Коль скоро нфтъ внфшней свободной поверхности. то нЪтъ 
услов1я, чтобы лини токовъ лежали въ этой свободной поверх- 
ности. Такимъ образомъ дЪлаются возможными мноме виды 
движен1й, которые не согласуются съ вышеуномянутымъ усло- 
в1емЪъ, 





1) Этотъ обмЪнъ весьма медленный. Шроцентъ частицъ, епоеобныхъ 
улетВть на безконечное раз тоян!е выражается стомилл1онны ии долями. Такъ 
н. п. въ киелородв при 0’и 760 шш. довленя члетицъ., обладэющихъ еко- 
роетью пэ направлен!ю рад!уса земли [да притомъ отъ ›емли наружу] боль- 
шей, ч$мъ 804 метра въ сскунду всего 219 на 10000.) [| немногимъ больше, 
какъ одна на 500]. Между тъмъ улетьть могутъ то тьхо т, У которыхъ, на- 
правленная наружу радяльная скорость больше, чёмъ 11200 метровъ въ се- 
кунду. Я потоьу не привожу точныхъ чиселъ. указывающихъ интересую- 
щ1й насъ процентъ частицъ, что таблицы ВКрампова интеграла, ветрзчаю 
щагося при вычислен1и этого процента даже не содержать соо гв тетвен- 
ныхъ а гументовъ. Этотъ процентъ вычисляотея изъ Формулы. 


1 \-- р 
Е АУ <) 
с ) 
а 11.200 


тдв при 0°_ и 760 миллиметрахъ давлен1я равно 397. 


С 


С УГ СКМ 151; роль Г. 
АЛ 
. И, Е 
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Если воздушный Океанъ состоитъ изъ опредфленнаго ко- 


нечнаго количества газа. то само 60бою очевидно, что онъ дол- 
женъ двигаться вмЪстВ съ землею такъ, какъ движутся водяные 


Океаны т. е.. упустивъ изъ виду развыя течен1я, какЪъ часть 


твердаго тзла. 

Не то въ случа, когда атмосфера безпред®льная. Воз- 
духъ, чВмЪ дальше отъ поверхности земли, тВиъ больше от- 
стаетъ отъ ея движения. 

Разбмотримъ спачала вращательное движене земли и воз- 
духа. Тогда вопробъ сводится въ задачЪ о вращательномъ 
движении шара вЪ безконечной жидкости. 

Притомъ можно сдЪлать елЪлующтя предположеня: 

1) Что движен1е сташлонарно. Это неточно. но близко къ 
истинЪ. такъ какъ вЪковыя измЪнен1я состояния атмосферы весъ- 
ма медленны. 

2) Что существуеть только вращательное движене. 

3) Что у самой поверхности шара вездухъ вполн увле- 
кается его движенемъ, Хотя бы коэффищентъ тремя воздуха о 


поверхность земли былъ самый незначительный, то послЪ продол- 


жительнаго вращен1я слой воздуха непосредственно прикасаю- 
ШЙся къ поверхности шара. долженъ пруобрЪеть ея скорость. 
Уравнен1я движеня въ сферическихъ координатах суть 


слЪдуюпця: !) 


') Ср. УвКевеза. Зесопа аррг. &0 у13е0щз Ви! шомоп Фааг$. Зойги. 
ХХПТ, 1889 г. етр. 145. Эти уравненя взрны, хотя вообще работа Уайтгэ- 
д» довольно слаба, Первая часть въ томъ-же свмомъ томз Фиат, Тойги. 
содержить рзшене интересующей насъ задачи для несжимаемой жидкости. 
Однако рзшен1е нев^рно. Вопервыхъ Уайтгэдъ говоритъ, что рВшен1е взр- 
НО только Въ тавомъ случаъ, к гдь пренебгегаемъ квадратами скоростей. 
Между твиъ когда и=о=0, это есть строгое рёшене. Во вторыхъ онъ. 
приходитъ къ результату (106. е1$. стр. 91), что при уелов1и, чтобы въ по- 
верхности шара жидкоеть прилипала къ шару, екоросги и и о не могутъ 
быть равны нулю. Это тоже ложно. Уайтгэдъ ссылается на Стокееа, 
[Мафеш. ап@ РЬуз, рарегз Сашфг. 1880 Уо1. Г етр. 103] но Стокесъ 
имзль въ виду другой видъ движенмя. Върное р\шен!е находится у Д. 
Эдуардса: О. Еёзуат4ез Звеаёу шойоп 14 а У136003 Пиза ш ев... .. Очаг, 
Зопгп. 1892 года стр. 75. 
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эдЪсь 7 обозначаетъ растояне отъ центра шара. 
.0.......... Утловое разетояме отъ сЪверной 


(положительной) части полярной оси. 
ф.......... Географическую долготу. 
а 
14 т 


о . скорость по направлеюни радтуса. 
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И 
й — “т ВЫ увеличивающатося угла 0 
№ = 7500 : Е угла ф 


=. 1, С буть елатающля вихревого движенля вокругь 
осей параллельныхъ тремъ главнымъ на- 
правлен1ямъ. 
0 обозначаетъь плотность жидкости. 


ы коэффицтентъ 1) внутренняго тренля. 
Р = : (> + и „з)+ | ОЙ 
р 


глВ р) обозначаетъ давлене 
ет потеншалъ внЪшнихЪ силъ (въ 
данномт случаЪ притяженя). 


Изъ самаго характера разематриваемаго  движенля слЪдуетъ, 
что всз вхоляшия сюда функцш независятъ отъ угла ф. 


ВмЪств съ твмъ вводимъ вышеуказанныя предположения, 
что движен1е стаплонарно и что: 


и = = () 


Тогда уравнен!е непрерывности оказывается удовлетворено 
тождественнымъ образомъ, Потомъ: (ур. УТ) 


1 


т. е. нЪтъь разширентя вдоль струекъ. что само собою очевидно, 
тавъ какъ жидкость течетъ по кругамъ. имфющимъ центръ на 
полярной оси. Дальше: 





1) Уравнен1я, которыми пользуемея суть общепринятыя уравнен!я 
Стоке о“. Онз до нзкоторой степени только приблизительныя. Ср. Н1екз. Ве- 
сепф$ ргостезь 1 Нуйгой4упат1ез. Верогф. Вг!. Азз, юг. 1881 г. стр. 80. 
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в 
я УП 58 
о 
Ой 

ду | 
Эм — — 77 мм 
о 


ПослЪднее уравнене. посл подставленя значенй для $ 
и изъ уравнешй: УП 11$ принимаетъ видъ: 


фа Е 
ны + 7306 О] о 


Это послзднее уравнеме приводится сейчасъ къ уравнению 
Лапласа. 


Общий его интегралъ есть слЪдующи: 


п=оо 


О И В 
= Е т: | - Тр 


1—0) 





0. 
А, и ВБ, суть постоянные коэффишенты. 
= 60860. 
Введемъ теперь услов1е: 3... чтобы скорость жидкости въ 
поверхности шара равчялась скорости точекъ самой поверхности. 
Поелздняя скорость будетъ: 


«. а. 306 
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ГДЪ в обозначаетъ угловую скорость вращеня земли 

а — средний рад1усъ. 

Тогда оказывается. что вс№ поетоянныя 4, и ВБ, должны 
быть равны нулю, кромЗ /, й В, и условное уравнене сво- 
дитея къ слЪлующему: | 


«а ‘= |4. -- = УШ 
а 


Если положить, что Б, = 0. тогда вся жидкость вра- 
щается съ землею какъ твердое тЪло. Если оставить А, и Б, 
то, хотя жидкость ототаетъ отъ движеня земли. всетаки въ 
выражен!и скорости жидкости будетъ членъ, увеличивающийся 
вмфетв съ разетоямемъ отъ центра. И въ томъ й другомъ 
случаЪ скорость жидкости на безконечномъ разетоянти безконеч- 
но большая. Очевидно. земля, увлекая воздухъ въ своемъ дви- 
женш, не можетъ возбудить безконечныхъ скоростей на безко- 
нечномъ разстояни. СлЪдовательно единственное возможное рЪ- 
шен1е есть то, въ которомъ | 





4 
БН Фа" 
А потому: 
‚3 
аи ыы . 300 1х 


И 


Изъ этого рЪшен1я вытекаютъ нЪкоторыя интерееныя слЪд- 
ствйя. Если возьмемъ то рзшен1е, въ которомъ В, =0, 4, >0 
т. е. если предположимъ, что воздухъ вращается съ землею, 
какъ твердое тфло, то относительно земли атмосфера будетъ въ 
состояни совершеннаго покоя. Тогда очевидно (ур. УП). 


А =®, и=то 90 


Изъ уравн. УП 3 получаемъ: 
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б = %®с0$0 
| = — ©5000 

СлЪдовательно: 


т = — 227520 
26Е = 2 27 603 0 80% 0 
Тогда изъ [У 3: 


0Р — ют ЕО. (27250) 
д дт | 
ор — 2%272с05 0 $0 = т (4272520) 


дт 


СлЪдовательно. вспомнивъ значене Р. 


`Чр 


2225120 = 
ПО № = 75% 0, слЪдовательно: 

Т- : 27250 = \ 

р 
Руа. -0 10 
АР о х 
1 р 

о 00 


й + 02725006080 = 


Такъ какъ Г выражаетъ потенш1алъ притяжения '). то мы полу- 
чили извЪетное уравнене для равновзеля таза, окружающаго 
таръ причемъ: 


1 2220 
у. 


есть потенцалъ мнимой центробЪжной силы. 





') Строго говоря, подъ ТУ елвдуетъ подразумввать нетолько потен- 
цталъ пратяжен1я земли, но и притяжен!я однихъ чястицъ газа на друг. 


82 М. П. РУДСКЙ. 12 


Возьмемъ теперь наше боле соотвЪтетвующее дЪйстви- 
тельности рЪшеше: 


®«.а3. 
0 = 55 0 


72 


Поступая совершенно такъ, какъ въ прежнемъ случаЪ. 
получимъ уравнензя: 








07 | а°. 20 — 1 др. 
д" "5. о 00 
Хх 
о и = 10 
90 =. о 09 


Изъ которыхъ сейчасъ видно. что на дЪлЪ пЪтъ никакого но- 
тенцала центробЪжной силы. 

Но въ боле удаленныхъ слояхъ атмосферы слатающя 
центроб$жной силы несравненно меньше. Въ первомъ случаЪ 
онЪ возрастаютъ по м5рз удалешя отъ земли, здЪеь-же онЪ. 
уменьшаются. 





‚ 0р 
Нетрудно убфдиться. что величина: 5 постоянно отрица- 
Ир 


тельная. Для того, чтобы она могла измЪнить знакъ, нужно 
чтобы : 
ДГ 


УЬ 7 


2 . 
90260 = ( 





„5 


Возьмемъ во внимане только притяженте земли, тогда 


д 9.а 

ИНО 1-2 

но, какъ извЪетно, 9 = 289. «24 (приблизительно), слёдова- 
тельно послфднее уравнен!е можно написать подъ видомъ. 
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аз 
—5 8070 = 259. 
: 


Очевидно, корень его даже на экватор меньше, чЪмъ 


0 
‚ а потому внЪ шара: =: постоянно отрицательно. Поверхность 
р 


(Ц 


Лапласа ') не буществуетъ, приращеше давленя газа веюду 
направлено къ землЪ. Оно изм$няетъ направлен!е только тамъ. 
гдз притяжене другихъ небесныхъ тЪлЪ преобладаетъ надъ 
притяженемъ земли, 


Разсматривая вторую изъ формулъ ХГ!) замЪчаемъ. что 
зависящая отъ географической широты слагающая центробЪж- 
ной силы слабфетъ по мЪрЪ удаленя отъ земли. 


Нри помощи формулы ТХ нетрудно вычислить отетаваюе 
воздуха противъ движения земли. Такъ н. п. надъ экваторомъ 
на высот 61/, килом. воздухъ отетаетъ приблизительно на 
одинъ метръ въ секунду. 


# 

До сихъ поръ мы брали во вниман1е только вращатель- 
ное движен1е земли. Теперь слфдуетъ взять во вниман1е по- 
ступательное движене. Собственно говоря. слфдовалобы взять 
во внимане поступательное движене виЪетЪ съ вращатель- 
ныЫмЪ. но къ сожалВн!ю даже рфшенте задачи о движени вяз- 
кой жидкости, вЪ которой находится эллинсоидъ или шаръ, обла- 
дающий поступательнымь движенемъ, дается только тогда *), 





') Гдь центробъжна: сила уравновзшиваетъ прат жен1е. 

*) Формулы наши не совеъмъ точны для п`верхности земли. такь какъ 
поверхноеть шара не есть эквинотенцщ1альная поверхность. Поэтому. желая 
получить боле точтыя Формулы, елздуетъ визето шара взять эллипеоидъ, 
а потомъ ввести услов1е. чтобы поверхность эллипеоида была эквипотенц!аль- 
ная поверхность. Задача о вращен!и эллипеоида въ жидкости находится у 
Эдвардеа. О. Еа\ууагаез. Зфеа4у тойоп оЁ а у13с008 Ни 11 уЬ1еЪ ап еШр- 
3014 13 сопэёгалое@ $0 гофе аБопё 5 ргше?ра: ах1з. диатф. Дочги. 1892 г. 
етр. 70. 

3) См. ОБегуеск. Пеег за. ЕШзуокейзБелуесяпоеп. СтеЙе №ХХАТ 
1876 г. стр. 62. 
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когда пренебуегаемъ квадратами скоростей, а потому результа- 
ты получаются неточные. 


При поступательномъ движени шара давлене должно 
быть нзеколько больше впереди, чЗмъ позади его *). 


Поэтому велфдетве поступательнато движентя земли на 
той сторонф ея. которая въ данный моментъ находится впереди 
(по отношеню къ движеншю по орбитЁ) долженъ оказаться 
нЪ который небольшой излишекъ давлен1я, на противуположной 
нфкоторое уменьшене давленя. 


Такимъ образомъ является вопросъ. не находится ли это 
явлене въ связи съ двойнымъ суточнымъ колебашемъ баро- 
метра. 

Очевидно только что указанная механическая причина из- 
иЪнен!й давленя имфетъ своймъ перодомъ сутки точно такъ, 
какъ термическая причина т. е. нагрЪване солнцемъ. Фазы 
обфихъ различны. ибо механическая причина должна вызывать 
свой максимумЪъ давлен1я въ 6 часовъ утра, & мйнимумъ въ 
б часовъ вечера. (приблизительно) термическая должна вызы- 
вать минимумъ около 2 час. пополудни, а макеимумъ недолго 
до восхода солнца. Смотря по ходу слагающихъ колебаний, ре- 
зультирующее колебане можетъ имЪть одинъ или больше мак- 
симумовъ й минимумовъ въ продолжен1и сутокъ 1). 


Поэтому прежде всего посмотримъ въ какихъ предфлахъ 
заключаются колебаня барометра, обусловленныя движенемъ 


*) Ср. БалеЪ. Мойоп оЁ Ци1@3. етр. 225. У ОЭбербека наоборотъ. долж- 
но быть вол тств1е какой-то ошибки въ знакв. Впрочемъ къ выражен!ю дав“ 
лен1я у Одербека [стр. 74 106. ей.] слвдуетъ прибавить постоянную. 

*) Н. п. Функция: 

Азёт?0 -- Взт(х 0) 
смотря по значенямъ коэффищентовъь 4, В и аргумента х можетъ имвть 3 
максимума и 3 минимума. 2 максимума и 2 минимума. илн даже (когда а==0) 
одинъ максимумъ и одинъ минимумъ, Между т®мт, перодъ кэждой изъ ела- 
гающихъ и результирующей хункц1и: Эт. 


3 
_ эм 


Ил: 


2%) 


БА < 6 


2 


№ Аб в, ны 
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земли. Обербекъ предполагаетъ. что шаръ движется прямоли- 
нейно, но такъ какъ даметръ орбиты въ 23000 разъ больше 
дламетра земли, то заключен1я, слфдующля изъ задачи Обербека, 
приложимы къ землф. 

Согласно Обербеку на экваторЪ: 


р = Сопяё + м и 608 © 
м 


тдВ х обозначаетъ угловое разетоян1е отъ прямой, проведен- 
ной сквозь центръ земли и ту точку экватора, которая 

ВЪ данный моментъ находится впереди земли. 
Г обозначаетъ поступательную скорость земли по орбитЪ 


а радуеъ земли 
о И 


„„ выражено въ сантим. и секундахъ. 


’ Если теперь сдЪлаемъ вычислевн!е такъ., чтобы получить 
сразу давлене въ миллиметрахъ ртути ”), то найдемъ, что ко- 
лебантя барометра. вызываемыя этой механической причиной 
выражаются дробью. которой числитель есть единица, а знаме- 
натель число, состоящее изъ 14 знаковъ. ЗамфтимЪъ, что въ 
задачв Обербека разсматривается жидкость несжимаемая, кото- 
рой плотность постоянна, а потому вышеуказанная амплитуда 
колебан1й барометра, обусловленныхъ поступательнымъ движе- 
н1емъ земли. составляетъ для нашей атмосферы верхний предЪлЪъ. 

Въ разсматриваемыхъ выше задачахъ мы упустили изъ 
виду притяжен1е другихъ тЪлъЪ солкечной системы. Но извЪст- 


1) Не]шво4# Оерег Афш. Реуу. 51. Ака@. У\1зв. ВегИт. 1883 г. 


стр. 649. 
160 


*) Въ такомъ случав плотность: р = у 
ГВ 9 = 9,81 метрамъ въ секунду 
а = 6370000 метрамъ. 
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но. что это притяжен1е оказываетъ малое вмян!е на вайбол$е 
интересующуе насъ нижн!е слои атмосферы, точно также от- 
ставан1е воздуха въ этихъ слояхъ незначительно 

Впрочемъ мы можемъ съ ифкоторой увзренностью разсуж- 
дать только о нижнихъ слояхъ атмосферы. 

Хотя наши р%»тентя были вполиЪ строги, но мы не имемъ 
увзренности, что это длвижене устойчиво. Еелибы оно оказа- 
лось неустойчивымт, тогда наши результаты относительно от- 
ставан1я воздуха и т. д. будутъ качественно, но не количе- 
ственно справедливы. Насколько кажется. отставан1е въ та- 
комъ случа будетъ еще больше. 

Мы принуждены пока оставйть этотъ вопросъ въ сторонф, 
такъ какъ устойчивость движентя есть вопросъ только недавно _ 
поставленный на очереди и далеко еще не разработанный пол- 
ностью. 

М. П. Рудеки. 


—— ее ВМА 


АнтиериЫ изошестическихь и изометрическихь процеоеовь 
БОВЫШЕННЫХЬ ГазовЪ. 


Н. Умовв. 


(Апы(Мегшеп Чег 15ор1езИзеВеп иап@ 1зотеНзеВен Ргосеззе 
уоПкоттепег Сазе). 


№. Отош. 


, 
1. Пусть о. р. Ё означаютъ объемъ. давлеше и абсолют- 
ную температуру единицы массы совершеннаго таза, с, и С, 
удЪльныя теплоемкости при побтоянномъ давлени и постоян- 
номъ объемф. выраженныя въ термяхъ. 
Вообще принимается. что количество тепла 


са и с, (0 


приводятся газу только въ двухъ виолнф опредЪленныхъ про- 
цессахъ — первое въ процесс» изошестическомъ, второе — въ 
процессв изометрическомъ. 

ЭдЪеь будетъ показано. что существуютъ еще друге про- 
цессы. въ которыхъ подводимыя газу количества теплоты. пред- 
составляются тЪми-же выраженями (Т). 

Въ длатраммЪ (2. %) эти процессы изобразятея кривыми 
линями. которыя я назову антитермами; изошестическе и 
изометрическле процессы въ той-же длатрамм представляются. 
какъ извЪетно. взаимно-периендикулярными прямыми. | 


Т. ХУ Зап, Мат. Отд. 
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Различ!е между обоего рода процессами состоитъ въ томъ. 
что разумВя подъ выражетями (1) абеолютныя величины коли- 
чествъ тепла, эти послфдня 


приводятся: 


изотлестически 
при возрастающей температурЪ. 
изометрически 


антитермически - при убывающей температурЪ; 


отводятся : 


изотлестически 
при убывающей температур»; 
изометрически 


антитермически—при возрастающей температур. 
Вообще—каждому обращаемому процессу соотвЪтетвуетъ 
антитермическай. 
Мы приходимъ всего проще къ доказательетву существо- 
вашя подобныхъ процессовъ слЪдующимъ разсужденемъ. | 





и Черт. 1-й 9 


На д1атрамив (р, ©) черт. 1. проведемъ черезъ точку А 
(Р› ®5) изетерму САВ, изентрону РАО. изошеслу АР и изо- 
метру АА. 
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Пусть 5 означаетъ въ термяхъ количество тепла. кото- 
рое сообщается тазу въ нЪФкоторомъ обращаемомъ процесс при 
измЪнени его температуры на 0. Отношенте 


Ч 


0 


©7 


й = 


предотавитъ уд®льную теилоту газа въ данномъ процессв и для 
даннаго состоямя. Будемъ считать подводимое тепло положи- 
тельнымъ, и уводимое— отрицательнымъ. 

Въ части плоскости (р 0), лежащей между изентропой 
ЕС и безконечностью. теплота приводится тЪлу въ каждомъ 
процессе. который. исходя изъ состояюмя А. продолжается въ 
со при постоянномъ распиреюи или при постоянномъ сокра- 
щенш объема тЪла. Бъ этомъ смыслЪ. въ указанной части пло- 
скости. 8 @— положительно. 


Для этихъ же процессовъ 0 будетъ положительно въ 
области КАДАВ и отрицательно въ области ВАС. Въ первой, 
или вньшней области, величины 2 возрастаютъ отъ нуля на 
изентропь АК черезь значеня с,. с, до-- 00 на изотерм АБ. 
Во второй. внутренней области, величина 2 отрицательна и 
имфетъ воз значешя отъ—00 вблизи изотермы АВ до нуля на 
изентронв АС. По этому каждому значеню--2 во внфиней об- 
ласти, соотвЪетвуеть значенер—2 во внутренней. Такъ какъ 
значения 4 въ обоихъ областяхъ имЪютъ также противуполож- 
ные знаки. то подведенное количество тепла для термы во 
вишней области будетъ имЪть ту же величину какъ и на @н- 
питермль для внутренней. 

2. Найдемъ теперь уравнене антитермы изошесты. Мы 
имфемъ: 


6 = с, @-раь (1) 


Для искомой антитермы: 


90 | Н. УМОВЪ. м, 4 


60 = — с, 
и, кромЪ того. 
1 сей 
Ч == —— (ра: ОИ ео Г 
р. (рав -= вар), г. 
Полагая еще 
2, 
а. (2 
получаемъ 
р ор 
о 3 
фо (а— 1). (9 


откуда. интегрируя. находим слфдующя уравнения: 
в \* и—1 \ 
ОЕ - 
ТА, 
р А 
т, (Г) 


0 0 


р б [94 
Е (= 
Ро о 


тдЪ 6. Ро- и боотвфтотвуютъ нфкоторой точкф антитермы. 


' и В 7) ПШроведемъ черезь точку А (ес. 





р Разность температуръ въ точ- 


кахъ В и А изошесты пусть 
будетъь #, — К; на антитерм® 
АР существуетъ такая точка’ 
В.. что разность темпералуръ состоямй Аи Б,. т. е. К 


ЕС | Р.- &) антитермы АР—изошо- 
а. В, сту АР (черт. 2-й). 
| 


5 АНТИТЕРМЫ ИЗОШЕСТИЧ. и ИЗОМ1.ТРИЧ. ПРОЦ. СОВЕРШ, ГАЗ. 91 
равна разности темпералуръь въ Ви 4. или 

! р р ра 

ГК =Ь-Ь откуда = — В. (4) 


Я назову точки Би Б, соотвътственными и изъ нихъ 
Б—основною точкою; точку А я назову начальною точкою. 
Пути АБ и АБ, будуть соотвитственными. 

И такъ: 

1) Температура начальной точки есть средняя арив- 
метическая температур соотвътетвенныхь точеко. 

2) Количества тепла. подведенныя на соотвътетвен- 
ныхь путях, дру Одруу/ равны. 


Мы имфемъ по закону Шарля и Бойля 


| <* 


ое (5) 


, (И 


= д 


И 


к я ‹>@ 
слЪдовательно по (Г) И (5) положене соотвЪтотвенной точки 
представится по положеню основной—уравнентями: 


р = т. (2 =} 
| в. 
1 


(п). 


Отсюда вытекаетъ. что основной точкЪ %’,=2%, соотвЪт- 
ствуетъ на антитермв—точка безконечно удаленная. 

Представивъ се0Ъ цЪлую систему изошестъ и на нихъ 
начальныя и основныя точки. уравнемя (ТГ) приводятъ насъ 
къ слфдующимъ заключенямт: 


1) если начальныя и основныя точки лежатз на пря- 
мые (5, =с015, ®',=с0п5.) перпендикулярныхь оси абсииссе, 
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соотвтътетвенныя точки лежать на такомь же перпендику- 
аярт. (®=с0т8.) 


2) Прямыя, соединяюиия начальныя точки с5 соотвът- 
сивенными, пересюкаются в5 одной точкъ оси абещиесь (ибо 
и будетъ тоже с0пзё.). 
Ро 

Эти свойства даютъ намъ возможность ио одной антитер- 
мф изошесты начертить остальныя. 

Одной основной точкЪ. взятой на какой нибудь изошестЪ. 
мы можемъ подъискать рядъ соотвфтотвенныхъ точекъ на ан- 
титермахъ. пересъкающихъ данную изошесту. Эти соотв тетвен- 
ныя точки образуютъ кривую. простирающуюся въ безконечность: 
я назову ее — соотвъьтственной кривой. Мы получаемъ диф- 
ферениляльное уравненте этой кривой. дифференцируя соотноте- 
шя (1) по ®,. такъ какъ ру. #,. #, остаются неизиЪиными, 
& мЪняетея положене начальной точки на данной изошест®. 
изъ отношеня м по- 


Съ помощью ур. (Г) мы исключимъ ©. 


0% 
лучимъ; 
х ВАЙ х 
обр. 1 
а--1 1 С 
Ра Рог #. 


'Гакъ какъ основная точка (7. #’,. о) лежить тоже на 
искомой кривой. то интеграшей получаемъь ея авнен1е въ 
° 
слфдующихъ видахъ: : 


ИЛИ | (11) 
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Эта кривая приближается ассимитотически къ антитермЪ. 
! 
ы й 
проходящей черезъ точку 7х- ат 
Означимъ черезъ (, температуру точки перес$чеюя изо- 
шесты и антитермы; черезъ м, означимъ энтрошю въ той же 
точкЪ. Проведемъ еще изентропу в... сЪкущую первыя двЪ кри- 
выя; пусть & есть температура въ точкЪ пересъченя изентро- 
пы ©ъ изошестой и &, въ точкЪ пересЪфченя изентроны съ ан- 
титермой. 
Мы имземъ для изошесты 


Ты 4 Сб. 
дЛя антитермы 


[и = — с. 
Интегрируя. находимъ: 


1 
р — 6,109 и 
0 


[ 
ры 2 
лы Но о [04 ее 
й 


Вычитая. получаемъ : 


ИЛИ 
— у 11. 


т. е. температура в5 точкь переспчешя изотлесты и анти 
термы есть средняя зеомстрическая температуре вь точкаль 
пересьченая этихь кривыть с5 произвольной изентропой. 

3. Мы можемъ теперь установить уравненя антитериъ для 
изометрическихь процессовъ. Шремомъ. сходнымъ съ вышеиз- 
ложеннымъ. получимьъ искомое уравнен!е въ слфдующихъ видахъ: 
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у) \%-—1 и 9 
= 
бо Ро 


к) ы 1 | (ТУ) 


Соотнотене между соотвЪтетвенной точкой и основной 
(®„ р’,) дается выраженями: 


р = в» (2 —1.)— 
р 
1 (У) 


1; 


— 


Уравнен!е соотвЪтственной кривой: 


1 . 
, кое } 

(*)—— Ро — 4 
5 р 1 





ИЛИ (УГ) 
: 
Аа, 
2( ”) А. 
4% р, 
ЗамЪтимъ. что 
2с, 
а =. 
В 
4. Для воздуха а= 6.8807; потому черезъ точку р,=1. 
в, — 1, проходять слфдуюцйя кривыя: 
ИВО, а. [09 р==——09% 
антитерма изошесты . 0др= —1.47 19% 
антитерма изометры .. 09р=— 1.205 100% 


‚ изентропа .....,... 09 р=-—1.41 109%. 


вы. > &# 
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5. Установимъ теперь общее уравнене антитермы. Будемъ 
снабжать штрихами величины, относящйяся къ термЪ. Коорди- 
наты пересвчени термы и ея антитермы суть р, 5, &. 

Мы имЪемъ для термы: 


50’ = саг - рак 
для соотвфтетвеннато элемента антитермы: 
00 = с, - р4ь. 


По опредЪлентю : 








80—89; = —@ 
И 
А рае -- зар 
д } 
слЪдовательно: 
[2 —- +) раз + — фр = р’ (1) 


Соотношеня между 2’и @’ дается уравненемъ термы. 
Для соотвЪтотвенныхъ элементовъ 


= 21 А 


или, по закону Шарля и Бойля: 


1. и 
р = = [В — рн] (2) 


Это соотношен1е даетъ намъ возможность исключить изъ конеч- 
наго результата перемфнную ©’. такъ какъ произведеше р\’ 
есть функция одного ®’. по уравненшо термы. 

Исключая р ир изъ (1) съ помощью (2), мы нахо- 
димъ послЪ нЪкоторыхъ преобразованй дифферениляльное урав- 
ненте антитермы: 
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1 4 2с, 4(р®’) 
[ а РИ и Я И 
[Ре ра р а В а’ 





+ р’ 


и интегрируя: 
20, 


Рая 
а у. (в) Е. | — фр рутеты (УТ) 


Входяний сюда интегралъ мы находимъ пользуясь уравне- 
вемъ термы; залмъ. при помощи этого же уравненя и соотно- 
шеня (2), исключаемъ изъ (УП) величины р’ иф’ и полу- 
чаемъ уравнене антитермы. 

Выражене (УП) можно представить еще въ видЪ: 


РР, 
пу! „2 == о = сопй.  (УШ) 


Одесса 
Ноябрь 1892 г. 


Вь физике системы, ижеющей переменное движение. 


Н. Любимова. 


Разлище двухъ состоянй.--покоя и движения, ничёиъ не 
обозначается въ тЪлЪ. если движене свершается равномврно и 
прямолинейно. Матертя сама по себЪ индифферентна къ покою 
и движеню. Матеральная точка не носитъ въ себЪ причины 
измЪнен1я своего состояюя. "Требуется дЪйстве извнф. чтобы 
измЪненще это посл довало и матеральная точка отклонилась отъ 
прямолинейности пути или получила приращене скорости (по- 
ложительное или отрицательное). 


Абсолютнаго покоя мы не знаемъ въ природЪ. Ве ма- 
тертальныя точки природы находятся въ движени и всЪ физи- 
ческля явленя суть измфненя этихъ движенй. И притомъ имен- 
но змъненя. такъ какъ движеше само по себЪ физическаго_ 
признака не имфетъ. 


Сказанное объ одной матертальной точкЪ примфнимо къ 
каждой совокупности ихъ. которую можно разсматривать. какъ 
отдЪльное цЪлое. составляющее механическую систему. Общее 
во$мъ этимъ точкамъ прямолинейное и равном рное движене 
ничзмъ физическимъь себя не обнаруживаетъ. ТЪ же движен1я 
въ системЪ. которыя пройсходятъ отъ взаимодЪйств1я матерталь- 
ны хъточекъ. ее составляющихъ, происходятъ такъ, какъ если- 
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бы система была въ покоз. Безъ внфшнихъ указан, геометри- 
чески свидЪтельствующихь о перемщенш. разумное существо. 
заключенное въ системЪ. общее движеше которой прямолиней- 
но и равномЪрно, — какимъ-бы проницательнымь умомъ ни обла- 
дало —не могло бы открыть признака этото общато движен1я 
системы. увлекающато и его и все его окружающее въ систе- 
мЪ. Такой законъ движеня. указанный Галилеемъ и со времени 
Ньютона именуемый вторымъ закономъ движеня, подтверждает- 
ся наблюдеюмями въ кораблЪ. ватонф и иныхъ системахъ. 


Не то бываетъ. если общее движеше системы перемЪнное. 
Такое движеше обнаруживаеть себя физически. Въ такомъ 
случа нельзя уже сказать. что взаимодйствя матеральныхъ 
точекъ, составляющихъ систему. происходятъ такъ. какъ если бы 
система была въ покоф. Происходять явленя, заслуживающия 
особато изучемя въ отдЪльныхъ случаяхъ. Остановимся на яв-. 
леняхъ въ систем. подверженной дфйств!ю тяжести. Разберемъ 
два случая. Во первыхъ, когда тяжелая система движется рав- 
номврно и прямолинейно. и во вторыхъ. когда такая система 
падаетъ или когда подымается волфдотые верженйя. находится 
слЪдовательно въ состоями перем ннатго движен!я, происходя- 
щаго отъ дЪйств1я тяжести. 


Представимъ себЪ воздушный шаръ, подымающся верти- 
кально кверху или спускающ1Йся книзу равномрнымъ дви- 
женемъ. Лвленя на немъ будутъ происходить такъ, какъ на 
движущемея корабль или вообще въ системЪ. подчиненной вто- 
рому закону движеюмя. Выроненный изъ рукъ сосудъ упадетъ 
на дно лодки. вода изъ опрокинутаго сосуда выльется. какъ 
это бываетъ при поверхности земли. Но представимъ себ иной 
случай. Пусть нЪкоторая система съ заключенными въ ней т}- 
лами свободно —и слфдовательно ускорительно падаетъ внизъ 
или брошена вверхъ и подымается замедлительнымь движенемъ. 
Въ этомъ случаЪ явленя будуть иными. Въ литературВ вовзмъ 
извзстенъ фантастическй разсказъ юля Верна о ядрЪ съ 
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наблюдателями, брошенномъ будто бы съ земли на луну. Но 
изъ сотни тысячъ читателей никто кромЪ неизвЪстнато автора 
небольшой замфтки въ Современной ЛЪтониси «Московскихъ 
ВЪдомостей» стараго времени и затВиъ меня—въ моемъ кур- 
6$ Физики—не обратилъ вниманя на то. что интересное опи- 
сане все основано‘на физической отибк». Жюль Вернъ опи- 
сываетъ явлен1я въ ядрЪ во все время пути до нейтральной 
точки (тдЪ притяжене земли сдЪлалось равнымъ притяженю 
луны) такъ. какъ явлевмя эти происходили бы въ ядрЪ, поды- 
мающемся подобно воздушному шару равномВрно вверхъ. Какъ 
на поразительную особенность нейтральной точки указываетъ 
онъ на явлене. удивившее наблюдателей: что всЪ тЪла внутри 
ядра потеряли свой вЪсъ и всямй предметъ. не падая. оста- 
вался въ воздухз тамъ., гдз былъ помфщенъ. Въ моемъ курсЪ 
физики, въ числ предложенныхъ задачъ поставлено: «показать. 
что такое явлеше ‘(потеря взса) должно было бы происходить 
не только въ этой нейтральной точкЪ. но и на всемъ протя- 
жени пути и что движенше бропеннато ядра нельзя сравнивать 
съ движенемъ. напримЪръ. воздутнато шара. поднимающатося 
вверхъ: каждая часть ядра летитъ не потому. что увлекается 
другими. а по сил верженя. съ такою же скорост!о. какъ веЪ 
друйя и не имЪетъ причины отъ нихъ отставать» ”). Два. по- 
мъщенныя рядомъ. тЪла не разстанутея между с0б0ю ни при 
падени. ни при вержени и булутъ двигаться виЪетЪ (сопро- 
тивленя воздуха не разсматриваемъ). не оказывая. очевидно. 
никакого дЪйств1я одно на другое. Почему будутъ они давить 
во время движеюя одно на другое. если пометить ихъ пер- 
воначально одно надъ другим. хотя бы въ прикосновени? Ниж- 
нее не препятствуетъ верхнему двигаться съ тою же скоростию. 
какъ движется само. 

Для экопериментальнаго изученя явлеюй давленя въ сво- 
бодно падающей систем. зимою прошлаго 1892 года мною’ 


*) «Физика» проф. Любимова, изд. 1376 года, егр. 4Ё ‹ропегитор1ума». 
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былъ произведенъ рядъ опытовъ помощю приборовъ. за испол- 
нен!е которыхъ въ мастерской Ремесленнато училища Цесаре- 
вича Николая въ Петербург я долженъ принести ВН 
учебному начальству училища °). 

Опытъ Г. ИмЪетъ цЪлью обнаружить измвнене взаимодй- 
стя тяжелыхъ тЪлъ, образующихъ изъ себя падающую сиете- 
му. Паден!е производится на снарядЪ. представляющемъь собою 
родъ Атвудовой мапшины. аршинъ въ пять высоты (фиг. 1). 
Чтобы падающий снарядъ не ударялея въ землю. увлекаемая 
снарядомъ перекинутая чрезъ блокъ нить, послЪ нЪкоторой вы- 
соты падеюя. начинаетъ увлекать за собою тяжелую цЪпь. за- 
мелляющую дальнфйшее паденте снаряда. 

Падаюпий снарядъ состоитъ изъ металлическато диска 
(фиг. 2) (. на которомъ лежитъ металличесюй пилиндръ Р. 
Пилиндръ свободно ходитъ на аркообразномъ стержнз ю©. къ 
которому прикрфиляется нить переброшенная черезъ блокъ /). 
Пилиндръ отдфленъ отъ диска спиралеобразною пружиною и 
прижимаетъь ее своимъ вЪфеомъ. Когда снарядъ падаетъ. полу- 
чая ускорительное движеше. цилиндуъ перестаетъ оказывать 
давлен1е на дискъ. Пружина же сохраняетъ свое дЪйстве. Раз- 
стоян1е между дискомъ и цилиндромъ увеличивается: отноеи- 
тельно диска цилиндръ подымается. Обнаружить это можно раз- 
личными премами. На фигур изображены два пруема: помо- 
ш1ю пробочекъ и графичесвй. 

ПомЪетимъ надъ пилиндромъ пробочки & © съ легкимъ 
тремемнъ мотушия ходить по вЪтвямь стержня 5 и ©. Когда 
во время падеюшя цилиндръ Р удалится отъ диска (С. онъ пе- 
редвинетъ кверху пробочки Ёи Ё которыя и окажутея при 
конф опыта въ положени #, и &. 

Удалеше цилиндра отъ диска во время падешя можно об- 
наружить также графическямъ пр1емомъ. На верху арки стерж- 

*) Чувствую себя особенно признательнымъ за помощь, оказанную мн 


въ производетвЪ опытовъ преподавателемъ Физики въ училищь А. Н. Яков- 
левскимъ, 
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ня (фиг. 2) помфщается дощечка 7. которая во время паде- 
ня, при прохождеши снаряда чрезъ кольцо С (фиг. 1). сни- 
мается этимъ кольцомъ. На дощечкЪ укрфилена вертикальная 
° пластинка ЛМ, покрытая копотью. Цилиндрь Р имзетъь питу- 
ий стержень . Когда во время паденя цилиндръ удаляется 
‚отъ диска, стержень Й пишеть на пластинкЪ черту вверхъ 
отъ своего первоначальнато положентя. Въ моментъ. когда до- 
щечка снимается, стержень идетъ книзу по той же прибли- 
зительно чертЪ. Въ концф опыта черта эта, насколько она на- 
ходится выше первоначальнато положемя питущато острия, 


свидЪфтельствуетъь объ удаленши цилиндра отъ диска. 


Фиг. 6 изображаетъь пишупий приборъ въ нфеколько иной 
форм. Питунай стержень имфетъ форму сотнутато рычажка, 
придерживаемаго легкою пружиною въ прикосновени съ цилинд- 
ромъ Г. лежащемъ на дискЪ @ (въ изображаемомъ на фигу- 
р снарядЪ стержень. проходящ1й чрезъ цилиндръ. не аркооб- 
разный. а прямой и пружина. находящаяся между пилиндромъ й 
дискомъ. настолько прижата вЪсомъ цилиндра. что дискъ нахо- 
дится съ нимъ въ прикосновенш). Во время паден1я, когда ци- 
линдръ удаляется отъ диска. питущее острие чертитъ кривую 
линю (фиг. 7). Котда же чрезъ кольцо С (фиг. 1) дощечка 
снимается, остре чертить внизъ вертикальную прямую линию. 
Кривая остается свидЪтельствомъ повышемя цилиндра надъ 
дискомъ во время паденля. 


Котда я. во время пребывамя въ ОдессЪ. въ маф текуща- 
го 1893 года. сообщалъ въ мЪфетномъ физико-математическомъ 
обществв о моихъ опытахъ. талантливый механикъ Новоросе1й- 
скато Университета ТГ. А. Тимченко предложилъ и осуществилъ 
весьма остроумный способъ показать иЪлой зудитори. во вре- 
уя самаго паденя моего снаряда, удалеме цилиндра отъ ди- 
ска. Шиемъ изображенъ на фиг. 13 и 14. Снарядъ падаетъ 
на двухъ нитяхъ, перекинутыхъ черезъ двойной блокъ, укрЪи- 
ленный на верху вертикально поставленной доски (фиг. 11 и 
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12), доходившей до хоръ въ актовомъ залЪ Новоросейскато 
Университета. Цилиндръ Р соединяется помопйю колЪнчатаго 
рычага ВМ№ и показателемь 2 изъ леткаго картона. Когда 
цилиндръ покойтея на дискЪ, показатель , пизюций форму 
стрлки, стоитъ вертикально. Когда цйлиндръ удаляется отъ 
диска, плечо № поворачиваетъ валъ, несупий показатель и. 
показатель этотъ принимаетъ горизонтальное положене. какъ на 
фиг. 14. Это случается во время самаго падевя и вся ауди- 
тор1я видитъ, какъ во время паденя стрфлка изъ вертикаль- 


ной становится горйзонтальной (фиг. 11). 


Опытъ Ц. Если утрачивается давлене верхняго тзла на 
нижнее при падеши. то не должно ли утрачиваться и гидроста- 
тическое давленте верхнихъ слоевъ жидкой массы на нижиия? 
ОтвЪтъ на этотъ вопросъ даетъ слЪдуюцщий опытъ. Двухколн- 
ная трубка укрфилена на доскВ. виЪетЪ съ которой можетъ 
падать. Доска держитея на одной иля двухъ нитяхъ. смотря 
По тому происходитъ-ли падене на аппарать. изображенномъ 
на фиг. 1, или на двойномъ блокЪ фиг. 11. Двухколенная 
трубка (фиг. 3) заключаетъь въ 060%. въ одномъ, заврытомъ 
колЪнЪ а. воздухъ, въ другомъ. — открытомъ и обращенномъ 
затнутымъ концемъ въ сосудъ 6.—-колонну ртути. Подъ давле- 
немъ колонны ртути воздухъ находится въ колЪнЪз а въ сжа- 
томъ состояни. Во время паденя всего снаряда. сжимающее 
воздухъ давлене ртути прекращается. упругость же воздуха 
волЪдотв1е паденшя измфненя не претериваетъ. Часть ртути 
выливается изъ открытаго колфна въ сосудъ 0. Фиг. 10 и 10° 
изображаютъ тотъ же снарядъ въ нЪоколько измВненномъ видф. 
Снаряду фиг. 3 можно дать такое растоложене. что сосудъ 6 
будетъ снятъ во время паденя при прохождени чрезъ кольцо. 


Опытъ Ш. Опытъ этотъ относится къ давлению жидко- 
сти на погруженное въ ней тЪло. по Архимедову закону. За- 
конъ Архимеда утрачиваетъ свое значеше при паденш систе- 
мы. Представимъ ©е0%. что въ свосудъ съ водою А (фиг. 4) 


7 ЕКЪФИЗИКЪ СИСТЕМЫ ИМЬЮЩЕЙ ПЕРЕМЪННОЕ ДВИЖЕНТЕ. 103 


погружена пробка Р. Пружина Г удерживаеть ее въ водЪ 
вопреки давленю жидкости снизу вверхъ, повинуясь которому 
пробка всплыла бы на верхъ. Во время паденя сосуда съ 
пробкою. этого давления снизу вверхъ нЪтъ и пробка опускает- 
ся внизъ. какъ показано на фиг. 5. 


Обнаружить движеше пробки внизъ можно графически 
помонию прибора. изображеннаго на фиг. 8 и 9. Въ снарядь. 
изображенномъ на этихъ фигурахъ. пробка удерживается въ во- 
дЪ помопю улиткообразной пружинки, помфщенной не подъ 
пробкой (какъ на схематическомъ изображени фиг. 4 и5). а 
надъ нею. 

Въ снарядЪ. изображенномъ на фиг. 15 и 16. движене 
пробки обнаруживается помощю указателя г. Тимченки. Пру- 
жина Ё помфщена подъ пробкою. 


На фиг. 17, 18 и 19 изображенъ снарядъ, сдфланный г. 
Тимченко для оправдан1я начала. къ которому относится мой 
второй опытъ; прекращене гидростатическато давленя слоевъ 
жидкости. верхнихъ на нижюия. во время ихъ падеюя. Воз- 
духъ въ каучуковомъь шарф А сжатъ давлешемъ воды сосуда 
А, котда сосудъ этотъ находится въ покоф. Сжатый воздухъ 
чрезъ стеклянную трубку © дЪйствуетъь на каучуковую обвязку 
С (фиг. 19). къ которой прилегаеть рычажекъ С, удерживаю- 
ий показатель 2 (фиг 17) въ вертикальномъ положени. Кот- 
да сосудъ падаетъ. давлене жидкости на таръ А утрачивает- 
ся, обвязка 4 менфе нажимаетъ на рычажекъ и показатель 
повертывается горизонтально, какъ на фиг. 18. 


Я имю въ виду продолжить опыты въ примфнени и къ 
нЪкоторымъ другимъ явленямъ. измняющимея при перем нномъ 
движени системы. сравнительно съ тЪиъ какъ они происходятъ, 
когда система находится въ покоф или въ движенши постоян- 
номъ. Прибавлю. что явленя того же порядка мотутъ быть на- 
блюдаемы, въ извзотной степени, не только при свободномъ па- 
_ ден еистемы, но и въ системв катящейся внизъ по наклонной 


104 Н, ЛЮБИМОВЪ. | 8 


плоскости или качающейся. Опыты съ калящеюся по наклонной 
илоскости или качающеюся системою мотутъ быть произведены 
тъмъ съ болытимъ удобствомъ. что наблюдатель самъ можетъ 
помЪститься въ скатывающейся или качающейся сиетемЪ (ка- 
титьея ©ъ горы. качаться на качеляхъ) и слЪдить за явленями. 
НЪтъ особаго затруднения устроить и свободно падающую си- 
стему съ помфщеннымъ въ ней наблюдалелемъ. озаботивишеь. 
чтобы падающая система (напримЪръ корзина на перекинутой 
Чрезъ блокъ веревкЪ) достигала земли безъ толчка, еъ утра- 
ченною уже скороетию. | 


Область явлен. указываемая моими опытами. иметь ин- 
тересъ не только чисто физическй. но и физлолотическй. Такъ 
какъ происходяшля отъ тяжести давленя въ твердыхЪ ий жид- 
кихъ частяхъ организма должны измфнятьея. когда организмъ 
этотъ падаетъ. катится или качается, сравнительно ©Ъ тъмъ, 
когда онъ находится въ покоз или движется равном$рно. то 
физтологическя условя ето должны велЪдетве тото также 
претерифвать изм$неня. Въ этомъ происхождение ощущенй, 
испытываемыхъ человЪкомЪ. когда онъ падаетъ съ высоты. ка- 
тится ускоренно ©ъ горы. качается на качеляхъ. Объясвеше 
физлологическихъ условй этого рода движенй организма за- 
ключается въ началахъ. для оправданя которыхъ произведены 
наши опыты. 


Физика перем$ннато движеня системы имЪетъ. быть мо- 
жетъ. и еще болЪе шировмй интересъ. Геометрическое перем$- 
щене тЪла. имЪющаго постоянное движенше ничьмъ. какъ ска- 
зано. физически въ немъ не обнаруживается. Но если движе- 
н1е перемЪнное. то оно всегда обусловливается причинами (еи- 
лами). имвющими физическое дЪйстне. Возможно. что дЪйстве 
это всегда сложнЪе. чфиъ одно сообщене ускорешя. ИзвЪетно, 
что въ то время, какъ разнообразныя физическая явленйя — теп- 
л0. свЪтЪ. магнетизмъ. электричество — взаимно преобразуются 
и переходятъ одно въ другое. тяжесть стоитъ изолированно. 
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Фарадей искалъ связи между паденемъ тЪла и индуктивнымъ 
возбуждетемь элеклрическихь токовъ. но такой связи не об- 
наружилъ. Олыты дали отрицательный результатъ. Кели. однако, 
тяготЪне. какъ надо думать. имфетъ физическую причину, а 
не есть простое свойство. не требующее механическато объяс- 
нентя. то трудно отказаться отъ мысли, что причина эта мо- 
жетъ обнаружиться и не однимъ ускоренемъ. Потому. изуче- 
н1е явленй, сопровождающихъ ускорене падающаго тЪла. мо- 
жетъ оказаться небезплоднымъ и по отношению къ вопросу. 
занимавшему умъ великаго антл\Искаго физика. 

Если пр1обртаемое падающимъ тЪломъ ускорене есть 
`слЪдетве дЪйствя невЪсомой среды. среди которой помфщены 
вЪеомыя частицы. то дЪйстве это должно сопровождаться про- 
тиводЪйствтемъ. испытываемымъ средою и можетъ быть обнару- 
живается въ ней какими-либо явленями. способными подлежать 
наблюден!ю. 

Физическое изучене явленй паден1я. а также явленй. на 
сколько они доступны наблюден1ю. взаимнато притяжен1я массъ 
на земль по закону воеобщато тяготЪня. связано съ величай- 
тимъ вопросомъ философли природы: о дЪйстыяхъ на раз- 
стоянии. 
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Олыть ИЗСлеДОВАНЯ РЛавиЙШиХЬ ЯВЛеНИ, НабЛЮДАемыхЬ 
у кВ. 


М. П. Рудскаюо. 
Е:ва1 зиг ]ез ргшсраах рнепошёез, оЪеегуёз сНех 1ез г1х18гев. 


раг М. Р. Виа. 


=: 


ВСТУПЛЕНИЕ. 


Работы надъ регулящей рзкъ начались въ Итали еще въ 
средне вЪка. поэтому неудивительно, что въ эпоху возрожде- 
ня Италянцы обратили вниман!е на теорю движеня проточ- 
ной воды. Уже знаменитый Л1онардо-да-Винчи дфлалъ измз- 
реня скорости течентя и занимался нЪкоторыми вопросами ги- 
дродинамики. Гидродинамикой занимался тоже Галлилей, хотя 
самъ ничего спешальнаго по этому вопросу не написалъ. Его 
ученикъ монахъ Вастелли ') уже зналъ. что, при установив- 
шемея движени воды въ каналахъ или трубахъ., среднйя ско. 
рости обратно пропорп1ональны площадямъ поперечных 6%че- 
ий. Но и онъ й другой ученикъ Галлилея Торичелли имЪли 
ложныя понятя о распредЪлени скоростей. Они полагали. что 
скорости вблизи дна больше. чВмъ у поверхности. — Что ка- 
саетея самаго закона распредЪленая скоростей. то каждый изъ 
нихЪ предлагалъ другой законъ. Быть можеть. что Кастелли и 





1) Ва плот. Нудготесваю К, Наппоуег 1879 $5 121, 133. Свъдёная о 
томъ, что едвлано хизиками и гидротехниками для теор1и рзкъ, заиметвованы 
. по большей части изъ Рюльмана. 


Т. ХУ Зап. Мат. Отд. 
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Торичелли работали въ направлени, указанномъ Галлилеемъ, 
но. раздфлялЪ-ли онъ ихъ взтлядъ на оаспредфлен!е скоростей, 
неизв отно. 

Цервая болЪе полная теортя р$къ принадлежитъ Гумель- 
мини [би1е]тии Фе пабита 4е йашт 1697]. Отноеительно 
распредЪлен1я скоростей онъ придерживалея ложнаго взгляда 
своихъ предтественниковъ, но впрочемъ, насколько можно су- 
дить по выноскамъ у Лосса ") й другихъ, онъ имфлъ доволь- 
но правильныя понят1я о мнотихъ явленяхъ жизни рЪкъ. Гу- 
мельмини занималея прочнымъ состоянемъ рЪкъ. наводненями, 
отношенями притоковъ къ главной рЪкЪ и т. д. Такимъ об- 
разомъ. Гумельминй понималъ теорю рЪкъ довольно широко. 
Въ свое время труды Гумельминй пользовались громадной из- 
ВЪетностью. 

Большой шагъ впередъ сдфлала теормя рЪкъ, благодаря 
извЪстному физику Маротту. Онъ первый замфтилъ. что скоро- 
ети не увеличиваются отъ поверхности ко дну. а напротивъ 
того у дна меньше, чЪмъ вблизи поверхности. — Кажется впро- 


чемъ. что Пито (Рф) почти одновременно сдзлалъ подобный. 


выводъ изъ своихъ наблюденш. произведенныхь помощью изоб- 
рЪтеннато имъ прибора. позволяющатго измзрять скорость тече- 
н1я на какой угодно тлубинф независимо отъ скорости. въ дру- 
тгихъ глубинахъ. 

Въ ХУПТ столЪии измренемъ скоростей, производствомъ 
разныхъ опытовъ и выводомъ эмпирических законовъ изъ наб- 
люден!й и опытовъ занимаютея италянцы: Зендрини (епаги). 
Лекки ([ессй1). Микелотти (Маейе1о 1) отецъ и сынъ. Лорнья 
(Готепа) и др., голландецъ Брюнингеъ (Вгап1л2$) й друше. 
Шези (С167у) во Франши въ 1775 году предлатаетъ первую 
для практическихъ цзлей годную формулу для равном рнаго 


движен1я въ каналахъ. ВскорВ затЪмъ Дюбюа (рибчаб) издаеть — 





') Паиззе Ефа4ез а’Пуйгаа! ие ргайдое. Мет. бах. Е4г. 20 томъ 
стр. 340. 
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свой знаменитыя «Основы» (Ргшерез 1779 г.). Къ концу 
ХУШ и началу ХГХ стольий относятся работы Бернарда, 
Фабра и Лекрэ '). спептально посвященныя рЪкамъ. 

Въ нашемъ столЪт1и число работъ, посвященных теорш 
движен1я проточной воды, чрезвычайно увеличивается; особенно 
много сдфлано по этому вопросу французами, причемъ усил1я 
многихъ направлены на выведене эмпирических формулъ. 00- 
ходя молчанмемъ множество работъ. скажемъ только, что. бла- 
годаря теоретическимъ работамъ Навье, Пуассона и Стокеса, 
опытамъ Пуазейля и Дарси. было обнаружено существенное раз- 
лиЧе между движенемъ въ волосныхъ и въ большихъ трубахъ 
й каналахъ. эатъмъ укажемъ еще на труды Понселе (Ропсе- 
1е$ 1828 г.). Белянже (В@апоег 1828). Кор1олиса (Сог1о18 
1836) и Вотье (Уал ег) надъ теомей установившатося. не- 
равномфрнато движения проточной воды. потомъ на крайне важ- 
ные опыты Дарси, продолженные послЪ его смерти Базэномъ. 
(1855 — 1860). относящлеся къ равномВрному движеню, къ 
раепредЪлен1ю скоростей въ открытыхъ каналахъ и къ распро- 
странен1ю волнъ. на извЪетную работу Сюрелля (1840 г.) объ 
Альшйскихь потокахъ, важную для морфологии рЪчныхъ долинъ 
вообще и долинъ потоковъ спешально. наконецъ на грандлозное 
изелздован1е нижняго теченя Миссисипи и ея притоковъ Гумф- 
рейсомъ и Абботомъ. СлФдуетъ. однако. замЪтить, что резуль- 
таты этого изслЪдован1я были переонфнены. Мног!е думали, что 
найдена новая, настоящая теорля рЪкъ. Между тЪмъ найдены 
были эмпирическая, впрочемъ нЪеколько натянутыя формулы, 
вкратц резюмирующя наблюденя Гумфрейса и Аббота. Тиъ 
не мене нЪтъ сомнфния. что наше фактическое знан1е значи- 


1) Сочинен1я Бернарда и Фабра (ОЪзегуаИопз заг 1ез г1У1@гез еф 1ез 
фоггеп%в. Раг1з 1797) были для меня недоступны. Насколько можно судить 
изъ словЪъ Досса (Озиззе см. выше), только книга Фабра заслуживаетъ на 
в которое вниман1е. Книга Лекрэ (Т.е Стец]х. КесВегевез зиаг 1а {огта$1оп 
4ез г1У1ёгез. Рат1з 1804) была для меня доступна, она представляетъ только 
историческ!й интересъ, 
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тельно увеличилось послЪ обнародованя труда только— что упо- 
мянутыхъ американскихъ моряковъ. 

Въ началв семпдесятыхъ тодовъ Буссинекъ (Во1831тез4 
1872 г.) сдЪлалъ попытку создать цЪфльную математическую 
теорю движеня проточной воды [№8за1 зпг Та Феоте 4ез еапх 
сопталфез]. Его огромный трудъ отличается высокими достоин- 
ствами и затрогиваетъ различные вопросы; тзмъ не мензе и 
послЪ него теормя движешя проточной воды далека еще отъ 
той степени развитя. которой достигли иныя физическя теори, 
н. п. теортя свЪфта или звука. 

Уже послЪ труда Буссянека появились ни ВкотОрыя работы 
В. Томсона [о волнахъ въ проточной вод, 0 а - бу- 
детъ р$чь дальше. 

Кром спешальныхь работъ по динамик% рЪкъ. гидротех- 
ники дали пфлый рядъ монографИ. между которыми наиболь- 
шей известностью пользуется «Га Зете» Бельграна (Веетала ), 
выяснивтая, между прочимъ. связь между распредЪлешемъ про- 
точныхъ водъ и формой долинъ съ одной и водопроницаемостью 
породъ съ другой стороны. 

Физики и гидротехники. о которыхъ мы до сихъ поръ то- 
ворили. чо большей части занимались движенемъ воды, но ма- 
л0 интересовались отношемемъ рЪкъ къ окружающимъ поро- 
дамъ, размытшо и т. д.; съ другой стороны тгеолоти й геот- 
рафы сначала занимались результатами дфятельности рЪкЪ. 
именно вопросомъ образованя долинъ и только въ послзднее 
время, по поводу вопроса образовано долинъ и размытйя, ста- 
ли заниматься теортей ръкъ. | 

Работы Риттера 1) и Пэшеля *) о рЬкахъ хотя касаются 
многих вопросовъ, но поверхностно. Риттеръ говоритъ между 
прочимъ о томъ, что рЪки образуются изъ системъ озеръ, что 


можно раздЪлить всякое течен1е на верхнее (горное) вреднее 


1!) С Мег. Ещениапо 2аг уего[е1евев4ею беосгарШе. ВегИп 1852. 
3) Ревейе!. Меце Ргор]еше. е1рхдс 1870 г. Гл. 10, 11, 12. 
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и нижнее, что направлене течен1я опредзляется трещинами, что 
рЪка. образующаяся изъ соединеня двухъ рфЕъ, должна имЪть 
направлене, среднее между направленями образующихь р%№къ 
[параллелограммъ силъ]| и т. д. Цэшель имЪетъ довольно ясное 
понят!е объ образоваюи извилинЪ. заимствованное, кажется, у 
Бэра; онъ высказываетъ нЪфкоторыя довольно мЪтк1я замфчаюя 
объ отношени рЪкъ къ окружающимъ горнымъ системамъ, онъ 
говорить н. п., что рЪкй удаляются отъ высокихъ горъ '), 
параллельныхъ ихъ теченю и т. д. 

Большой интересъ возбудила работа Бэра (1860 т.) 2) о 
вияни вращеня земли на перемщене русла рЪфкъ: она выз- 
вала рядъ статей, посвященныхъ этому вопросу (Цеприйца, 
Дункера и другяхъ). Въ сожалЪнш. механизмъ явленйя былъ 
плохо понять какъ Бэромъ. такъ и многими другими. работав- 
шими послЪ него, 

Въ нашемъ столЪи геологи стали много занйматься во- 
просомъ образовамя долинъ путемъ размытя. По мЪрЪ тото. 
какъ накоплялись факты и наблюденля. становилось все болЪе 
и болЪе яснымъ. что рфчныя долины суть всюду й всегда про- 
изведеня дЪятельности самихъ рЪкъ *). Поэтому неудивитель- 
‚но. что теологи стали обращаль больше внямашя на самыя 
рЪки. Починъ въ этомъ отношени сдЪлали англичане и аме- 
риканцы: Гринвудъ “) Жильбертъ (@е01осу о?’ Непгу Мопща/лз) 
и Поуэль (Ехр|отаблой оЁ бе Со]огафо глуег). ИзвЪетная кни- 
та Рихтгофена (КаВгег г КотзоВапезте1вет4е). на которую 
будемъ очень часто ссылаться, содержитъ нетолько очень мно- 
го цфнныхь наблюденй. но вмЪстЪ съ тЪиъ замЪчательные 


‘) Объ этомъ будетъ рЪчь въ текетф. 

2) С. Е. у. Ваег. ОЧефбег ет а1оетешез Сезеф2 11 4ег Сез{афапо 4ег 
Е 1зз]а[е. Ва Аеаа, 5.-Реф. 1860 г. 

3) Это мнвн1е было ясно выеказано Гуттономъ еще въ прошломъ ето- 
ли. Ср. Р]ауг. Шазтайотз оР 4Ве НаИоп1ап $Ъеогу оЁ $Ъе ЕзгВ хр. 
пер. Ваззеф подъ Затл. ЕхрИеаМопз ае Р]ау{алг заг 1а $Веоте 4е 1]а 1егге 
раг НиМоп. Раг!з 1815 г, стр. 272. 

“) Ср. О1аваш. Оп {Ве 1алу @е.. @цагб. Лоигп. Сео]. Бое. роп4оп. 1888 
г. стр. 734. 
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общие выводы, особенно по вопросу вмян!я тектоники на ха- 
рактеръ теченя й над размыте. Только тамъ, тдЪ авторъ вдает- 
ся въ физическля теорти. случаются промахи. О менЪзе важныхъ 
работахъ, спентально по теори р%къ. н. п. Филинсона, Пенка 
й др., будетъ рзчь въ текстЪ.. 

Мы по необходимости должны ограничиться этими общими 
замфчанями, такъ какъ въ самомъ текетз намъ постоянно при- 
ходится указывать на ходъ развит1я того или другого вопроса, 
а притомъ мнот1я изъ исторически важныхъ сочинений остались 
для автора недоступными. 

Настоящая работа прежде всего иметь цЪфлью сопоста- 
вить извфетное. Инымъ вопросамъ пришлось удЪлить много мЪ- 
ста, но это объясняется тЪмъ. что въ трудахъ геологовъ й геотра- 
фовъ. тдЪ затрогиваются вопросы, имЪюнае связь съ физиче- 
скимй теорлями. встрЪчаются воззрЪ ния. несогласныя ©ъ принци- 
пами физики или-же отрицающия давно доказанныя, вполнЪ 
установленныя. истины. 

Въ этой работЪ не затрогиваются вопросы о процессахт, 
пройсходящихь въ устьяхъ рЪкъ, не разсматривается ний влйя- 
н1е измнеюй климата. ни вллян1е геологическихъ переворотовъ, 


нй даже годичныя йизмЪнентя состояня рЪкъ. Первый изъ этихъ . 


вопросовъ составляеть самъ по се0Ъ% отдЪльную тему. такъ 
какъ находится въ связи съ совершенно отдЪльнымъ вопросомъ 
уорскихъ теченй. приливовъ й отливовъ и т. д. Второй и 
трети выходятъ за предЪлы программы этой работы, гдз имЪфетея 
въ виду больие веего сама рЪка и ея дфятельноеть. Что ка- 
саетея послЪдняго вопроса, то онъ, собственно говоря, долженъ 
бы войти въ программу такой, какъ настоящая работы. но онъ 
требуетъ цфлаго ряда предварительныхъ изелЪдованй по теор 
перем ннаго состоямя рЪкъ, а потому мы” были принуждены 
пока исключить его изъ спеплальнато разсмотръня, ограничи- 
ваясь только нЪкоторымй отдЪльными замвчамями, размЪщен- 
ными по разнымъ тлавамъ сообразно ©ъ надобностью. | 


\ 
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ГЛАВА 1. 


ДЛвижен1е жидкостей, 


Движен!е возхъ жидкостей, сжимаемыхъ и несжимаемыхт. 
представляетъ нЪкоторую замчательную особенность. При ма- 
лыхъ относительныхъ скоростяхъ элементы жидкости движутся 
плавно. сопротивлен1е уменьшается по мЪрЪ возвышеня темие- 
ратуры; [коэффишентъ внутренняго треня уменыпается по мЪръ 
возвышеня температуры] но, коль скоро относительныя скоро- 
ети превзойдутъ извЪетные предфлы, движене дЪлаетея безпо- 
рядочнымъ, сопротивлен1е значительно увеличивается, причемъ 
почти не зависитъ отъ температуры. 

Это явлен!е давно извЪетно физикамъ и гидротехникамъ. 
Уже Навье имъ занимался. Понеэле называлъ безпорядочное 
движен1е «вихревымъ», [фоит1оппате]. Гумфрейсъ и Абботъ 
называютЪ его «пульсирующимъь». При вихревомъ. пульсирую- 
щемъ движенш истинныя скорости течемя во всякомъ мЪетЪ 
постоянно и весьма скоро мЗняются въ ту и другую сторону 
ифкоторой мЪстной средней скорости '). Такимъ образомъ. жид- 
кость дЪйствительно какъ-бы пульсируетъ. Самопишуцще прибо- 
ры для измЪрешя скорости течемя хорошо показываютъ эти 
пульсаши. 

Назван1е «вихревое движенме» произошло отъ того, что 
дЪйствительно можно себ представить, что въ безпорядочно 


1) Въ дальнЪйшемъ изложен!и подъ скоростями будемъ всегда пони- 
мать мветныя среднйя екорости. 
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текущей жидкости постоянно возникаютъ и исчезаютъ мелме 
вихри. При прохождеми каждаго вихря. направлене и скорость 
движен!я въ разсматриваемомъ мЪетЪ постоянно мЪняются. Сл%- 
дуетъ помнить. что эти вихри не имЪютъ начего общато съ 
элементарными вихрями гидродинамики. 

НЪкоторые искали причину *) безпорядочнато движен1я въ 
шероховатости стЪнокъ каналовъ, рЪкъ, трубъ ит. д. Но опы- 
ты Рейнольдса ^) показали, что, хотя сопротивлеше при без- 
порядочномъ движении увеличивается вмЪстЪ съ шероховатостью 
стВнокъ, но. для перехода отъ плавнаго движеня къ безпоря- 
дочному и обратно. шероховатость стзнъ имфетъ второстепен- 
ное значене, и что есть нЪкоторыя предЪльныя относительныя 
скорости, при которыхъ этотъ переходъ непремфнно совершается. 
Въ изслЪдовани Рейнольдса. имъющемъ преймущественно опыт- 
ный характеръ. указаны предЪльныя средня %) скорости тече- 
н1я, при которыхъ совершается переходъ отъ плавнато движе- 
н1я къ безпорядочному но, очевидно. такимъ образомъ косвенно 
выражается зависимость отъ относительныхъ скоростей.— ДЪИ- 
отвительно. положимъ, что относительныхъ скоростей нзтъ.— 
Тогда жидкость движется какъ твердое тЪло и, несмотря на 
самую большую скорость, безпорядочное движене не можеть 
имфть мЪста. 


Рейнольдеъ полагаетъ, что переходъ отъ плавнаго движе- 


ня къ безпорядочному совершается потому. что при извЪфетныхъ 
скоростяхъ плавное движен!е дЪлается непрочнымъ, неустойчи- 
вымЪ. эЭначитъ. устраняя всяк1я возмущен1я, дЪлая стЪны аб- 
солютно гладкими. можно было бы не допустить до перехода 
ВЪ безпорядочное движене. Однако. причина явленя скрывает- 


1) Ср. Воиззтеза. Еззал зиг 1а {№6ог1е 4ез еаах сопгатез. Мет. Зах. 
Ебг, 23 томъ 51 стр. 

3) Озрогпе Кеупо!4з. Оп Ше ]а\у оЁ гез1запее 40 41е Йо\у оГ уужег шт 
ратаЙе] е№атпе]з. РА. Тгапз СЬХХ!У; И чаеть. 

*) Т. е. ередн1я скорости всей воды, протекающей по трубамъ, еъ ко- 
торыми производились опыты. 
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ся глубже. Лордъ Кельвинъ (В. Томсонъ) и ВБассе ') показали, 
410 плавное движене устойчиво при какихъ угодно скоростяхъ. 
коль скоро допустимъ. что жидкости движутся по законамъ гид- 
родинамики вязкихъ жидкостей. СлЪдовательно. явлен1е выхо- 
дить за предЪлы этихъ законовъ. Уже въ другомъ мЪетЪ я 
указать на то ?), что при извЪетныхь относительныхъ скоро- 
отяхъ жидкость постоянно разрывается. Съ ней происходить 
нЪчто подобное. какъ съ твердыми тЪлами, когда они ломают- 
ся отъ слишкомъ быстрой деформацш., съ той разницею. что 
Въ жидкости за разрывомъ сейчасъ слЪдуетъ соединене, Раз- 
рывъ происходить отъ того, что жидкость не усиЪваетъ при- 
норовить свое внутреннее строеше къ слишкомъ быстрой де- 
формацщли. 

Если стать на эту точку зря, то станетъ внолнЪ яс- 
нымЪъ, почему шероховатость стфиъ играетъ второстепенную роль 
при переход къ безпорядочному движению. Возмущеня хотя 
способствуютъ безперядочному движению, но не составляютъ его 
причины. Иричина кроется въ физическихь свойствахъ жидко- 
стей, блатодаря которымъ онЪф способны деформироваться впол- 
нф непрерывно только до тЪхъ поръ., пока скорость, съ кото- 
рой совершается деформашя, не выходитъ за извЪетные пре- 
дЪлы. Кажется. что высказанная мною мысль не вполнЪ нова 
для нЪкоторыхъ тидравликовъ. Шо крайней мЪрз убЪждене. 
что - безпорядочное движене не подходить подъ законы обыкно- 
венной гидродинамики. ясно видно у Буссинека °). 

Предфльныя средюя скорости теченя, при которыхъ со- 
вершаетея переходъ къ безпорядочному движенио. уменьшаются 





1) Гога Кемп. «Оп эзбаЪ1ШФу ефе› и «Вгоаа Влуег е{ёе› РЬП. Масал. 
5 сер. 24 томъ. Ваззеф. Ба Шу оЁ у1зеои8 Пиз. Ргое. Воу. Бое. ШТ стр. 
273. ср. 10г@ Вау1е1сЪ. ‹Оп \е диезНоп ефс›. РЬЦ. Маса2. 5 сер. 31 томъ. 
_ 2) М.Р. Влазк. Мое оп 41е Йо\м оЁ ууэмег е{с.... РП. Маса2. 1893 
г. 35 томъ 216 тетрадь (Майская). 
3) Ср. Воаззтеза 106. с1%. стр. 6, Евневичъ Курсъ гидравлики, С.-Пет. 
№991 г, етр. ЭТ. 
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по мВрЪф увеличеня размЪ®ровъ ©Ъченя русла или трубы. Въ 
сущности плавное движен!е воды возможно только въ волосныхъ 
трубкахъ. ВолЪдетвые этого его законы приложимы только къ 
движентямъ почвенной воды 1). 

'Гакъ какъ скорости увеличиваются вмЪстЪ съ уклоном; 
то въ одной й той же трубкВ при маломъ уклонЪ вода течетъ 
плавно. при большемъ безпорядочно. На основаши добытыхъ 
опытнымъ путемъ формулъ Рейнольдса нетрудно убЪдиться, что 
еслибы при маломъ уклон вода текла безпорядочно, то ея 
поступательныя скорости были бы меньше, а сопротивлене боль- 
пе. чфиъ при томъ илавномъ движенши. которое фактически 
происходить. Наоборотъ, оказывается, что еслибы, при боль- 
емъ уклонЪ. течене совершалось по законамъ плавнаго двИ- 
женя, то поступательныя скорости были бы больше, & сопро- 
тивлене меньше, чЪмъ при томъ безпорядочномъ движений. ко- 
торое на самомъ дЪлЪ совершается. Такъ н. п.. при помощи 
формулъ Рейнольдса нетрудно вычислить, что въ прямой трубЪ 
изъ жженной глины. съ круглымъ сЪчешемъ д1аметра въ одинъ 
метръ при уклонЪ въ 0,0001. истинная средняя поступатель- 
ная скорость воды равна веего 0.37 метрамъ въ секунду. При 
указанныхъ условяхъ теченйе всегда безпорядочно. такъ какъ 
при данномъ д1аметрЪ и уклонЪ скорости далеко больше пре- 
дфльныхъ скоростей, при которыхъ плавное движене еще воз- 
можно. Но если бы плавное движеше было возможно, то при 
ТЪхЪ же самыхъ усломяхъ средняя скорость течемя равнялась 
бы 17 метрамъ въ секунду. Эти результаты получены въ пред- 
положенш, что температура воды 2) близка къ нулю, но, допу- 
ская, что температура равна примфрно 15°С.. мы бы получили 
среднюю скорость. почти вдвое большую. 


т) Подробности этого вопроеа читатель можетъ найти у Евневича 
10е. ей. 

*) При безпорядочномъ движен1и поступательная скорость почти что 
не зависятъ отъ температуры, 
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Это обстоятельство имЪетъ громадное значеше въ эконо- 
ми природы. Еслибы рЪки текли по законамъ плавнато дви- 
женя, то и он и весь «ликъ земли» имфлибы другой видъ: 

Благодаря безпорядочному движению скорость рВчного те- 
чентя не зависить отъ колебашй температуры; еъ другой ото. 
роны оно поддерживаетъ одну и ту же температуру отъ дна до 
поверхности, ибо вода рЪки постоянно перем шивается. Части- 
цы, бывнИя на поверхности. устремляются ко дну и наоборотъ. 
ВелЪдетве этого даже у самыхъ болышихъ р%Ъкъ во веЪ вуре- 
_ мена года температура воды на разныхь тглубинахъ одна и 
таже !). 

Постоянное перемфшиванте воды при безпорядочномъ дви- 
жеши имЪетъ громадное значене для перенесеня твердыхъ ве- 
ществъ. Оно способетвуеть диффузи химическихь растворовъ. 
Механически взвЪшенный матемалъ тоже быстро передается изъ 
периферическихь струй воды къ центральнымъ. Такимъ обра- 
зомъ вся масса воды насыщается мутью и разности въ насы- 
щения периферическихъ и центральныхъ струекъ значительно 
уменьшалотся. При совершенно плавномъ движеюи передача 
твердыхъ частей отъ отфнъ къ центральной части теченя бы- 
_ ла-бы въ сущности невозможна. Наконецъь при безпорядочномъ 
движеши подхватыван1ю твердыхъ частицъ со дна и береговъ *) 
способетвуютъ мельк1е вихри, которыми оно сопровождается. 


1) Ср. Жукъ. Темпер. воды въ Днварз у Еева въ 1850 г. Зал. Елевек, 
Общ: Еетеств. ХИ томъ, 2 выч.стр 325. Такъ н. п. зимою «пока р%ка пскрыта 
льдомъ, теипература всей мас.ы воды колеблется между +0°2и 0°.4С. и не 
новышается пока ледъ не тронулся; наоборотъ яезависимо отъ обил!я льда, 
движущагося по р№к%. онъ не остановится и не покроетъ р3зки сплошной 
корой, пока температура всей массы воды не понизится до --0°.2 или -|-0°,3С.› 
106. ©16. | 

Въ Англи за послвдн!е годы былъ едзланъ цзлый рядъ ваблюден!й 
надъ темпер. рзкъ, но наблюден!я веюду производились на одной глубинз. 
Смотри Вер. оп 4$ЪВе зеазопа] уаг1аотз 0 фешр. Вер. Вг. Авв. 1891 г. 
стр. 454. 


_ 1) Ср. Озъогае Веупо!4з Оп сегфайш 1а\уз оЁ Фе т1уег гесйие Кер. 
Вг. Азз. за 1887 г. стр. 556. 
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Движешя атмосферы тоже совериалотея по законамъ 0без- 
порядочнаго движения, & потому скоростй вЪтровъ никогда не 
достигають тЪхъ предфловъ, каве ') возможны при плавномъ 
движени. Въ сожалЪнио, почти во воЪхъ трудахъ, посвящен- 
ныхЪ теоретической метеорологш. за Исключешемъь трудовъ 
Марки 7), предполагается, что сопротивлене движению воздуха 
пропорционально первой степени отъ скорости. Этотъ законъ 
сопротивленя приложимъ къ илавному движению, но не къ 0ез- 
порядочному. 

Чтобы дать поняе о предЪльныхъ скоростяхъ, при ко- 
торыхъ плавное движене воды еще возможно, скажемъ. что 
у трубъ Рейнольдса средняя критическая скорость, при кото- 
рой плавное движеше непремЪнно переходило въ вихревое, 
опред$лялась формулой: 

т 
й— ВЛ 

Въ этой формулЪ при единицахъ: метръ, секунда и гра- 

дусы Цельзя °). 


В=43.19 
= ламетру трубы. 
1 





Р=1- 009367 + 0.00227? 
Г = температур въ градусахъ Цельзя. 
Г = средней скорости. 
Наоборотъ. безпорядочное движене непремВнно переходи- 
ло въ плавное при критической скорости въ шесть слишкомъ 
разъ . меньшей. чфмъ вышеуказанная. 


1) Ср. мои статьи, О законз сопротивления при воздушныхъ движе- 
н1яхъ, Метеор. Взетникъ 1393 года № 4. Ветегкипс ха Ог. Кбрреп’з АтЁ- 
3а42 ее. Аппа]еп 4ег Нудгосгаре. 1893 г. № 3. 

2) Маге\1. бноо10 4’аррИса2100е 4е! ргпаерИ 47 4гааИеа ее... Апп. 
Ой. Сеп4г. Мефеог, Сео. Рае Г уо]. УПП. 1886 года. 

3) О. Веупо!@3. 10с. ©. 
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Въ морскихъ течешяхъ вода движется тоже безпорядочно. 
за исключенемъ нЪкоторыхъ чрезвычайно медленныхъ нодон- 
ныхъ теченй. Между тЪмъ вол теомя Цэпирица Г) основана 
на уравнетяхъ плавнаго движеня. Поэтому вЪ этой теор 
вфрна только основная мысль о вмяни вЪтровъ, но воЪ чис- 
ленные результаты неточны. ЁромЪ того замЪчу мимоходомъ, 
‚что разсматриваемый у Пэпирица случай двухъ параллельныхъ 
течешй. направленных въ прямо противуположныя стороны и 
соприкасающихея между собою такъ, что въ нЪкоторой плоско- 
оти скорость движешя равна нулю. невозможенъ. 

Этотъ видъ движеня неустойчивъ 2), а потому при ма- 
ллышиемь возмущени вода обонхъ теченшй см шивается и послЪ 
самаго непродолжительнаго времени это движене совершенно 
разрушается. Неустойчивость движения имЪетъ мЪфето и тогда, 
когда плоскость, раздляющая течемя вертикальна и тотда. 
когда она горизонтальна, но въ послфднемъ случаЪ, если жид- 
кость нижняго течеюя плотные, то вместо смъшешя жидкостей. 
неустойчивость даетъ поводъ къ образовано волнъ на границ 
между течешями. Этимъ то объясняется образоваме волнъ на 
поверхности воды подъ вмямемъ вЪтра °). 





1) Изъь КгашшеГгя Напарась дег ОхеапостарШе. П томъ стр. 351 ви- 
жу, что уже Г. Герцъ обратилъ было вниман1е на это обстоятельетго. 

2) Ор. Вау1е1оВ, Оп фе зба 1Ифу оЁ еегфалп Йи14 шо#0о0з Ргое. Ма&В. 
бое. ХГ томъ. 

*) Ср. Невой. Епего1е 4ег \Уосеп цп@ 4ез \ш4ез 52. Акад. 
У\У1зз. ВегИп 1890 г. стр. 853. Ср. тоже опыты Рейнольдса въ нзеколько разъ 
приводимой работЪ въ РЬЙ. Тгалз, 


ГЛАВА П. 


Распредълен1е скоростей при равном$рномъ устано- 
вившемея движении. 

Теортя движемя жидкостей представляетъь громаднЪйния 

затруднемя. Уже Галлилей ') говорилъ. что гораздо легче раз- 

гадать законы движеня нобесныхь тЪлЪ, столь отъ набъ уда- 


ленныхъ. чЪмъ законы движеня воды, протекающей въ нЪеколь-’ 


кихъ шагахъ отъ наблюдателя. Тоже самое товоритъ Гершт- 
неръ 2). знаменитый авторъ теори волнъ. Сэнъ-Венанъ назы- 
валъ гидродинамику «приводящей въ отчаяше загадкой» 3). 
Даже въ теорш плавнато движеня въ волосныхъ трубкахъ съ 
точностью рЪшены только нфкоторыя болЪе простыя задачи. Въ 
этимъ «р$ЬшеннымЪъ» задачамъ принадлежитъ задача о равно- 
мЪрномъ установившемся “) движени воды въ прямой волосной 
трубкЪ, хотя вирочемъ полныя ршени °). т. е. дающия еко- 


1) Ва папо. НудготесВаю к. Наппоуег. 1879 г. стр. 338. ь 

3) бегзипег Теоге 4ег \УУеПеп. переводъ За1ли{-Уепап’а Апо. Роз 
её Свайззёез 1887 г. Т полуг. стр. 36. 

3) Вои5з1тез4. 106. ©1ф. етр. 36. 

*) Движен1е называется равном8рнымъ, когда скороети одинаковы во 


всЪхъ поперечныхъ сВчен1яхъ, установившимся, когда скорости не мвняются _ 


съ течен1емъ времени. 

5) Ср. н. п. бгесп Ш. Оп {Фе Йом оЁ за у13с0мз Ни ш а рре ог 
сНаппе]. Ргое. [,014. МафВ. 50е. ХШ томъ. 

Стае{2. Оефег 41е Вемуехиро 4ег Е@зз10 ке 11 Вбовгеп. ДеИзевг. Ё@г 
Марь. ипа Рвуз. 1880. 
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рости отдЪФльныхъ струй, извфетны только для нъкоторыхь формъ 
оЪченя трубки. За то положительно извфетно, что между сред- 
ней скоростью. уклономъ и такъ называемымъ гидравлическимъ 
радлусомъ существуетъ слЗдующая связь: 


АКН (1) 


тдЪ Г есть средняя поступательная скорость теченя 
› 1 › Уклонъ 
› [1 ›» гидравличесюй радусъ т. е. отномеше площади 
живого сЪчешя къ смачиваемому периметру. 
› с › нкоторая постоянная. зависящая отъ коэффицлен- 
та вязкости и отъ формы сЪченя. 


Такъ какъ уклонъ 2 ость величина обыкновенно очень 
малая. то вмсто зим пишутъ просто 4. | 

Но формула: (1) годится только для волоеныхъ трубокъ 
й каналовъ. Для сходнаго случая, когда въ болышихъ трубахъ 
и каналахъ при безпорядочномъ движени мЪетныя среднйя ско- 
рости равномфрны и установивиияся, собетвенно говоря, нЪтъ 
вполнв надежной теоретической формулы '). Теоретическя фор- 
мулы н. п. формулы Буссинека выведены при нфкоторыхъ вЪ- 
роятныхЪ. но недоказанныхъ предположеняхъ. Однако въ виду 
того, что законы движешя проточной воды предетавляютъ гро- 
маднЪйний практическай интересъ. существуетъь цЪфлый рядъ эм- 
пирическихъ формулъ. добытыхъ путемъ олытовъ и наблюденй. 
Приведемъ нЪкоторыя изъ этихъ формулъ. удержавъ прежня 
знакоположен!я и обозначивъ кромЪ того черезъ а. 6. с.... по- 
стоянныя. зависяштя отъ формы сЪченя, его размзровъ, отъ фи- 
зическихъ свойствъ стЪнъ и опредзляемыя каждый разъ изъ 
наблюденй. 


т) Формулы Буеесинека подходятъ подъ первый типъ (см. ниже). Дру- 
г1е теоретики отдаютъ предпочтен1е хормуламъ второго тяпа. 
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Большнинетво этихъ формулъ могутъ быть подведены подъ 
три тина: Нервый тииъ;: 


М = 5? (2) 


какъ формулы Тадини, (2 = 0.0004), Гантулье и Вуттера ') 
и др.: Второй тииъ: 


какъ старыя формулы Прони, Эйтельвейна и др °). 
Третй тицъ: 


Ду" (4) 


гдЪ и есть число. близкое къ 2. Таковы н. и. формулы Ше- 
зи. ©. Венана и Рейнольдса, 

Формулы Гумфрейса и А0бота, Гауклера, Борнемана. Га- 
гена, Гардера и др. болЪе сложны и различаются и отъ вы- 
шеприведенныхь и одна отъ другой. Очевидно, что ни одна 
изъ этихъ формулъ не имЪетъ общато теоретическато значешя °). 
Онф показываютъ. что связь между /,, Г, $ но всей вЪроят- 
ности довольно сложная и во всякомъ случаЪ иная, чфмЪ вы- 
ражаемая ур. (1). свойственнымъ илавному движению. 


Для тото-же самаго равном рнато. установившатося дви- 
женя въ бозконечно широкомъ канал теоря даетъ для рас- 
предзленя скоростей въ зависимости отъ глубины законъ обык- 
новенной параболы. Другими словами. если станемъ разематри- 
вать глубины какъ абециесы, то скорости окажутся пропорито- 
нальны ординатамъ нЪкоторой обыкновенной параболы. Въ виду 
того, что ширина большихъ рзкъ очень часто въ нЪоколько 
десятковъ разъ больше глубины, можно ожидать, что по край- 
ней мырЪ въ серединЪ теченйя больтихъ рЪкъ, въ тьхъ мЪ- 


1) Кайег. Оле Везуесипе 4ез УУаззегз. Вега 1885 г. стр. 4. 
*) Ме!ззпег. Нудгаа К фепа 1878 г. [ томъ $ 132, 133. 
3) Ср. ВаЪ| тапи. Нудгошесваю1к, Наппоует. 1879 г. стр. 408, 
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стахъ. гдз движене приблизительно равномфрно и установив- 
игееся. истинное распредЪлене мЪстныхъ скоростей должно под- 
ходить подъ теоретическй законъ. Опыты Гумфрейса и А0бо- 
та ') на Миссисипи ий ея притокахъ. Гарляхера ?) на ДунаЪ 
и ЭльбЪ. Ринтеля на ЭльбЪ 3). Наццани на ТибрЪ “). Ватие- 
ра°) на РейнЪ и Везерф. точно также опыты другихъ гидро- 
лотовъ подтверждаютъ результать теорш, но далеко не удов- 
летворительно. Иной разъ можно очень легко подвести наблю- 
даемыя скорости подъ другую кривую. Н%которые гидрологи 
дЪйствительно предлагаютъ друмя кривыя н. п. кубическую 
параболу й т. д. но совершенно напрасно. ДЪло въ томъ. что 
чаще всего скорости верхнихъ слоевъ довольно хорошо выра- 
жаются одной параболой, а скорости подонныхъ другой, обла- 
дающей большей кривизной. Другими словами. вблизи дна ско- 
рости меньше сравнительно съ тЪми, которыя можно было бы 
ожидать судя по распредълению скоростей въ верхнихъ слояхт. 
Ватнеръ 8) справедливо замЪчаетъ. что это результатъ большей 
затраты энерги въ подонныхъ слояхъ. ДЪФло въ томъ. что за- 
конъ обыкновенной параболы во всякомъ случа приложимъ 
только къ равномЪрно нагруженной механически взвЪшеннымъ 
матеряломъ водЪз. Между тЪмъ подонные слои всегда больше 
нагружены, чВмъ верхн!е. а потому здЪеь затрата энерми на 
перенесенте твердаго матемяла больше. 


Наконецъ слЪлуетъ помнить. что законъ обыкновенной 
параболы основанъ на предположешяхъ вЪроятныхъ, но недо- 


1) Ме!ззпег 106. 14; стр. 211. 
- 2) Нагаевег. О1е Меззипоеп ап 4ег ЕШе ипа Попаи. Ге?рио. 1887.. 
3) В тое1. Ме Иипоеп перег 41е ап 4ег ЕШе апзое[ат{еп Меззат- 
сеп. СЛуШтпсеплеихг. 1888 г. стр. 505. 
*) Кпоке. Вейтаое хаг НуагачИК п ЦаНеп, ИеЙзейг. деп. Гпоешеите. 
1883 г. стр. 809. ‘ 
5) \УМаспег. НуйгааЙжеВе Отфеггасвипоеп. Втаплзев ууе!0 1881 г. 
$) \Уаспег 106. с. етр. 39. 
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казанныхъ 1). что даже съ точки зрёшя теори Буссинека онъ 
справедливъ только для безконечно широкато канала. Такъ 
н. П. для каналовъ съ полукруглымъ сЪчеюемъ Буссинекъ на- 
ходитъ законъ кубичной параболы. 

Упомянутыя выше гидрологическля наблюден1я кромЪ того 


показываютъ, что распредЪлеше скоростей вообще крайне из- 


мфнчиво въ зависимости. отъ разныхъ факторовъ. Между этими 
факторами весьма важную роль играетъ вЪтеръ. Такъ н. п. у 
Миссисипи ^) динамическая ось т. е. струя, обладающая наи- 
большей скороетью *) при тихой погодЪ находится на глубинЪ, 
равной ().31'7 общей тлубины, при вЪфтрз, дующемъ вверхъ но 
теченю со скоростью 12 метровъ въ секунду динамическая 
ось оказалась на глубинф 0.56 общей глубины, значитъ, в?- 
теръ задерживалъ верхше слои. наконецъ при вЪтрз такой-же 
силы. дующемъ внизъ по теченю. динамическая ось оказалась 
на глубинЪ 0.08. значитъ. вЪтеръ способетвовалъь движенно 
верхнихъ слоевъ. Влян!е вЪтра болфе замфтно у большихъ 
рькъ, чЪиъ у малыхъ. | 
Среднее положене динамической оси различно у раз- 
ныхЪ рькъ и въ разныхъ участкахъ той-же самой рЪки. По- 
ложене ея несомнЪнно другое во время половодья, какъ во 
время межени. Ватнеръ находилъ динамическую 065 въ раз- 
ныхъ случаяхъ на разныхъ тлубинахъ, начиная съ 0 до 
0.28 общей глубины. У Тябра Наццани “) нателъ динамиче- 


7’) Какъ мало можно полагатьея на математическую теор1ю дважев]я 
проточной воды видно изъ велфдующаго обстоятельства. Законъ распредвлен1я 
скоростей въ круглыхъ трубахъ и открытыхъ круглыхъ каналахъ по ма- 
тематической теор1и одинъ и тотъ-же, между тЪиъ какъ это противорзчитъ 
опытамъ. Въ трубахъ убыван1е скорости отъ оси сВченя къ перихери 
оказывается значительно боле медленнымъ. чзмъ въ открытыхъ каналахь. 
Ср. Вами. КесвегсВез ехрегипепа1ез заг 1’6ео]етептф 4е Геаа 4апз 1ез 
сапаах @беопуегв. Меш. Зау. Еёт. ХХ томъ етр. 27. 

1) Ме1ззпег 106, ев. 

?) Динамичеекая ось соотвЪтетвуетъ вершин® кривой вкоростей. 

3) 10с. ей. 

*) Кпоке 106. ей. 
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скую ось на разстоянш отъ поверхности нзсколько меньшемъ, 
ЧВ\ъ одна треть глубины. Гарляхеръ !) и Рингель *) налили у 
Эльбы наибольшую скорость у самой поверхности. Въ сожа- 
лЪнию сравнительныхь измзренй, произведенныхъ на одной и 
той. же рЪкЪ, въ томъ же мЪстЪ., но въ различныя времена го- 
да при различномъ состоями рЪки имФется черезчуръ мало. 
На основаюи опытовъ Дарси и своихъ собственныхъ, произве- 
денныхъ въ искусственных каналахъ, Базэнъ 3) прителъ къ 
заключению. что сопротивлен!е спокойнаю воздуха въ сравненш 
съ сопротивлешемъ стЪнъ русла совсВмъ незначительно, такъ 
Что. если бы положеше динамической оси зависвло единствен- 
но отъ сопротивленя воздуха, то она всетда находилась-бы 
вблизи поверхности. 

ВмфетЪ съ тЪмъ Базэнъ убфдилея .. что динамическая 
ось находится тЪмъЪ дальше отъ поверхности, чзиъ отношене 
глубины къ ширинф больше и чЪмъ скорость движен1я меньше. 
Въ связи съ послЪднамъ обетоятельствомъ находится И тотъ 
подмвченный Базэномъ 5) фактъ. что въ каналахъ одной и 
той-же величивы. съ однимъ п тзиъЪ-же уклономъ динамическая 
ось находится тЪмъ глубже. чЪмъ стЪны боле шероховалы. 

Базэнъ думаетъ, что причину этого явлеюя слЪдуетъ ис- 
кать въ особенно сильной безпорядочноети движеюмя верхнихъ 
слоевъ воды. «Когда вода течетъ въ трубЪ» говоритъ онъ 6) 
«то сопротивленте стЪнъ вызываетъ нЪкоторую солидарность 
между разными частями теченя и мЪитаетъ сильнымъ вихре- 
вымъ движенямъ, замфчаемымъ у поверхности. При течени въ 
открытомъ каналЪ, блатодаря отсутетвю сопротивленя во верх- 
ней поверхности, благодаря небимметричностй распредъленя 


г) 106. ей. 

3) 10. ей. 9% 
3) 10с. с. стр. 162. 
*) 106. е1ф. стр. 238. 

$) 106. с. стр. 228. 

°) 106. ©. стр. 180, 
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скоростей !). въ верхнихъ слояхъ получаются особенно блато- 
прятныя услов1я для безпорядочныхъ вихревыхъ движенй. вел?- 
ств1е чего (поступательная) скорость здЪеь уменьшается». 

Въ предшествующей тлавз мы указывали на то. что дви- 
жене проточной воды безпорядочно во всей ея масбЪ. ОтмЪ- 
тимъ теперь, что во верхнихъ слояхъ при мало-мальски быст- 
ромъ движеши эта безпорядочность видна на тлазъ. какъ это 
можно видЪть, олЪдя н. п. за колебанями плавающихъ сит- 
нальныхъ знаковъ и другихъ предметовъ. 

Безпорядочность движешя зависитъ нетолько отъ отсут- 
стыя сдерживающато сопротивленя. но также отъ быстроты те- 
чешя, доходящей у торныхъ потоковъ до того. что вея масса 
воды клокочеть. Олфдовательно у быстрой рЪзки движене вею- 
ду весьма безпорядочно й нЪтЪ особенно большого разлищя 
между поверхностными слоями и, скажемъ, подонными Поэтому 
положен1е струй. обладающей наибольшей скоростью. ретули- 
руется вмянемъ сопротивленя стфнъ, Она находится въ на- 
иболЪе удаленномъ отъ нихъ мЪетЪ, т. е. поближе къ поверх- 
ности въ центр поперечнато сЪчеюя русла. Между тЪиуъ при 
медленномъ течеши движене въ остальных частяхъ канала 
нестоль безпорядочно какъ вблизи поверхности; а потому 063- 
порядочность движеня верхнихъ слоевъ обнаруживается какъ 
имЪюний большое значене факторъ и. уменьшая скорость верх- 
нихъ слоевъ. понижаеть положен!е динамической оси. 


ЧЪиъ глубина при той-же самой ширинЪ больше, тЪиъ 
ниже опускается динамическая ось. Въ иныхъ случаяхъ нап- 
большая скорость находитея на тлубинЪ равной 2/; общей глу- 
бины. МнЪ кажется, что это явлеше обусловливается большей 
устойчивостью теченя. характеризуемато глубокимъ положентемъ 
динамической оси. Вообще для движешй жидкостей вопроеъ 





') ПодразумВ вается симметр1я между верхней и иижней частью теченя. 
2) Мы говоримъ для простоты о прямомъ каналз. 
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устойчивости, какъ это замчаетъь Буссинекъ '), имфетъ боль- 
шое значене. Однако здЪсь мы довольствуемея тЪмъ, что кон- 
статируемъ фактъ, не вдаваясь въ детальное обсуждене этого 
вопроса, такъ какъ это могло бы насъ завлечь слишкомъ далеко. 

Мы выше упомянули о томъ. что у Миссйсйпи динамиче- 
ская ось находится глубоко. Это хорошо согласуется съ ре- 
зультатами опытовъ Базэна. Миссисипи р%№ка глубокая [гово- 
римъ о ея нижнемъ теченш] до 120 футовъ и болЪе, и срав- 
нительно узкая, при томъ ея течене довольно медленно: 1,25 
—1,50 метровъ въ секунду. 

Изъ сказаннато видно, что нфть ий р%чи о какомъ нибудь 
постоянномъ простомъ законз распредЪленя скоростей въ вер- 
тикальномъ направленти. Если къ тому прибавимъ вмяне не- 
правильностей въ форм дна. кривизны русла и т. д. то уви- 
димъ. что распредЪлен!е скоростей всегда крайне разнообразно. 
Жаль только, что вмяне различныхь факторовъ на распред?- 
лен!е скоростей мало извЪстно. Гидротехники чаще всего стре- 
мятся именно къ выводу эмпирической средней формулы. а по- 
тому нетолько не стараются обнаружить разныя уклоненя отъ 
средняго тина. но скорфе отодвигаютъ ихъ на задйЙ планъ. 
Тоже самое разнообразе существуеть и въ другихъ отноше- 
н1яхъ. Такъ н. п. отношене наибольшей скорости къ средней 
измфняется въ предзлахъ отъ 2 для каналовъ. которыхъ стз- 
ны сильно шероховаты, до 1.18 для гладкихъ ствнъ 2). Ско- 
рости у дна и боковыхъ стЪнъ русла различны. Наиболышя 
бываютъ у дна на стрежени т. е. подъ динамической осью, 
наименьиия, иногда нуль, а волучав образоваюя водоворотовъ 
даже отрицательныя. бываютъ у береговъ вблизи поверхности. 


1) 10е. се. стр. 120: 

2) Ва2п. 106. с1%. стр. 151. Это зависитъ нетолько отъ шероховатости, 
но тоже отъ самаго матер1ала, изъ котораго состоятъ ствны. Вода не сколь- 
зитъ по поверхности тзхъ твлъ, которыя смачиваются водою. Ср. Не]т- 
Во 42 и. Р1ойтомзк1. Кефипо 4ег Е зя1екейеп. Не] твой \\У138. АЪВ. 1 томъ 
Ге1раде 1882 г. етр. 218. 
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РазумЪется. котда динамическая ось рЪки подходитъ къ одному 
изъ береговъ, то скорости у этого берега значительны, за то 
у противуположнато тЪмъ меньше. Никакйхъ постоянныхъ от- 
нотенй конечно нЪтъ. Можно сказать только То, что при ра- 
венствЪ прочихъ условй абсолютныя разности между наиболь- 
шей и наименьшей скоростью теченя тЪмъ больше, чВиъ р%- 
ка больше. | 


Иные полагаютъ. что скорость у дна равна двумъ пятымъ 
средней скорости. Во веякомъ случаЪ это правило имъетъ тоже 
только чисто относительное значенте. ИзвЪетно только. что. 
ЧВмъ рЪка быстрЪе. тЪмЪ «сефег1з рати8» подонныя скорости 
больше. 


Наконецъ. чтобы дать поняте о томъ. какъ различны 
бываютъ причины. вмяющйя на измфнеме скорости, при- 
ведемъ слфдующй примЪръ. Въ одномъ старомъ каналЪ, ко- 
торато стзны были облицеваны камнемъ, Базэнъ велЪлъ со- 
скоблить тоный слой мха. покрывавшато. впрочемъ далеко не 
всюду. поверхность камней. Оказалось. что вода сейчасъ стала 
стекать гораздо точти ВЪ полтора раза] быетръе. 


Довольно распространено мнЪн1е. что теоретическое рас- 
предзлен1е скоростей въ паралельныхь внзшней поверхности 
плоскостях тоже подчиняется закону обыкновенной параболы, 
Даже въ тео]и этотъ законъ справедливъ только для прямого 
канала безконечной глубины. конечной ширины, отражденнато 
вертикальными стЪнками. Онъ вовсе не приложимъ къ рЪкамтъ. 
у которыхъ пирина веегда въ нЪеколько разъ больше глубины. 


Какъ и слЪдуетъ ожидать, наблюдаемое у рВкъ распредЪлеше_ 


скоростей во внъшней и въ параллельныхъь вифшней плоско- 
стяхъ представляетъ только далекое сходство съ параболиче- 
скимъ распредЪленемъ. Обыкновенно это распредзлене пред- 
ставляетъ много мфотныхъ аномалй, находящихея въ зависи- 
мости отъ мЪетныхъ неправильностей въ форм дна и -бере- 
тОВЪ. 








ь | 
я 
< 
я 
Г 
з 
Е 
ре 
{ 
‚Я 
ь 
Га 


23 ОПЫТЬ ИЗСЛЗД. ГЛАВН. ЯВЛЕНЙ, НАБЛЮДАЕМ У РЬКЪ. 199 


ТавимЪъ образомъ мы видимъ, что даже теоря равномЪр- 
нато установившато движеня проточной воды вообще неудовле- 
творительна. Теор1ля неравномЪрнаго движеня находитея въ 
нелучшемъ. а творя перемфинато двйженя пожалуй въ еще 
худшемъ состоянии. 


ГЛАВА 11. 


Потоки и рЁки. 


ДЪлен!е теченя на верхнее быстрое, горное, нижнее мед- 
ленное. равнинное и среднее переходное, хотя имЪетъ за 00- 
бою авторитетъ Риттера. удобно только въ чисто морфологи- 
ческомъ отношенти. Если станемъ н. п. съ понятемъ верхня- 
то теченя связывать поняте большой скорости, то найдемъ 
столько исключен. что само опредЪзлен1е окажется негодвымъ. 

Въ виду того. что скорость есть самый важный признакъ 
въ характерь рЪки. найболЪе важными слЪдуетъ считать дЪле- 
ня, основанныя на этомъ признакз. 

Газе Г) предлагаетъ дфлить теченя на торныя. и равнин- 
ныя. понимая подъ первыми быстрыя. подъ другими медленныя 
теченя. Но вмЪфето дЪлемя Газе гораздо удобнЪзе ввести ди- 
намическое дЪлеше С. Венана на потоки ($0ггетз) и рЪкй 
(т1у16тез). Опыты. наблюденшя и теоря ^) сотлаены въ томъ, 
что существуетъ копенное различе въ родЪ движешя проточ- 
ной воды. смотря потому будетт-ли: 





т) Наазе Е\ззе пп@ Е\аззаЁе Реюгт. МИВ. 1891 г. стр. 49. 

2) У. Твошзоп. Оп 1е зо]Цбагу \УУауез 11 Номше зужег РЬЙ. Масал. 
5 сер. 22 и 23 томъ. 

Воизз1теза. 106. е14. $ ХУГ и др. 
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Г? < а9[, (1) 
ИЛИ: 
ЕЙ 
причемъ. какъ прежде Г обозначаетъь среднюю скорость, 
> > > уЙ › тгидравлическй радует: 
> > д > ускорене силою тяжести 
(9.8 метр. въ сек.). 
> > > ( > нЪкоторый множитель, н$- 


сколько больший чЪмъ единица и зависяпйй отъ формы сЪзченя 
и отъ свойствъ породъ. изъ которыхъ состоятъ стЪны русла '). 
ТЪ течешя. для которыхъ имфетъ мЪето первое неравен- 
етво относятся къ типу рЪкъ. тз, для которыхъ имфетъ мЪсто 
второе неравенство. принадлежать къ типу потоковъ. 
Указанное динамическое разлише находится въ тЪеной 


связи ©ъ законами распространея волнъ, уг есть та ско- 
рость. съ которой длинныя волны распространяются въ вод». 
глубина которой равна [.. ВелЪдетве этого всявя возмуще- 
ня у рЪкъ сообщаются въ тоже время и вверхъ и внизъ по 
течению. у потоковъ только внизъ 2). велЪдетые чего явленшя., про- 
изводимыя реакщей морскихъ приливовъ й отливовъ на течене 
рькъ. какъ н. п. маскарэ, поророка ий т. д. возможны только 
у РЪкъ. но отнюдь не у потоковъ. 

При проходз черезъ. преграды и при низвержени ско- 
рость потока весьма быстро мЪняется и вообще явлешя, про- 
исходящтя въ верхнемъ теченши не зависятъ отъ того. что про- 
исходить на нижнемъ. Не то въ рЪкахъ. Передъ преградами 
ихъ скорость медленно и постепенно убываетъ. а глубина уве- 


*) Буссинекъ полагаетъ, что при уклонз большемъ чВиъ 0,0039 тече- 
не имВетъ почти всегда харакеръ потока, при меньшемъ чвмъ 0,0036 тече- 
н1е имветъ непремвнно характеръ р%3ки. Опыты Базэна (106. ©. стр. 34) 
доказываютъ что. смотря по ФормВ и величин сзчен1я, эти предвлы значи- 
тельно шире т. е. наприм8ръ цри весьма широкомъ езчен]и течен1е можетъ 
имвть характеръ рзки при большемъ. чёмъ 0,0039 уклонз, 

2) Это провврено непоередственными опытами Базэна (106. с. стр. 34). 


ь 
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личивается, передъ водопадами и стремнинамя скорость посте- 
пенно увеличивается, а глубина убываетъ. Уклонъ поверхности 
у рЬкъ всегда измЪняется постепенно. убывая передъ прегра- 
дою. увеличиваясь передъ водопадомъ или стремниною. Съ дру- 
той стороны надъ буграми и вообще надъ возвышенностями дна 
поверхность воды въ рЪкЪ нЪсколько понижается. надъ ямами 
нЪоколько возвышается, у потоковъ наоборотъ. 

Движене проточной воды въ потокахъ предетавляетъ нЪ- 
которое сходство съ движеюмемъ твердыхъ тзлъ. Вода стремит- 
ся по своему пути независимо отъ того, что происходить вие- 
реди. Поэтому повороты теченя остаются р$зкими. кромЪ тото 
на поворотахъ. вода. ударяясь въ преграду. заставляющую ее 
измфнить направлене. долбитъ въ ней яму. Подобныя ямы 00- 
разуются на днЪ передъ выходами твердыхъ породъ. перес$- 
кающими течен!е особенно, если пласты наклонены противъ те- 
чения !). Во веЪхъ такихъ особенныхъ мзетахъ образуются вих- 
ри, водовороты, движене весьма бурно. Вел$детве этого русло 
потоковъ неправильно. очертаня его рфзки. нЪтъ мягкихъ округ- 
ленныхъ контуровъ. 

Напротивъ того. въ рзкахъ движенше въ любомъ попереч- 
номъ сЪзчени регулируется движемемъ въ слЪдующихъ внизъЪ 
по теченю сЪченяхъ. всякое отклонене или измфнене теченя 
впереди отражается на всемъ позади находящемся участкЪ. 
Оттого-то контуры теченя рЪкъ., особенно тихихъ болзе округ- 
лены. На днЪ рЪкъ тоже образуются ямы особенно тамъ. тдЪ 
вода приходить во вращательное движене. есть тоже разныя 
неправильности въ конфигураши дна. но онЪ не доходятъ до 
тЪхъ разм$ровъ, что у потоковъ. 

Когда потокъ велфдетве уменьышеня уклона переходитъ 
въ состояше рЪки, то переходъ всегда сопровождается бур- 
нымъ движенемъ и образовашемъ водоворотовъ. ЁромЪ того 
волЪдотве самаго изм$неня уклона вода потока ударяется о 


*) Вл о{еп, ЕйЬтег ею... стр. 169. 
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дно. ВолЪдотые этого особенно глубомя и болышя ямы нахо- 
дятоя у мЪетъ перехода. Очень часто измфнеюшя уклона столь 


часты и рЪзки. что на коротенькомъ промежутеЪ. гдЪ уклонъ. 


меньше, потокъ не успЪваетъь перейти въ боле правильное 
рзчное движене. Тогда потокъ состойтъ изъ участковъ со 
отремительнымь теченемъ, прерываемыхъ коротенькими участ- 
ками, гдЪ вода кружится надъ ямой и переливается черезъ край 
ея. чтобы погнатьея по новому участку стремительнаго движения. 


Весьма характериетической чертой у торныхъ потоковъ 
является внезапность ихъ разливовъ. Эта внезапность есть съ 
одной стороны результатъ тлавнато свойства потоковъ. боль- 
ого уклона. съ другой результатъ внфшнихъ условй., именно 
того, что ихъ бассейны не велики. а ливни въ горахъ болЪе 
обильны. чЪмъ на равнинахъ. Шоэтому потокъ иногда въ про- 
должеше нЪоколькихъ недЪль не получаетъ ни капли дожде- 
вой воды. за то сильный ливень. выпавпий въ ето бассейнз. 
сразу доставляетъ огромное количество воды. На крутыхъ ска- 
тахъ только малая часть этой воды проникаетъ въ почву. 
остальная посифшно устремляется въ потокъ. 

Долину горнато потока можно всегда раздЪлить на двъ 
части, на бассейнъ питашя (Баззи 4е тесер от). находяний- 
ся ВЪ горахъ, въ которомъ мелкле ручьи соединяются въ болЪе 
крупный потокъ, и на конусъ отложеня (с0пе 4е 46}есф1от). на- 
ходяпийся уже въ долинЪ той рЪки. въ которую виадаетъ по- 
токъ. Третья часть, каналъ истечентя (сапа! @6сеоетет?)') 
обыкновенно ущелье. соединяющее бассейнъ питан1я съ облаетью 
отложеня. не столь существенна. Она очень часто низводитея 
до совофиъ ничтожныхь размЪровъ. 


Воронкообразная форма. свойственная бассейну питантя гор- 


ныхЪ потоковъ. не совсЪмъ еще выяснена. НЪкоторые авторы н. п. 
Лаппаранъ ?) полатаютъ, что образованию этой спептальной формы 


') Какъ известно, эта клаесихикащя установлена Сюреллемъ, 
2) Гаррагеп, Тгалёб 4е Сео1ооле Раз 1833 стр. 186. 


”. “бечи За \/- 
Кафы ме дк с 
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способствовали какля-то друтя силы кромЪ размытя проточной 
водою. Но, если вспомнимъ, что такъ называемыя кальдеры 
(саЛЧегаз) т. в. бассейны питашя потоковъ. стекающихь по 
оклонамъ вулканическихъ конусовъ. имЪютъ тоже воронкообраз- 
ную форму. то иыйдемь къ заключеню. что въ образоваи 
воронокъ можно допустить только три фактора: концентратю 
ручьевъ въ одно мЪсто велЪдотве натуральнато расиредЪления 
склоновъ. осыпи и содЪйствте подземнаго размыття. На это по- 
слЪднее обстоятельство указываетъ Рихтгофенъ 1). 


ГЛАВА ПУ. 
‘Энергтя рзкъ. 


Всякая капля рЪчной воды обладаетъ нЪкоторой потен- 
шальной энертей. равной произведению ея вЪса на высоту центра 
тяжести надъ уровнемъ моря и кинетической энермей. равной 
произведению ея массы на половину квадрата скорости. Энертя 
р№ки состоитъ нетолько изъ энерти всей ея воды. но также 
изъ потенщальной и кинетической энерги всЪхъ движущих- 
ся тверлыхъ частицъ. Шоэтому. если будемъ разсматривать 
двф совершенно одинаковыя |рЪки съ русломъ одной фор- 
мы и ТЪзхъ же самыхъ размфровъ. съ равными и одинако- 
выми поперечными сЪченямий, съ’ одинаковыми уклонами, но 
предположимъ. что въ одной изъ нихъ течетъ чистая вода, 
въ другой вода. несущая гальку. песокъ и т. д.; то въ виду 
того. что вЪеъЪ этихъ тЪлъ [приблизительно въ 2—21/, раза] 
больше. чВмъ вЪеъ воды. потенцальная энергя второй рЪки 
будетъ несомнЪнно больше. 


3) ЕаВгег ес. стр. 60. 
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Съ другой стороны кинетическая энертя второй рфки бу- 
детъ меньше. ДЪйствительно. песокъ. галька мотутъ катиться 
подъ вмянемъ одной лишь силы тяжести только по склонамъ, 
далеко превышающимъ уклоны рЪчнаго дна. а потому ихЪъ ки- 
нетическая энертя почти всецЪло заиметвуется у воды. Между 
тВиъ трене гальки, песку и вообще твердыхъ частицъ между 
60б0ю и 0 дно русла потлощаетъ гораздо большшя количества 
энерги. чЪмъ треше воды. КромЪ того, такъ какъ кинетиче- 
ская энертя равна произведению половины квадрата скорости 
на массу, а масса рЪки, несущей гальку, несомн®нно больте, 
то скорости теченмя несомнфнно меньше. чфмъ у р$зки, несу- 
щей чистую воду. Во второй главЪ мы указывали на нЪкото- 
рые факты. вполнЪ подтверждающие сказанное и свидЪтель- 
ствующ1е о томъ., что наиболЪе натруженныя. твердыми веще- 
ствами струи воды движутся особенно медленно. причемъ эта 
медленность не можетъ быть объяснена однимъ тремемъ о дно. 


Но. если въ свою очередь предложимъ вопросъ. которая 
изъ двухъ рЪкъ больше размываетъ, то окажется. что. не смотря 
на меньшую скорость. на меньшую кинетическую энерго. боль- 
ше размываетъ рЪка, несущая гальку и песокъ. особенно если 
русло проложено въ твердыхъ породахъ. Даже весьма быстрая, 
но чистая или содержащая только тонкую мутъ вода произ- 
водитъ незначительное дЪйств1е на твердыя породы. Галька. а 
еще больше песокъ чрезвычайно усиливаютъ размыт!е, царапая 
и истирая самые твердые камни. Песокъ состоитъ изъ углова- 
тыхЪ зеренъ кварца, онъ тверже веЪхъ остальныхъ породъ. 
ветрзчающихся какъ составная часть стЪнъ дна. Известковыя 
породы особенно плохо противустоятъ дЪйствю песка. 


Протекая отъ верховьевъ къ устью, рЪчная вода растра- 
чиваетъ свою потенциальную энергю. Обыкновенно за исклю- 
ченемъ небольшихъ участковъ вблизи источниковъ, скорость 
течен1я нетолько не увеличивается. но даже замедляетея. Сл?- 
довательно на пути къ морю совершается растрата не только 


х 
-"‹ ее. 
Я: марса. 2 


= 


ав: Зе 
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потеншальной. но даже отчасти кинетической энерги, имЪв- 
шейся на верхнемъ теченти главной рЪки и ея притоковъ. Н%- 
которая доля энерги. присущей рЪкЪ, передается морю вм$- 
ст съ р%Ъчной водою. Эначительная доля энерМя растрачи- 
вается на трее. сопровождающее поступательное и вихревое 
движен!е воды. Затзмъ много энерМи затрачивается на раз- 
мые. т. е. на отдЪлене твердыхъ чаетицъ отъ дна. — нако- 
нецъ на размельчене ихтъ. 

На отдЪлеме отъ дна пужна всегда работа т. е. затра- 
та энерти тЪмъ большая. чЪмъ сильнфе прикрЪплена ко дну 
данная твердая частица. ЗатЪмъ нужна затрата энерти для 
того. чтобы сообщить твердымъ частицамъ т» скорости, ко- 
торыми онф обладаютъ и на преодол е везхъ тЬхъ тренй. 
которыми сопровождается ихъ движеюме въ водф или по дну. 
Вычислить эту р:боту для каждой отдЪльной частицы совер- 
шенно невозможно, ибо она зависить отъ везхъ тЪхъ толч- 
ковъ и ускорешй. которымъ твердая частица подвергалась въ 
течене извЪстнаго времени. 

Рихтгофенъ ') ошибается, говоря. что затрата энерги на 
перенесенте частицы въ течене времени # равна произведеню 
вЪса частицы въ водф на ту высоту. съ которой она упала- 
бы въ спокойной водЪ въ течеше того-же времени 5. 

Еслибы это разсуждеше было справедливо. то точно так- 
же на перенесене извЪстнато тЪла въ пустот въ горизон- 
тальномъ направлени или на поддержане его въ одномъ и 
томъ-же уровнз въ течен!е времени Ё нужна была бы работа. 
равная произведеню его вЪса въ пустотВ на ту высоту, съ 
которой она падаетъ въ течене времени &. Это противорЪчитъ 
основнымъ принципамъ механики. На поддержаюме тЪфла въ 
одномъ и томъ-же уровнз не нужна никакая работа, но такъ 

*) Ве Фо{еп. Рапгег стр. 149. Онъ очевидно говоритъ о перенесенйи 
въ горизонтальном направлен!и. Сл®дуетъ замВтить., что падающая въ во- 


дв частица даже перодаетъ водв часть своей энерг!и. такъ что отъ паденйя 
твердыхъ частицъ кинетическая энерг!я воды . увеличивается, 
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какъ тЪло падаеть подъ вмяюшемъ силы тяжести. то нужно 
подложить нодъ него твердую неподвижную подставку или со- 
общать ему толчки, постоянно приводящие его въ прежний 


уровень. ПослЪдюйЙ случай и есть тотъ. который дЪйствительно. 


происходить при перенесении твердыхъ тЪлъ водою, но затра- 
чиваемая при этомъ работа вполнЪ зависитъ отъ самыхъ толч- 
КОВЪ. 

Если вычиелене энергии, расходуемой на перенесенте из- 
въетной частицы невозможно. то спралмивается, нельзя ли на 
основанш нЪкоторыхъ болЪе или менфе вЪроятныхъ предполо- 
жешй вычислить нЪзкоторую среднюю затрату энерми при пе- 
редвижени извЪстнаго количества извфетныхъ твердыхъ тЪлъ. 


Въ сожалЪню. наше теоретическое знаше относительно дви-- 


женя твердыхъ тЪзлъ въ водЪ столь ограничено, что нельзя 
ожидать никакихъ надежныхъ результатовъ отъ полобныхъ вы- 
численй. Надежно толко то. что непосредственно основано на 
опыт и наблюденши. 


Такъ н. п. по даннымъ, даваемымъ наблюденями, весьма 
нетрудно вычислить общую затрату энерми, происходящую за 
извфетное время въ извфетной части теченмя. Ноложимъ, что 
намъ извЪетны расходъ 1). скорость и т. д. въ двухъ попе- 
речныхъ сЪченяхъ. № 1 и № 2, находящихея на разетоянш 
единицы длины другъ отъ друга. 

ЕКели обозначимъ черезъ 9 ускореше силою тяжести 

( расходъ & 

о ПЛОТНОСТЬ 

Г среднюю скорость 

высоту центра тяжести оЪченя 
надъ уровнемъ моря. то количество кинетической энергш. вно- 


1) Расходомъ р®ки называется объемъ воды, протекающей въ продол- 
жен!е единицы времени сквозь данное сЪчен1е. Когда рЪзка по пути не те- 
ряетъ и не Получаетъ воды, то |аеходъ есть величина пестоянная вдоль _те- 
ченля. а | 


беса 
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симой въ разсматриваемое пространство въ течене единицы 
времени сквозь сВчене № 1 будетъ: 


и. ^ 
Ч: 9. 
а потенттальной: 
419. 61 А 


Въ тоже самое время сквозь сЪчене № 2 уноситея съ 
водою 


ты 
и 
единицъ кинетической энерги и: 
9: ра Л 


` 


потенцтальной. И такъ, въ продолжене единицы времени въ 
разсматриваемой части теченя расходуется количество энергии: 


у 2 
з +94 |... (1) 





ры 
Е =, в! > о, | — 9,6, | 


Количество Ё всегда положительно. но какая его доля 
теряется на треме. какая на преодолЪюе сопротивленй при 
отдВлен!и частицъ отъ стфнъ русла. какая доля идетъ на пе- 
ренесен!е твердыхъ частицъ. не знаемъ. 

Когда средняя скорость. расходъ и насыщене воды хи- 
мически и механически взвЪшеннымъь матермяломъ постоянны 
вдоль русла; то выражене: (1) сводитея къ простому виду: 


Е=9б. (1 --4,). 


Но такъ какъ сЪченя находятся на разстоянш., равномъ еди- 
НИНЪ. то: 

й—Л.=ии., тДЪ 4 есть уклонъ. 
СлЬдовательно: | 

Е=9.@.0.3и , (1) 115. 
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ПримфнимЪъ эту простую формулу къ слЗдующему прим$- 
ру: Уклонъ ') Волги въ среднемъ: 0.00004. Расходъ у Алек- 
сандровскаго моста ?) близъ Сызрани въ среднемъ 9889 куб. 
метровъ въ сек., о=1, 4==9.5 метра въ секунду. На основа- 
ни этого: 

Ё=3.68 килограммометрамъ 


т. е. въ пространствЪ. заключенномъ между двумя  поперечны- 
ми сЪченями. находящимися на разотояи одного метра въ 
продолжене единицы времени затрачивается работа равная той, 
которая нужна для поднятя у поверхности землй въ пустот» 
3.88 килограмма на высоту одного метра. СлЗдуетъь помнить, 
что несомнЪнно только малая доля этой энерми идетъ на на- 
стоящую механическую работу. 

Теперь слЪдуетъ сказать нЪеколько словъ о томъ. как 
энергя воды передается твердымъ тфламъ. Въ сожалЪю мы 
и здЪеь должны удовлетвориться нЪкоторыми общими свЪд?- 
ями, такъ какъ знаме наше о вофхъ этихъ процессахъ весь- 
ма и весьма ограничено. 

Для совершеня работы, нужной для отдЪленя твердой ча- 
стицы отъ стзиъ русла и для перенесеня ея. вода затрачи- 
ваетъ часть своего запаса энерги. Она производить давлеше 
на всякое тзло. котораго скорость не равна и неодинако- 
во направлена, какъ средняя скорость окружающато теченя. 
Такимъ образомъ. поскольку не мЪъшаетъ трее о дно. твер- 
дымъ тФламъ, движущимся медленнЪе чЪиъ течене. 6000- 
щается ускоренте. Покоющияся тЪла сдвигаются съ мФота коль 
скоро давлен1е воды преодолВечъ сопротивлене, происходящее 
отъ прикрзиленя частицы ко дну. 

Ньютонъ *) полагалъ, что сопротивлене воды движеню 
тВлъ пропоршонально квадрату скорости. На основаюи теоре- 


5‘) Мушкетовъ. Физич. Геол. П томъ стр. 251. 
7) Воейковъ. Климаты земного шара стр. 518. 
') Ка шаоп Нудготееватк. Наппоуег 1880 г. стр. 133. 


х 
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мы Торйчелли, пренебрегая реакщей воды на заднюю сторону пло- 
скости, Эйлеръ показалъ 1), что. если плоскость движется въ вод», 
то сопротивлен!е движеню пропорционально квадрату скорости и 
поверхности плоскости. Въ виду важности вопроса сопротивленя 
воды для теорти движен1я и постройки кораблей. соотвЪтственые 
опыты производились много разъ. Какъ и слфдовало ожидать. опы- 
ты показали. что явлемя, сопровождающля движен1е твердыхъ 
тВлъ въ вод сложны. что сопротивлеше движен1ю тЪла есть ре- 
зултатъь нсколькиль одновременно дъйствующихь причине, что 
законъ Эйлера далеко не точенъ. До сихъ поръ никому не 
удалось создать удовлетворительную теорю. Стокесъ 2) пола- 
таетъ. что при малыхъ скоростяхъ сопротивлеше пропорцональ- 
но первой степени. при большихъ квадрату отъ скорости. 
Вопросъ о связи между скоростью и давлемемь или. какъ 
говорятъ, силою удара 3) (Зфоззкта) о тЪло, покоющееся въ 
водв. или движущееся съ меньшей скоростью, чВиъ окружаю- 
щая вода. есть въ сущности тотъ-же. что вопросъ о сопротив- 
лени воды движеню тЪла. ДЪло не въ томъ., что движется и 
что покоится. а въ относительной скорости воды и тзла. По 
этому обыкновенно полагаютъ. что это давлеше тоже пропор- 
цтонально квадрату скорости воды. если тЪло покоится, квадра- 
ту относительной скорости. если тЪло движется. Но этотъ за- 
конЪ. точно также какъ обратный законъ сопротивленя завф- 
домо “) неточенъ. И такъ, наше теоретическое знане въ сущ- 
ности сводится къ тому. что давлеше тЪиъ больше. чЪиЪ от- 
носительныя скорости больше, что оно зависитъ отъ поверхно- 
сти и формы тЪла. что тяжелое тЪло труднЪе сдвинуть. чфмиъ 
боле легкое того-же самаго объема, что легче сдвинуть пло- 


1) Ешк. Оп{егзисВапоеп ее. С1у1пебщеиг 1892 г. выл. 7 стр. 540. 

*) КаВ\юапп 106. сц. етр. 621. 

*) Трошзоп её Та16. Тгезф. оп Маё. РЬИ. СашЪг. 1883 г. Г ч. етр. 367. 

') РЬЙНрэоп [Вейгах 2хаг Его оп еоме. Реегш. МЗИЪ. 1886г. стр. 
68]. полагаетъ, что сила удара пропорцональна квадрату скорости. 

‘) ВаВ апп, 106, ©. стр. 5%. 
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ское тЪло, стоящее поперекъ теченя. чЪмъ вдоль его ит. д. 
Положительныя количественныя свЪдЪня добыты путемъ опы- 
товъ и наблюдений. | 


Опытъ показалъ '). что при подонной скороети въ 0.15 
метровъ въ секунду по дну переносится грубая муть. состоя- 
щая изъ частицъ, которыхъ дламетрь въ среднемъ равенъ: 


0.0004 метрамъ; 


при скорости въ ().20 м. въ сек. тоный песокъ дам. въ 0.0007 


> > › 0.30 › › › трубый › » `» (0.0017 


ь з › (0.70 › › › мелкая галька › › 0.0092 
> › › 1,20 › › › галька величиною въ яйцо 
› > › 150 › » › плоская галька ^). 


Цодонныя скорости весьма различны, онЪ найбольше на 
стрежени. гдЪ очень часто равны одной трети, половин и 
большей доли средней скорости и уменьшаются въ 00% сторо- 
ны отЪ стрежени, доходя до минимума у того берега. который 
находится подальше отъ стрежени. Смотря по форм русла при 
той-же самой средней скорости подонныя скорости бываютъ 
различны. такъ что по средней скорости нельзя судить о томъ. 
какой матерлялъ передвигаетея по дну. 


———_— 





1) Гаррагеп#. Тгалё6 4е Сео1оо1<. Рат1з 1883 г. стр. 28. 

2) Рядомъ съ этимъ приводимъ слвдующ!я данныя, заим`твованныя у 
Коллиньона (С]Испоп Соигв 4е Мёсап. Рат1з 1880 г. Ц рагё. стр. 301). 
Размыт{е начинается въ размокшей почв при подон. скорости 0,076 метр. въ сек. 


> . › ГЛИНВ › › » › ‘0152 узо ь 
ь » › пеекв ь › ь › 0,305 »» » 
> ь › мелкой галькв ь › ‚°^ ОБО) 
› › › круиной (р1еггез саззёез) › и о. 
ь въ конгломератахъ и мягкихъ сланцахъ › 02) ей 
> › слоиетыхъ породахъ › `. 1.880 о 
› › твордыхъ скалахъ >. 3.030 о 


Изъ еравнен!я обоихъ таблицъ видно, что при произведении опытовъ 
не пытались отличить скорости достаточной для сдвижен1я съ места т. е. для 
размыт!я отъ скороети достаточной для перенесен1я. Коллиньонъ приводитъ 
данныя по Прони. 


нь А 
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Только въ водопадахъ., стремнинахъ. у весьма бурныхъ 
горныхъ иотоковъ галька и вообще крупный матемялъ совер- 
шенно подхватывалютея. Обыкновенно посреди теченя несется. 
только муть и мелюй ипесокъ — подхваченные и передаваемые 
мелкими вихрями. 

ДЪйстве тверлыхъ частицъ. несомыхъ рЪкою. зависить 
отъ ихъ твердости. массы, формы и отъ скорости. которой онЪ 
обладаютъ въ момонтъ удара. Рихлгофенъ !) справедливо зам?- 
чаетъ. что корразля т. е. размыт!е помощью твердыхъ частицъ. 
потому боле сильно дЪйствуетъ. чЗмЪ эроз1я (размыте чистой 
водою). что толчекъ. сообщаемый твердымъ тВломъ. сообщается 
сразу всей массой этого тЪла, и энертля удара не теряетея на 
треше. сопровождающее передвижешя и скольжешя частицъ 
другъ по другу, какъ это бываетъ съ жидкостью. 


Размыто способствуетъ размочене породъ водою и хи- 
мическля реакцш, благодаря которымъ поверхностные слой въ 
твердыхъ породахъ распадаются на мелк]я части. Кром того 
вода растворяеть мномя вещества и уноситъ ихъ съ собою. 
Это есть димическое фразмытте. совертающееся на счетъ 24- 
мической энергия воды. Роль движеншя здЪфеь состоитъ только 
ВЪ томъ. чтобы приносить ненасыщенную и уносить насыщен- 
ную растворомъ воду. 

о Вода рЪкъ содержитъ въ растворЪ углекиелую известь, 
хлористый натр1й, оЪрнокислую известь.‘ угле и сЪЗрнокислую 
матнез1ю, кремнеземъ и т. д. 2). 

Ключевая вода богата растворимыми твердыми вещества- 
ми; за то вода, происходящая отъ обильныхь дождей, отъ тая- 
ня енЪга, не процЪженная сквозь почву. содержить весьма 
мало химически растворенныхъ веществъ. Поэтому во время ве- 
сеннихъ водополей процентное содержаюме растворовъ. остав- 


ве, стр. 135. 
2) 1. Вой. АИвешеше пп@ спешазере Сбеодосле [ томъ. ВегНа 1879 г. 
стр, 460. 
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ляющихъ воду прозрачной, меньше, чЪмъ въ меженное время. 
Такъ н. п. Тэмза на 10.000 частей воды (по вЪеу) несетъ 
весною у Кинтстопа, повыше Лондона. 2.379 твердыхъ хими- 
чески растворенныхъ веществъ, а зимою 3.158. При замерза- 
ни химическя примфеи выдЪфляются. за то въ остальной водЪ 
получается болЪе концентрированный растворъ. ВелЪдетне это- 
го. а тоже волЪдетв1е тото. что зимою рЪки питаются преиму- 
щественно изъ ключей, максимумъ процентнаго содержан1я с0- 
лей обыкновенно соотвЪтствуетъь зимнему времени '). 


Углекислой известью особенно богаты рЪки. протекающая 
сквозь местности. покрытыя обильной растительностью и имЪю- 
ш1я известковую подпочву. Дождевая вода пропитывается угле- 
кислотою въ верхнихъ слояхъ почвы и проникнувъ въ подпочву 
растворяетъ много извести. Въ известковыхъ горахъ н. п. въ 
КарстЪ преобладаетъ химическое размыване. СлЪдуя сначала 
по маленькимъ трещинамъ. вода размываетъь ихъ въ больше 
подземные каналы. Въ подобныхъ странахъ пЪлыя рЪки про- 
падаютъ т. е. наземное течеме смЪняетея подземнымъ. 


До недавняго времени полагали, что перенесеме химиче- 
скихъ растворовъ. оставляющихъ воду прозрачной, и перенесе- 
н1е механически взвЪ шенной мути —вещи различныя. Между тзиъ 
уже опыты Сиделля 2) показали. что въ морской вод% осажде- 
н1е мути идетъ по крайней мзрв въ ‘иятвадцать разъ скорЪе 
ЧЪмъ въ рЪчной. ЗатЪмъ боле обстоятельные опыты Брюера *) 
показали. что въ химически чистой водЪ тончайшая муть остается 
еще взвЪшенной по прошествии шести лЪтъ Изъ этого Врюеръ 
заключаетъ. что тутъ къ механическому явленю присоединяет- 
ся химическое. что образуются каве-то растворы кремнезем- 
ныхъ соединенй. Наконецъ изелЪдован1я Бэруса показали, что 





') .. Во. 10е. сц. стр 454. 

3) См. Рапа Мапиа] оЁ Сео]осу 3 изд. стр. 677. 

*) Вгемег. Оп $Ъе зазрепз10п ап зедитеп4а оп ог с1ауз Атег. оого, 
оЁ Бе, 3 сер 29 томъ стр. 1. 
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скорость осЪдашя мути въ химически чистой водв вообще зна- 
чительно меньше теоретической скорости. вычисленной при пред- 
положени. что имЪемъ дЪло съ чисто механическимъ паденемъ 
уелкихъ тЪлъ въ водЪ. Повышене температуры. примфеь со- 
лей. кислотъ ускоряютъ осЪданте '). Однимъ словомъ. муть 
проявляетъ свойства химическаю раствора. Вселкая частичка 
мути растворяется съ поверхности. разбухаетъ, окружается какъ- 
бы атмосферой боле легкаго полураствореннато вещества. Та- 
кимъ образомъь ея плотность. а велфдЪ за тЬмъ и скорость 
падешя уменьшаются. За то когда прибавимъ какую нибудь 
щелочь. кислоту. или вообще какое-нибудь летко растворимое 
въ водЪ вещество. то трудно растворимыя вещества. изъ кото- 
рыхъ состоитъ муть. сейчасъ выдЪляются, скопляются и бы- 
стро осздаютъ. 

Само с0б0ю понятно. что эта химическая растворимость 
мути въ выстей степени способетвуетъ ея перенесентю проточ- 
ной водою 2). Эъ другой стороны очевидно, что осЪдане мути 
при внадени рЪки въ море происходитъ нетолько отъ замед- 
леня теченя, но въ гораздо большей степени отъ химическато 
выдзленя при смфшени съ морской водою, содержащей соли, 
гораздо болЪе удоборастворимыя, чЪмъ разныя кремнеземныя 
соединеня. изъ которых преимущественно состойтъ муть. 

По твиъ-же самымъ причинамъ рЪки, отличающтяся боль- 
шимЪъ содержанемъ чисто химическихъ растворовъ. должны быть 
менфе способны къ перенесено мути, чВиъ рЪфки. находящаяся. 
впрочемъ въ тЪмъ-же самыхъ условяхъ. но менфе сильно на- 
сыщенныя химическими растворами. 


т) Ватиз. Зирз\4епее её. ВаЦ. 0. 5. Сео]. Багу. № 36 стр. 24. 

3) Болве крупные продукты размыт!я истараютея о дно и одни о дру- 
гихъ. размельчаются и превр-щаютея въ муть. Уже чисто механическое пе 
ренесен1е мути гораздо легче, чвмъ перенесене болЪе круиныхъ веществъ. 
Кь Тому присоединяется содЪйств!е химическихъ процессовъ. Такимъ обра- 
зомъ даже при маломъ уклон® и скорости, обыкновенно господствующихъ на 
нижнемъ течен1и рзкъ, возможно перенеесен1е огромныхъ количествъ раз- 
мельченныхъ твердыхъ веществъ. 


ГЛАВА \. 


Размыте и отложенте. 


———__ 


Всякая рЪка можетъ переносить только извЪфетное коли- 
чеетво твердыхъ веществъ. количество вообще тЪмъ большее. 
чЪиъ рВка больше и чЪиъ скорость теченя больше. Ноэтому, 
гдЪ съ одной стороны течеше быстро, а съ другой готовый 
рыхлый матералъ находится въ изобилш, тамъ проточной . во- 
дою переносятся огромныя количества гальки, песку и мути. 

Такъ н. и. въ сухомъ климатв Колорадскаго плоскогорья 1!) 
во время бездождя на склонахъ накопляется множество рых- 
лыхЪъ веществъ. происшедшихъ отъ вывЪтривашя. Мелкле степ- 
ные притоки Колорадо. обыкновенно остающиеся сухими, посл 
всякато ливня превращаются въ бурные потоки. Эти’ потоки 
захватываютъ натроможденный вывЪтриванемъ матерямъ въ та- 
комъ изобилш. что въ сущности по руслу несетел не, вода, а 
грязь. Даже по объему процентное отношене твердаго мате- 
ррала къ водЪф равно 3:1. 


Способность переносить твердыя вещества увеличивается. 
съ увеличешемъ скорости (ср. прежнюю главу). ЧЪмъ скорость. 


больше, тзмъ больше то количество твердыхъ веществъ, кото- 
рое рЪка можетъ передвигать и предфльная величина зеренъ, 
еще передвигаемыхъ водою. больше. Скорость не имЪетъ зна- 


') РаЙоп ТегНагу Ь1з$0гу оЁ 4\е Сгапа Сапоп 4194116 И Моп. 0. 5. 
Сео]. Бигу. стр. 237. | 
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чен1я только для перенесеня химически растворенныхъ веществъ 
и тончайтей мути. которая есть отчасти тоже химическй ра- 
створъ. 


Нроточная вода одновременно яесетъ частицы разной ве- 
личины. Составъ того матерляла, который въ данный моментъ 
въ извЪотномъ мфотЪ переносится водою. зависить отъ того. 
камя вещества размывались на верхнемъ течени, потомъ отъ 
скоростей. господотвующихъ сейчасъ повыше разсматриваемаго 
мета. наконець отъ длины пути, проходимато несомыми ча- 
стипами. — | 


Влмяне скоростей сказывается въ томъ. что при умень- 
тени скорости выдфляютел и отлагаются боле крупныя зерна, 
и при увеличени напротивъ того подбираются. Вмяне длины 
пути сказывается въ томъ. что несомыя частицы по путй исти- 
раютея однЪ о друмя и о дно. а потому постоянно размель- 
чаются. 


У многяхь рЪкъ, особенно у тЪхъ, которыя вытекаютъ 
изъ горъ, скорость течешя уменьшается по направленю отъ 
источниковъ къ устью. Это даетъ поводъ къ выдЪленио болЪе 
крупныхъ частицъ. А такъ какъ рядомъ съ этимъ происходитъ 
размельчене. то обыкновенно на горномъ течеми рфкою пере- 
двигается боле крупный матерялъь съ малой примЪеью мел- 
каго. (ибо крупныя зерна еще не размельчены) но. чВмЪъ даль- 
ше внизъ по течению, тЪиъ вещества становятся мельче. Тотъ 
вамый порядокъ наблюдается въ отложени наносовъ. 


Далеко не всф увлекаемыя водою частицы несутся до са- 
мато моря. Мномя изъ нихъ опять падаютъ на дно. другия, 
двигавиияся по дну. останавливаются. Такъ н. п., двигавиий- 
ея по дну камешекъ. наталкивается на другой, сообщаетъ ему 
скорость, а самъ останавливается или замедляетъ свое движе- 
н1е. Одна и та-же частица попадаетъ въ разныя струи, движу- 
шляся съ различными скоростями. Благодаря вихревому безио- 
рядочному движению воды. твердыя вещества перемфщалются въ 
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различныхъ направлешяхъ. Частицы увлекаются. опускаются на 
дно. опять подбираются и такъ дальше. СлЪфдовательно можно 
сказать. что въ каждомъ мЪстЪ русла рядомъ пройсходитъ и 
размыт!е и отложеше. Но отношене этихъ двухъ различныхъ 
сторонъ дЪятельности рЪфки различно смотря по условямъ. Р»ка 
можетъ отлатать больше или меньше, чзиЪъ размываетъ. Если 
она больше размываетъ. чЪмъ отлатаетъ, то насыщене твер- 
дыми веществами увеличивается, но только до нЪкотораго пре- 
дЪла. При данномъ уклонЪ, форм русла и расходЪ ') рзка 
можетъ переносить только извЪетное количество твердыхъ ве- 
ществъ и сейчасъ выдЪляеть всяюй излишекъ. 

Можно разсматривать состояне рЪки или по отношению 
къ ней самой, или по отношеню къ руелу. Въ первомъ слу- 
чаЪ можно различать состояне ненасыщенное. насыщенное и 
пересыщенное. Пересыщенное состоян1е непрочно и неестествен- 
но. Р\ка не станетъ переносить больше твердыхъ вещеетвъ, 
ЧфиЪ это возможно. Коль скоро. блатодаря внЪинимЪ причи- 


намъ. [н. п. обвалу большой массы веществъ со стЪнъ долины] 


дЪйствительное насыщене сдЪлаетея больше возможнато при 
данныхъ условяхъ полнато насыщения, сейчасъ весь излишекъ 
выдЪляетея такъ. что рЪка остается въ насыщенномъ состояни. 


Во второмъ случаЪ можно различать состояне. въ кото- 
ромъ размыт!е преобладаеть надъ отложешемъ, т. е. объемъ 
захватываемыхъ рфкою веществъ больше объема отлатаемыхъ. 
во вторыхъ состояне равновЪеля между размытемъ и отложе- 
н1емъ. наконецъ состояне, характеризуемое преобладанемъ от- 
ложенИя. 

Состоямя первой категории соотвфтетвуютъ состоянямъ 
второй категори но не вполнЪ. Такъ н. п. Чоуэлль и Дуттонъ 


1) Перенесен1е твердыхъ веществъ зависитъ оть скоростей, но такъ 
какъ насыщен1е въ свою очередь вл1яетъ на скороеть, [вслвдетв1е затраты 
энерги на неренееен1с твердыхъ частицъ скорость . уменьшается] то лучше 
раземазривать уклонъ, Форму, разизры русла и расходъ какъ независимыя 
перем нныя. & скорости и насыщен1е какъ зависимыя. 





‚бы 


а №. 


ао 7 > РЕ ВЫ ге АА А 7 
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опшбаютея ") говоря, что насыщенная рфка не можетъ углуб- 
лять своего русла. ДЪйствительно. предетавимъ себЪ, что рЪка, 
находящаяся въ равномзрномъ и установившемея состояни (ср. 
гл. 1). въ извъетномъ участкВ вполнз насыщена извЪетными 
твердыми веществами. Н?Ъеколько дальше внизъ по теченю эти 
вещества велфдетве истираюя сдфлаются мельче. но рЪка мо- 
жетъ переносить большее количество [и по вЪсу и по объему] 
мелкихъ частицъ. Чи крупныхъ. а потому, если рЪка должна 
остаться насыщенной, то нужно къ ея грузу прибавить нЪко- 
торое новое количество твердыхъ веществъ. Само с0б0ю оче- 
видно, что при такихъ условяхъ русло должно углубляться или 
разширяться, или и то и другое вмЪетЪ. Вонечно, насыщенная 
рЪка углубляетъ свое русло въ далеко меньшей степени. чВмъ 
ненасыщенная. ибо размельчеше твердыхъ частицъ идетъ мед- 
ленно и замфна несомыхъ рЪкою частицъ вновь подбираемыми 
совершается по частямъ и постепенно. 


Способность переносить твердыя вещества не должна быть 
разсматриваема какъ функшя отъ средней скорости. Такъ н. п. 
при той-же самой средней скорости и расход мелководная и 
широкая рЪка обладаетъ большими подонными скоростями, чЪиъ 
глубокая и узкая, а потому можеть катить больше тальки (или 
болфе крупную) по дну. 


Смотря по величин и по распредъленио скоростей из- 
вфетная рЪка можетъ. положимъ, передвигать извфетной вели- 


чины гальку въ совершенно опредЪленномъ количеств. но кро- 


мЪ этой самой крупной гальки |рЪка можетъ передвигать нЪ- 
которое количество менЪфе крупной. потомъ еще н$Ъкоторое ко- 
личество песку. затЪмъ еще извфетное количество мути. РЪка 
не несущая самой крупной гальки. но обладающая достаточной 
для этого скоростью. можеть за то нести больше песку, при- 


1) бы. Байоп 106. сЦ. стр. 76. 
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чемъ этотъ излишекъ будеть опредЪленный '). ДЪйствительный 
составъ и качества переносимаго матерляла опредФляютея, ко- 
нечно. нетолько способностью, но и возможностью т. е. везми 
тЪий условями и отношенмями, въ которыхъ находится данная 
рЪка. 

Филипсонъ говоритъ °). что на счетъ размытя существуетъ 
такая путаница. что одинъ авторъ объясняетъ сильное разуы- 
т1е обимемъ несомой гальки. а другой той-же причиной 00ъ- 
ясняетъ ничтожность размыт1я. Очевидно авторы, о которыхъ 
говорить Филипсонъ, не задавали 60% вопроса о томъ, въ 
какомъ состояни находились разсматриваемыя ими рЪ%ки, ибо 
дЪло не въ томъ. сколько рЪка несетъ гальки или даже сколь- 
ко размываетъ. а въ томъ. больше-ли размываетъь й уноситъ, 
чЪмъ отлагаетъ и приносить, или наоборотъ. Преобладанте 
размыт1я надъ отложешемъ и обратно возможно при воякихъ 
скоростяхъ 3), но первое всегда сопровождается углублешемъ 
и разтиремемъ долины, второе возвышенемъ русла и дна 
долины. 

Обил1е гальки и песку (ср. прежнюю тлаву) способетвуеть 
размытю русла. но только до нфкоторыхъ предЪловъ. Само со- 
бою очевидно, что. когда движущаяся галька и песокъ обра- 
зують нЪоколько слоевъ. то всЪ слои, кромЪ самаго нижняго, 


® 





т) Мы здЪесь указываемъ на то, что обыкновенно перенесене одного 
матер!ала до н®которой степени исключаетъ присутетв!е другаго. Само ео- 
бою очевидно, что еели велЪдетв!е отеутств1я гальки, рЪка нееетъ только 
песокъ, хотя могла-бы нести и гальку, то для перенесен1я песку имзется 
больше энерми, чВиъ въ томъ случа, когда рзка уже несетъ гальку. Зэмз- 
тимъ однако, что у рвущихъ горныхъ потоковъ прИмзсь мелкихъ твердыхъ 
частицъ иногда етоль значительна, что плотность жидкости замфтно увели- 
чиваетея. Это въ свою очередь способетвуетъ перенесен1ю камней. ПЦодоб- 
ные случаи бываютъ при внезапномъ размыт!и запрудъ, образованныхъ об- 
валами, Ср. Гаррагеп%. 106. с1$. стр. 188. 

3) РЫИрзов. Еш Вейгас 2аг Егоз1опзВеоге. Рефегт. МаЫЪ. 1886 
г. стр. 70. 

3) Н. п. потокъ., выходящ!й на равнину отлагаетъ гальку при тойже 
скорости, при которой ивая рзка иаходится въ преимущес венно размываю- 
щемъ состоян1и, 
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никакого непосредственнато отношеня къ размыт!ю дна имЪть 
не мотутъ. 


Размыт!е хотя не прекращается но дЪлается совершенно 
НИЧТОЖнНЫМЪ СЪ того момента, когда скорости воды у дна ока- 
жутся меньше тЪхъ скоростей, которыя нужны для того, чтобы 
отрывать и уносить частицы породъ. составляющихъ дно и 0е- 
рега. Ноложимъ н. п. что рЪка протекаеть среди песку съ 
зернами средней величины @. Размыте сдЪлаетея ничтожнымъ 
съ того момента, когда подонвыя скорости окажутся меньше 
тЪхъ скоростей. при которыхъ возможно пезедвиженте песчи- 
нокъ величины а. Начиная съ этого момента размыт!е ограня- 
чивается только тЪми попадающимися то здЪеь то тамъ ма- 
ленькими зернами. которыя всегла примЪтаны къ болфе круп- 
НЫМЪ,— Кром» того химическое размытте. которое не зависитъ. 
отъ скорости теченля. тоже не прекращается. 


Уже Гумельмини '), знаменитый итальянск1й гидравликъ 
конца ХУП и начала ХУПТ отолЪЙ говоритъ. что размытте 
прекращается при н»зкоторомъ конечномъ уклон вообще тЪмъ 
уеньшемъ, чЪмъ рЪка больше. а породы мягче и называетъ 
подобное соетояне упрочивиимся [зфаЪ о]. Гулельмини. Вея- 
туроли °). Досеъ 3), Буссинекъ “). Коллиньонъ °). Рихтгофенъ 6) 
воз они полатаютъ, что переходъ къ упрочившемуея состоянтю 
совершается тотда. когда сопротявлене породъ сдфлался рав- 
нымъ энерги рЪки. Но Вентуроли 7) полагалъ, что переходъ къ 
прочному состоянтю зависить тоже отъ мутноети воды (фот- 


1) бис Пе] т111. баПа пафага 4е йпиу1 1697 см. Оааззе Еёи4ез Ву4г. 
ргаЯдае Мет. бах. ег. 20 томъ (1872) стр. 340. 

2) 14ет. (Уепёагой Еетеп41 4’14гааИеа 3 и’д. МПапо 1818). 

3) 1р14ею. 

*) Воиззшеза. Езза1 еёс. стр. 156. 

5) Со Шестой. Соптз ае тёе. стр. 286. 

8) Влер {В о{еп ЕйВгег ефес. стр. 141. 

") См. Раиззе 106, с. стр. 341. 


150 М. П. РУДСКЛЙ. 44 


4е77а). Поуэлль и Дуттонъ 1) полагаютъ, что это состоянте 
совпадаетъ съ состоямемъ полнатго насыщен1я. Мы уже выше 
указали на то. что насыщенная рфка можеть въ то-же самое 
время углублять свое русло, слЪдовательно не можемъ признать 
этого взгляда правильнымъь тЪмъ боле, что рЪка можетъ ока- 
заться въ насыщенномъ состояни при какихъ угодно скоро- 
стяхъ а размыте прекражаетея при опредЪленныхъь  скоро- 
стяхъ. Наконецъ состояне, о .которомъ говорятъ указанные аме- 
риканске ученые, не можетъ распространиться на все тече- 
н1е, ибо насыщенная рЪка должна тдЪ нибудь находиться 
въ преимущественно размывающемъ состоянш. ДЪйетвительно. 
еслибы русло нигдЪ не подвергалось размыт!ю, откуда взя- 
лись-бы насыщаюние рЪку продукты размытия. Котда размыте пре- 
кращается на всемъ течений. то очевидно тЪмъ самымъ пре- 
кращается и отложене и русло не подвергается никакимъ ийз- 
мЪнен1ямъ. Подобное состоян1е можетъ быть конечно названо 
«прочнымъ». Строго говоря. оно можетъ быть осуществлено 
только посл истеченя безконечно долгаго времени. Тфмъ не 
менЪе очевидно, что чЪмЪъ размыше болЪе ничтожно, тЪмъ со- 
стоян!е рЪки болфе сходно съ предфльнымъ., прочнымъ нераз- 
мывающимЪь состоянемъ. Уклонъ въ прочномъ состояни оче- 
видно тЪмъ больше. чЬмъ породы боле способны сопротив- 
ляться размыт. ибо, чВмъ больше было сопротивлене породы, 
тзиъ больше были тЪ предфльныя скорости у дна и беретовт, 
при которыхъ размыт1е прекратилось. Съ другой стороны, такъ 


1) Пибоп. Тегб. 113%. бгап@ Сапоп 4134г1е5. П Мог. 0. 5. Сео]. Зигу. 
стр. 76. Вопросомъ предЪловъ размыт!я занималея тоже Пенкъ (Репек. Раз 
Еп421е] 4ег Егозоп Уегь. УПТ 4ецфзеБ. Сеосг. фасез.). Оригинальная 
статья Пенка была для меня недоступна, но изъ рехерата Дрыгальекаго 
(Мепез ФавтЪ. Раг М. 1891 г. Г, 2 стр. 52) вижу. что Физическая сторона 
вопроеа разработана неудовлетворительно. Пенкъ между прочимъ указываетъ 
на то, что нивелляц!и суши вообще, а водоразд®ловъ спецально содЪйет- 
вуетъ размыт!е дождемъ, котораго капли, падая съ выеоты, обладаютъ срав- 
иительно значительной кинетической энергей. 
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КАкЪ ‹«66фег1з рагиз» у большей р№ки скорости вообще и по- 
донныя спеплально больше чфмъ у малой, то предЪльные укло- 
ны должны быть тЪмъ меньше. чВиъ рЪка больше. Такъ какъ 
рЪка увеличивается по мБрЪ чрисоединеня притоковъ, то сл$- 
дуетъ ожидать. что во всякомъ состоянш болЪе или менЪе 
близкомъ къ предЪльному уклонъ долженъ убывать отъ вер- 
ховьевъ къ устью. 


Малыя рЪки очень часто находятся всецзло въ области 
распространеня одной породы и, если эта порода не особенно 
тверда, то не нужно было очень много времени для того, что- 
бы создаль уклоны. правильно убываюцщие отъ верховьевъ къ 
устью. Поэтому указанная черта теченя очень часто наблю- 
дается у малыхъ рЪкъ и потоковъ. Такъ н. п. у Альийскихъ 
потоковъ правильное убываюе уклона наблюдали Сюрелль ') и 
друпе. у потоковъ. стекающихъь по склонамъ вулканическихъ 
конусовъ, Дэна 2). У большихъ рЪфкъ нельзя ожидать столь 
правильныхь отношенй, но убываше средняго уклона наблю- 
дается весьма часто. Такъ н. п. у Эльбы въ Ботеми средшй 
уклонъ поверхности воды 3) — 0.00035. а вблизи Гамбурга 
0.0000315, у Рейна отъ Конетавши до Страсбурга 0.00114, 
отъ Страсбурга до Ротердама 0.08045. у Дуная отъ Донау 
этинтена до ВЪны 0.00049. отъ ВЪны до моря 0.00009. У 
Миссисипи уклонъ у Ваиро 0,000094. у Колумбуса 0.000108, 
потомъ постепенно уменьшается до 0,000022 у самаго раздЪ- 


1) биге!. Ебайев зиг 1ез фоггепёз 4ез Наифез а1рез, Къ сожалВв1ю эта 
книга была для меня недоступной. 

*) Папа. Мапиа] о? Сео]осу стр. 688 и Оп Ме 4епи4аюп ш фе 
Расе. Вер. Ехр. УИкез 1863 г. 

3) При гидрологическихъ изиврен!яхъ опредфляется укловъ поверхно. 
ети воды. Мъетный уклонъ въ руслахъ неправильной хормы есть вещь ие- 
опред ленная. Само собою понятно. что не емотря на измВнен1я глубины, 
можно на длинныхъ участкахъ по уклону поверхности судить о среднемъ 
Уклонв дна. 
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лен!я на рукаву. Въ рукавахъ. какъ и слёдовало ожидать, укло- 
ны опять нфоколько больше—0,000031—0.000037 *). 


Н%которые, какъ н. п. Грэфъ 2), Гринвудъ 3), Тайлоръ “) 
полагаютъ, что вертикальные продольные профиля рфкъ должны 
имЪть видъ параболъ, друге н. и. Олпикоферъ 5) думаютъ, 
что эти профили должны имЪть видъ циклоидъ. Это заблужде- 
н1е основано на поверхностномъ сходствз всякой кривой, обра- 
щенной вогнутостью къ верху. а вмЪфетЪ съ тЪмЪъ асимитоти. 
чески приближающейся къ горизонтали съ кускомъ параболы 
пли циклоиды. Видъ профиля зависить прежде всего отъ рас- 
предзленя прятоковъ, ихъ величины, насыщеня и т. д.. не 
говоря уже объ измфнешяхъ кривизны, обусловленныхь разно- 
образ1емъ породъ, составляющихъ стЪны руела. 


Размыт!е идетъь «сефет1з раг из» тЪмъ медленнзе, чВмъ 
порода тверже, а потому выходы твердыхъ нородъ обыкновен- 
но сопровождаются нЪкоторымъ измЪнешемъ характера теченя 
и соотвЪтотвеннато продольнаго профиля дна. 


Всякое течене можетъ быть раздЪлено на участки 8), гдВ. 


преобладаетъь размыт!е и участки, гдЪ преобладаетъ отложеше. 
Воличество вторыхъ всегда равно количеству первыхъ. они все- 
тда являются попарно. но послздюй участокъ отложеюмя мо- 


1) ВаБПозоо 106. с. стр. 352 и 358. Въ иныхъ елучаяхъ больше 


уклоны верхняго течен1я несомнвнно происходятъ отъ того, что рзка вы-. 


текаетъ изъ горъ, а не отъ того. что она уже успвла придти въ приблизи- 
тельно прочное соетоян!е. . 

2) Сгаёй. Мелао1те зиг ]ез СоитгЬез 4ез а6Ъ1!. Мет. бах. Еёг. 21 томъ 
стр. 634. 


Роп4оп 1888 етр. 734. 

*) Ту1ог. Оп Че асЯоп оЁ депа4то асепеез. Особое приложене къ 
Сео]. Масал1пе -за 1873 г. Безевязный бредъ разными теор1лями. 

") РЬИБрзоп 106, 14. стр. 73 сер. ТгаауеЙег. МазагИсВе бе&Пвует- 
814 0183е 4ег Е!@взе. Саеза. 1883 г. стр. 449. 

$) Строго говоря, длина участковъ, гдз размыт!е абсолютно равно от- 
ложен!ю, равна нулю. 


3) Стееп\уоо@ см. О14Ъажм. Оп $Ъе 1а\у ее. Фиатё. ФТопгиа. Сео]. Зое. 
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жетъ находиться уже вн р$ки, въ мор. или озерф. или въ 
другой рЪкз. 


Распадеше рЪки на участки размыт1я и участки отложе- 
ния есть результать внфшнихъ причинъ. ибо рзки сами по се- 
6Ъ не переходятъ въ преимущественно отлатающее состояше. 
Нужно. чтобы какая нибудь внфшняя причина дала поводъ къ 
уменьшению скоростей ниже того предЪла. при которомъ рЪка 
еще можетъ переносить имюциеся продукты размит!я, пли чтобы 
количество ихъ чрезмЪрно увеличилось. Если насышене увели- 
чивается волЪдотве впаденя притока. несущато много продук- 
товъ размытя, то причина перехода въ преимущественно отла- 
тающее состоян1е въ сущности сводится въ первому случаю, 
ибо разсматривая рЪку, образовавшуюся изъ соединеня обфихъ 
рЪъкъ. какъ продолжене притока, всегда найдемъ, что скорости 
ея теченя недостаточны для перенесеня тото количества или 
столь крулныхъ продуктовъ размыт1я. каве приносятся прито- 
комъ. Причина уменьшентя скоростей чаще всего заключается 
Въ уменьшени уклона подъ вмямемъ нЪкоторыхъ топографи- 
ческихъ и тектонических услов1Й. н. п. можетъ случиться, что 
рвка переходить съ болфе крутой покатости на менЪе крутую. 
или пересЪкаетъь выходы твердыхъ породъ и т. п. Точно так- 
же причиной отложеншя бываетъ подпиране моремъ, озеромъ 
или другой рЪкою. Если главная рфка течетъь быстро. если въ 
мор у берега существуетъ сильное течеше, то вода впадаю- 
щей рЪки и несомые ею продукты размытя увлекаются, въ 
противномъ случа является пересыщенте и наносы отлагаются 
вблизи устья. Область отложеня очень часто распространяется 
на виадающую рЪку. Такъ н. п., выходя изъ устья въ спо- 
койное море. неимющее ни теченй, ни приливовъ и отливовъ. 
рзка приводить въ движене воду моря, но тЪиъ самымъ те- 
ряетъ свою энерго и скорость ея уменьшается. Такъ какъ 
скорость теченя у рЪЕъ регулируется снизу вверхъ, то замед- 
лен!е течешя при выходв изъ устья сообщается вверхъ по рЁ- 
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кф, что даетъ поводъ къ отложен наносовъ на низовьяхъ. 
Вотда существуютъ теченя, приливы и отливы. то уелов1я, ко- 
нечно, осложняются, 


Наносы отлатаются слоями. одни на другихъ и, если есть 
достаточно мЪета, распространяются во всЪ стороны, образуя 
характеристичный, подобный вЪеру. конусъ отложеня. по кото- 
рому вода стекаетъь во веЪ стороны и раздЪляетея на рукава. 
ели дЪло не доходить до раздЪленя на рукава, то по край- 
ней мЪрЪ наблюдается расширене и обмелЪюе русла. 

Очень часто накопления нанссовъ возвышаются надъ окре- 
стною мЪетностью. Это наблюдается тамъ, тдЪ рЪка перехо- 
дить изъ больней покатости на меньшую. изъ одной террасы 
на другую. Такъ какъ нижюй предЪлъ той скорости, при ко- 
торой твердыя частицы выдЪФляются и больше уже не едвигают- 
ея, тъиъ больше, чфмъ частицы крупнЪе, то. смотря по харак- 
теру отлагаемаго матеряла, уклонъ поверхности конуса отло- 
жен1я бываетъ то больше, то меньше. Большая рЪка обладаетъ 
большей скоростью при меньшемъ уклонЪ. а потому уклоны по- 
верхности ея конуса отложетя «сефег1з ратоиз» меньше. чВмъ 
У малой рЪки. но съ другой стороны тёмъ больше, чЗмъ крупи%е 
отлагающтяся частилы. 


Накоплен!е наносовъ увеличивается до тВхъ поръ. пока 
продукты размытя приносятся въ изобилш съ верхняго тече- 
ня. Но количество ихъ уменыпается то велздетве ослаблешя 
размыт!я при уменьшени уклоновъ, обусловленномъ прогрес- 
сомъ размыття, то велфдотвте того, что рЪка на верхнемъ те- 
чеши углубилась до пластовъ, хорошо сопротивляющихея раз- 
мытю. Тогда отложеше наносовъ можеть не только прекра- 
титься, но даже замфниться размытемъ. Именно, если передъ 
накоплешемъ наносовъ есть участокъ размытя, то оэтоть по- 
олъдн!Й, удлянняясь своимъ верхнимъ концомъ, вторгается въ 
область накопленя наносовъ и вымываетъ посреди старыхъ на- 
носовъ новый глубонй и уз каналъ. Иной разъ накоплене 
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наносовъ еще увеличивается во верхней, задней своей части а 
въ нижней уже размывается. 

Происшедиий отъ размытя стараго конуса отложешя ма- 
терялъ отлатаеття въ другомъ мЪеть и образуетъь вторичный 
конусъ 1). Продукты размыты мотутъ попасть на другое уже 
уменьшающееся наконлен1е. пртостановить ето размыт1е, даже 
вновь увеличить до большихъ чЪмъ прежде разм®ровъ. Тамъ, 
тдз много участковъ размытя и отложения. гдз условя слож- 
ны йли изифичивы. образоваше и уничтожене накопленй на 
одномъ и томъ-же или на разныхъ мзетахъ можетъ повторяться 
много разтъ ?). 

Конусы отложеня, находящтеся у устья притоковъ. очень 
часто размываются потому, что главная рЪка вновь углубляетъ 
свое русло и заставляетъь притоки слЪдовать за собою. Иногда 
углублен1е главной рфки происходитъ настолько быстрЪе ут- 
лублешя притока, что онъ соединяется съ тлавной рЪкой во- 
допадомъ. ПримЪры этого авлешя и другихъ ему подобныхъ 
встрЪчалются у Лэвля 3). Рютимейера *) и другихъ авторовт. 


Наоборотъ бываетъ тоже обралное явлеше. Главная рЪка 
отлатаетъ такъ много наносовъ и такъ быстро возвышаеть свое 
русло и долину. что притоки, не будучи въ состояюи етоль- 
же быстро возвышать свои русла, запружаютея й образуютъ 
озера, ПримЗромъ этого явлемя могутъ служить лЪвые прито- 
ки Дуная отъ Галаца до устья °). Мног!е изъ притоковъ Волги 


') Ср. О!@ъаж. Оп 4Ъе 1а5у ее... биатф. Топги. Сео|. Зое. Гоп4оп 1888 
г. стр. 735. Ольдгэмъ вазываетъ такое вторичное накоплен1е: зесоп4агу {ат. 
*) КиИтеуег. Оефег Тпа] пп@ Зее 119 аоо Вазе!. 1874 г. стр. 32. Рю- 
тимейеръ кожется полёгаетъ. что причина  многократнаго образования и унич- 
тожен1я накоплен!й состоитъ въ томъ, что поочередно размываютея выходы 
твердыхъ породъ, пер .свкающие руело р®ки. Во веякомъ случаВ это только 
одна изъ причинъ. Впрочемъ Рютимейеръ имфлъ, кажетея, въ виду спещаль- 
‚во Рейсеъ и вя притоки. 
3) 10\1. Оерег ТьмЬаппте, Ргао.. 1884 г. 
‘) Вайшеуег 10е. е14. 
5) Ср. Ве То{еп 106, е1. етр. 266. 
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подпираютея ея водою во время весеннихъь разливовъ и обра- 
зуютъ у свойхъ устьевъ временныя озера, 

Многократнымъ накопленемъ и размытемъ наносовъ 00ъ- 
яеняется происхождеше многихъ продольныхь террасъ. Мы 
только что показали. что однз уже реакши между различными 
частями теченя даютъ поводъ то къ образованию накопленй, 
то къ размытю ихъ. Зам фтймъ. что положительныя изм неня 
уровня моря или озера, въ которое впадаетъ рЪка. тоже даютъ 
поводъ къ образованю новыхъ накоплешй повыше старыхъ и 
КЪ одновременному потруженио старыхъ. наоборотъ отрицатель- 
ныя Измзненшя уровня моря заставляютъ рЪку глубже врЪзать- 
ся въ старые наносы, нести дальше матерлялъ и отлатать его 
понйже старыхъ наносовъ. Потому-то увеличивающияея дельты 
находятся по большей части на тЪхъ берегахъ. тдф уровень 
моря понижается '). 

Само с0бою очевидно. что террасы мотутъ тоже образо- 
ватьея волЪдетв1е измЪненя климата ^) или оротрафическихъ 
услов]Й. ибо эти причины тоже заставляютъ рЪ%ку переходить 
изъ размывающаго состояня въ намывающее и обратно. Преж- 
н1е авторы слишкомъ охотно пользовались послФдними причи- 
нами %). Между тЪмЪ нельзя «А рт1011» разсматривать продоль- 
ныя Террасы какъ доказательства измЪненя климата или под- 


няття нЪкоторой части бассейна рЪки. Нужно прежде убздить- _ 
ся, насколько образ^ванцо террасъ мотли способствовать реак- 
ци между разными частями рЪчной системы и колебамя уров- 


ня моря. 


1) Сгедпег. Ге ОеЦавз. 56 Егойп?В. Реф. ММ. 

2) 'Гакъ и. п. размыт1е уеиливается. когда весенние разливы увеличи- 
ваются. . | 

3) Решск. Оефег @1е Рег1о41с {$ ш 4ег ТьмЪИааие Усть. безей. 
4ег ЕгакКип4е 2 ВегИп 1884 г. стр. 39. Работа Пенка, хотя припигываеть 
образован1е терраеъ климатическимъ причинамъ, не заслуживаетъ на этотъ 
упрекъ. Онъ указываетъ ва то, что не одна р%®ка и не въ одномъ м%етЪ, & 
мног!я р№ви на зизчительныхъ участкахъ отлагали массу щебня. Онъ свя- 
зываетъ это явлен!е съ ледниковымъ пер1одомъ. 
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Къ внезапному увеличеню насыщеня лаетъь поводъ впа- 
деше притока. несущато больше продуктовъ размытя, чЪмъ 
главная рЪка въ состояни переносить. Такъ н. п. въ руслЪ 
Миссисипи послЪ впаденя каждато изъ болЪе крунпныхъ при- 
токовъ находятся накопленя наносовъ '). Тоже самое наблю- 
дается у мнотихъ рЪкъ. 

Котда накопленя наносовъ, приносимыхъ притокомъ. очень 
значительны, то дЪло можеть дойти до запруженя главной р®- 
ки и до образоваюя озера. Форель 2) склоненъ думать, что 
нфчто подобное способствовало образовано Женевскато озера. 
Конечно. такое запружене возможно только въ узкихъ горныхъ 
долинахъ. | 

Точно также причиной образовамя накоплеюй бываютъ 
обвалы стЪнъ долины. У равнинныхъ рЪкъ обвалъ можетъ не- 
только довести до образоваюя переката. но даже заставить 
рЪку измЪнить свое течене. чтобы обойти запрулу. Въ узкихъ 
горныхъ долйнахъ случается, что обвалъ совершенно запру- 
жаетъ рЪку 3). Цовыше плотины образуется озеро, существую- 
щее до тзхъ поръ. пока переливающаяся черезъ край плотины 
рка не размоетъь ее и не спустить озера. Но исчезновению 
такихъ плотинныхъ озеръ еще больше способствуетъ возвыше- 
шенте ихъ дна наносами, приносимыми впадающими въ него 
торными потоками, Въ результатЪ послЪ йсчезновентя озера въ 
долин® остается поперечная терраса, инотда достигающая ц}- 
лыя сотни метровъ высоты. ; 


Верховья рЪкъ остаются въ преимущественно размываю- 
щемъ состояни, ибо позади ихъ нфтъ участка рЪки, посылаю- 
щато имъ свои продукты размытя. Даже въ томъ, впрочемъ 
неосуществимомъ случаЪ. когда рЪзка питается исключительно 


1) Ср. Уэтгеп. Узеу оЁ М1апезофа ап@ М153151р1 Азшег. Фопгп. 0Ё 5е. 
3 сер. 16 томъ стр. 420. ° 

3) Еоге!. Ге етап Гаазаппе 1892 г. етр. 247 и елвд. 

3) Гбу1. Оерег Те Иавих Ргас. 1884 г. стр. 62, 81. 
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источниками, размыт1е верховьевъ имфетъ место съ той разни- 
цею. что размыте на поверхности зам няется подземнымъ '); обуа- 
зуются полости. своды которыхъ должны когда нибудь обрушиться. 
`Иногда верховья вторгаются въ бассейны друтихъь р№къ пли 
наоборотъ сокращаются. Во многихъ случаяхъ р%ки замЪтно 
удлиняются своймъ верхнимъ концомъ и отбираютъ у сос6зд- 
нихъ рЪкъ ихъ притоки. Удлиняющаяся своймъ верхнимъ кон- 
цомъ рЪка пересЪкаетъ другую й такимъ образомъ съ начала 
даетъ поводъ къ нЪкоторому раздвоенио 7) [бифуркащш] тече- 
ня. Чаще всего пересЪкающая рЪка сильнЪе углубляется. чВиъ 
пересЪкаемая. & потому захватываетъ въ свою пользу весь ея 
верхй участокъ. 


Уеловля. способствуюния удлиненю р%къ верхнимъ кон- 


цомъ суть слЪдующия: 1) Значительная разность уровня между _ 


русломъ рЪки и тзми возвыенностями. вЪ которыхъ находится 
ея бассейнъ питан1я. 2) Присутств!е легко размываемыхъ по- 
родъ на водораздЪлахъ. 3) Абсолютное и относительное обиле 
осадковъ въ бассейн питания. При равенетвз прочихъ усло- 
вЙй удлиняютея рЪки того склона, на которомъ вынадаетъ боль- 
ше осадковъ. 


Въ мЪстахъ удлиненя рЪфкъ и вообще всюду, тдЪз обра- 
зованте русла ий долины находятся още въ первой фазЪ. всетда 
наблюдается сильное мЪетное увеличен!е уклона (фоггейф рог- 
Нот) въ схэмз размытя Дэны 3). 

Это мфстное увеличене уклона есть прямой результатъ 
самаго хода размыття. Мелкле ручьи, маленьмя дождевыя етруй- 


1) Иные говорятъ, что размытй1е самаго водораздВла равно нулю, но 
елвдуетъ помнить. что онъ размывается дождевою водою, которая, падая еъ 
высоты, обладаетъ н3которой кинетической энершей, во вторыхъ екловы, 
находяц!еся по обфимъ еторонамъ водораздВла размываютея; а потому во- 
дораздълъ долженъ въ кояцЪ концовъ обвалиться. 

2) Ср. Наазе. Чефег В!итгеа\1опеп. ефе.... Реф. МИЯВ. 1886 г. стр. 195. 

3) Папа Мапиа] оЁ Сбео]осу П изд. 1875 г. стр. 638 сер. тоже Вле\4- 
ВоЁеп 106. ©14. стр. 139. | 
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ки, стекаюлйя по склону. отклоняются малыми неровностями 
почвы и т. п. причинами то вправо, то влЪво, а потому долж- 
ны вотрЪтиться. Но вотрЪча двухъ струй проточной воды всегда 
равняется ихъ соединен. ибо онЪ не отражаются друтъ отъ 
друга, а пройти одна сквозь другую тоже не могутъ. Въ этомъ- 
то заключается главная причина соединеня рфкъ во все боль- 
пия ий большя. И такъ. мелк1я струйки дождевой воды соеди- 
няются въ нЪеколько` больший ручей. Энергия такого ручья всетда 
больше энер составляющихъ струекъ. ибо масса воды боль- 
ше. а на болЪе или менфе однообразномъ покатомъ склонЪ 
скорость течентя скорфе увеличивается. чЪмъ уменьшается. И 
такъ обыкновенно вымывается рытвына. болЪе глубокая внизу 
склона, чЪиъ вверху. ДальнЪйшее углубленте идетъ снизу вверхъ. 
ВекорЪ углублене внизу склона доходить до того. что уклонъ 
уменыпается ниже того предЪла, при которомъ въ виду даннаго 
насыщеня ручеекъ переходить въ преимущественно отлагающее 
состояне. ВмЪотЪ съ тЪмъ мЪето. гдЪ размывающая энергя до- 
ходитъ до максимума. оказывается дальше сзади. На нашей схэм% 
см. Е. |, а — а обозначаетъ «фотгепф ротйоп» Дэны. Уча- 
стокъ а—а ииЪфетъ обыкновенно всЪ характеристическ1я черты 
потока. ямы на днЪ, водопады. рЪфзкле повороты и т. д. Быет- 
рому отступлению участка а—а способствуетъ нетолько болЪе 
энергичное размыт!е, обусловленное значительнымь уклономъ, 
но также частые обвалы. Въ рыхлыхъ городахъ очень часто 
случается, что уклонъ вЪ какомъ нибудь мЪетЪ «фюггепф рог1оп» 
дЪлаетсел больше угла покоя. 


Въ рыхлыхъ породахъ противуположноеть между быстрымъ 
размыттемъ участка а—@ и медленнымъ повыше @« усиливается 
еще тфмъ. что повыше @ склонъ обыкновенно покрытъ расти- 
тельностью значительно увеличивающей сопротивлене размытиюо. 
Мелкля дождевыя струйки не въ состоями размывать верхний 
окрфиленный растительностью слой почвы. РазумЪется, скрЪи- 
лен1е поверхностнато слоя почвы не можетъ помъиать ни под- 
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мыван!ю. ни образованю осыпей и обваловъ на впереди лежа- 
щей «фоггеиф ротб1оп»> и захватывающихъ почву повыше точки а. 


И такъ, влян1е растительности сводится преимущественно 
КЪ тому. Что она мЪшаетъ образовано зачатковъ оврага. 


Докучаевъ замЪчаетъ ')., что развито оврага. особенно-. 
же образованю вертикальныхъ обваловъ способотвуютъ выходы 
ключей на дн и въ стЪнахъ оврага. Этотъ факторъ оказы- 
ваетъ свое вллян1е съ того момента, когда дно оврага дойдетъ 
до водоупорныхъ пластовъ. 


Даже тогда, когда рытвина образовалась сверху внизъ, 
дальнфИшее ея углублене идетъ снизу вверхъ. Вообще углуб- 
лене русла идетъ всетда снизу вверхъ. ДЪйствительно. поло- 
жимъ. что тдЪ нибудь на днЪ рЪки или на склонф образуетея 
углублен1е (см. Е. 2). Всегда уклонъ уменьшается на перед- 
ней, а увеличивается на задней сторонф выемки. СлЪдователь- 
но размыте усиливается на задней сторонз выемки и увели- 
чиваетъ ее заднимъ ходомъ; напротивъ того на передней сто- 
ронз выемки размыте слабФетъ. Быстро стекающей по заднемъ 
склонЪ выемки водою въ точкВ т долбится боле или менЪе 
глубокая яма. Можно хорошо прослфдить первыя фазы образо- 
ня и углубленя рытвинъ на правильныхъ склонахъ желЪзно- 
дорожныхъ выемокъ. 1. «`аза: образоваше рытвины нЪ»околько. 
боле глубокой внизу склона. %. Фаза: обвалы внизу склона 
и образоваше ломаннаго профиля дна; внизу меньтий увлонъ, 
нЪсколько выше крутой уклонъ, еще выше опять меньший ук- 
лонъ. ДальнЪйшихъь фазъ не видно, такъ какъ администра- 
ця желфзныхь дорогъ старается прекратить дальнфйшее обра- 
зоваше овраговъ и сифшитъ починить испорченные склоны. 


Если какая нибудь причина даетъ поводъ къ возобновле- 
ню или къ усилено размывающей дЪфятельности, то всегда 


') Способы образованя долинъ. С.- Петерб. 1878 г, стр. 63. 
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оказывается. что вмяюме ея доходить до максимума въ одной 
или нЪоколькихъ точкахъ течемя. Начиная съ такой точки, 
размыт1е отступаетъ вверхъ по теченю. т. е. всякая такая 
точка даетъ начало къ образовано своего участка размытия, 
удлиняющатося верхнимъ концомъ. 

Новобразующйяея накоплеюя наносовъ запружаютъ выше- 
лежапий участокъ теченя. ВелЪдетве этого скорость на этомъ 
участк уменыпается !') и новые наносы отлатаютея нетолько 
поверхъ но и позади старыхъ. Такимъ образомъ участокъ отло- 
женя тоже увеличивается своимъ верхнимъ концомъ. 


') Ср. выше то, что было сказано о подпиран1и моремЪ. 


ГЛАВА \1. 


Извилины. 


Извилистость течен1я есть обийй характеристичесвй приз- 
накъ рЪкъ. Разсматривая очертантя какого угодно течентя. всетда 
найдемъ, что можно провести нфкоторую идеальную линпо. какъ- 
бы ось течешя. Настоящее течене уклоняется то въ ту. то въ 
другую сторону этой идеальной лини. Изтибы течения всегда 
болфе или менЪе округлены. (Сильно развитыя извилины при- 
нимаютъ форму петель. Участки теченя. совершенно лишенные 
изгибовъ. крайне рздки. У большихъ рЪкъ, гдЪ стрежень очень 
часто отчетливо выдЪляется среди остального теченя, извили- 
ны стрежени бываютъ обыкновенно еще болфе изогнуты. чЪмъ 
извилины главнаго теченя, а иногда короче. Само собою оче- 
видно. что за исключешемъ нЪкоторыхъ второстененныхъ приз- 
наковЪъ, извилины стрежени представляютъь собою явлеше, со- 
вершенно сходное съ йзвилинами самаго теченя. Точно также 
очевидно. что ве извилины, начиная отъ слабо изотнутыхъ и 
и кончая петлеобразными, принадлежать къ одной’ категорш 
явленИй. 

Уже одна общность явленя доказываетъ. что происхож- 
ден1е Извилинъ не можетъ быть объяснено вляюемъ тектоники 
й топотрафти мЪотности. Это становится особенно яснымъ, еели 
обратимъ внимаше на то, что найболЪе извилиетыя теченйя на- 
ходятея именно среди наносныхъ равнинЪ. эдЪеь почва созда- 
на самой рЪкою, слЪдовательно. утверждая, что извилины обра- 


ЧРИ 
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зовались въ зависимости отъ строешя почвы. мы бы попали въ 
нЪкотораго рода ‹олтед[8 у110818». Извилины могутъ образо- 
ваться среди абсолютно однородной и всюду одинаковой поро- 
ды, среди совершенно однообразной равнины. 

Уже Лекрэ !) говорить, что настоящая причина образо- 
ван1я извилинъ. размыт!е. Тоже самое говорить и Ляелль. Но 
Зонкляръ. Бэръ, Пэшель ?) выражаются боле опредфленно, 
Они указываютъ ва то, что въ извилинЪ вода размываетъ вогну- 
тый берегъ и отлатаетъ наносы на выпукломъ. Такимъ обра- 
зомъ извилина должна сама по себЪ все дальше развиваться. 

Извилины появляются не одиноко. а цЪлыми серями. 
Обыкновенно говорятъ. что это результатъь ноперемЪннаго отра- 
женя воды то отъ одного, то отъ другого берега, причемъ 
уголъ отражешя равенъ углу падешя 3%). Хотя основная миель 
этого взгляда справедлива. однако подведене отраженля воды 
подъ законы отраженя твердыхъ упругихъ тлъ не можеть быть 
строго оправдано. Отражеше воды отъ береговъ есть сложное 
явлен1е. Не всф частицы воды стремятся съ одинаковой ско- 
ростью. движене отражаемой струи зависитъ отъ движеня всей 
окружающей воды. При большой скорости, н. п. у горныхъ по- 
токовъ, отражене сопровождается бурнымъ движенемъ, образо- 
ванемъ вихрей у того мЪота. гдз вода ударяется о беретъ ^). 
Бываютъ случаи. когда уголъ отраженя вовсе не равенъ углу 


:) Ге Огец]х. ВесрегеВез зат 1& Гогша оп Чез г1у16гез Раг1з 1804 г. 
стр. 52. | 

2) Зопаг АПсет. Огосг. приведено по БевиеЧег”у. Балет @Ъег 
Тао ипо ефс. Иеесьтг. безе. Егакапде. Вега 1883 г. стр. 44. 

Е. у. Ваег. За 41еп апз дет бе 1е{е 4ег Мабигуу1в3, Ре4. 1873 г. стр. 125 

Резепе1.—ле1ро!44. Рвуз. Ег@кцоде П томъ стр. 389. 

3) Вее]пз-СЛе. О1е Ег4е Ге?р1е 1874 г. Г томъ стр. 269. 

Докучаевъ. Матер. для оцнки земель Нижег, губ. вып, ХПШ. С.-Пет. 
1886 г. глава Г стр. 8. 

Никитинъ. Общая Геол. карта Росси листъ 56. Труды ‚Геол. ком, Г, 
2. стр. 110. 

*) Водовороты въ «колВнахъ» т. е. въ мветахъ отраженя ветрчают- 
ся очень часто и у тихихъ рькъ. | 
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паденя. Такъ н. п. прямая струя. вотрЪчая ст$ну, стоящую 
перпендикулярно къ направленю ея движеншя, раздЪляется ва 
дв струи, текупия вдоль преграды въ противуположныхь на- 
правленяхъ. ЗдЪсь уголъ падешя 0° а углы отраженмя 90° 
и —90°. И такъ, уголъ отражешя можеть быть то больше, то 
меньше угла паденя, смотря по условямъ, 


Извилины быстрыхъ ркъ менЪфе изогнуты, чВмъ извилины 
медленныхъ. По ЗЖильберту ') быетрыя., сильно размывающия 
рЪзки стремятся удержать прямолинейное течене и углубить 
свое русло, но, приближаясь къ своему базису размытя [6р. 
предыдущую тлаву| рфки начинаютъ блуждать и размыте дна 
смЪняется размытемъ береговъ. Причину, по которой быетрыя 
рЪки стремятся удержать прежнее направлене указываетъь Рихт- 
гофенъ. говоря °). что прежде чЪмъ рЪка успЪетъ размытъ 0е- 
регъ. русло уже утлубилось, & мЪето. гдЪ вода наиболЪе силь- 
но размываетъ берега, очень часто и скоро передвигается то 
назадъ то виередт. 


Разсмотримъ сначала движене воды въ извилинахт. Вода. 
движущаяся по поверхности земли, подвержена сложному цен- 
тробЪжному ускореню, происходящему отъ вращеня земли, о 
которомъ будеть рЪчь впереди. ВромЪ того. коль скоро пути, 
проходимые частицами. изотнуты. то постоянно дЪйетвуетъ обык- 
новенное центробЪжное ускорене. всегда напирающее воду къ 
вотнутому берегу русла, велфдетвье чего поверхность воды нф- 
сколько приподнимается у вогнутаго берега. Въ извилинахъ боль- 
шихъ рЪкъ. н. п. Дуная *), это возвышен!е поверхности доходить 
до н»околькихъ сантйметровъ [въ случаз Дуная до 8-ми]. 





1) б. К. СИЪегё. Сео1осу ог Нешгу Мопомтз. Такъ какъ книга 


ЧКильберта была для меня недоступна. то привожу его мнЪн{е по выноек® у 
Макъ-Джи. Мае.-Сее. Сео105у о! 4Ъе Веа@ оЁ {Ве Съезареаке Ъау. \П Апп, 
Вер. 0. 5. бео]. Зогу. стр. 617. 

2) Ве ТоЁеп. ЕйВгег ефе.... стр. 146. 

°) У!аспег. Нуйго1ос1веВе Оп4егзисВапсеп Вгаиизевуе1о. 188] г. стр. 42, 


к 
Рич фи" ое 
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ЦентробЪжное ускореше пропоршонально квадрату скоро- 
оти и кривизн® пути, притомъ всегда . устремлено по направленю 
радлуса кривизны нути частицы изъ внутри извилины наружу. 
Такъ какъ всЪ частицы воды текутъ приблизительно въ одномъ 
направленти. то кривизны путей различныхъ частицъ. проходящихъ 
въ данный моментъ сквозь извзстное поперечное сЗчеше русла. не 
мотутъ значительно различаться другъ отъ друга. Между тЪмъ 
поступательная скорость частицъ. проходящихъь сквозь разема- 
триваемое сЪчене. измфняется въ широкихъ ипредЪлахъ отъ 
нуля [въ нЪкоторыхъ м$стахъ у береговъ] до нзеколькихъ мет- 
ровъ въ секунду ') [на динамической оси]. 


Поэтому центробъжная сила дЪЙствуеть наиболЪе сильно 
на ть частицы, которыя въ данный моментъ обладаютъ най- 
большей скоростью. ЧЪмъ скорость частицы больше. тЬмъ силь- 
нЪе она стремится къ вогнутому берегу и динамическая ось 
течентя. т. е. совокупность наиболЪе быстро текущихъ частиц, 
перем щается къ вогнутому берегу и такимъ образомъ тамъ вы- 
зываетъ сосредоточен1е размывающей дЪятельности. Буссинекъ, 
кажется, первый ?) замЪтилЪъ, что, коль скоро вода движется 
по каналу съ кривой осью, то поступательное движеюше непре- 
мЪнно сопровождается нЪкоторой поперечной пиркулящей. Онъ 
даже пыталоя теоретически опредЪлить скорости поперечной 
циркуляции въ томъ простзйшемъ случаЪ. котда каналъ имфетъ 
видъ замкнутаго кольца. Независимо отъ Буссинека, Джемсъ 
Томсонъ и Мэллеръ 3) пришли къ тому-же заключенио. Впрочемъ 


*) Н. п. у того же Дуная вблизи Взны 3 метра въ секунду ср. Наг- 
]аепег. 01е Меззапоеп ап ег Ефе пп@ Ропам. Берио 1887 г. 

т) Воиззшеза. ГаЯчепее 4ез #гобфетеп{:. ее. оцгп. Тлоцу. П еер. 
ХШ томъ 65 ХГи ХИ. 

3) 7. Твошзоп. Ехреглпепфа1 ПГазй’аотз е{с. Вер, Вг. Аз. 1876 г. 
Его (олзе обширная статья въ Ргосеед11оз КВоу. 50е. была для меня недо- 
ступна. 

МоПег см. Сар ег. беорвуяк П томъ БфаМоат& 1885 г. стр. 601, 
Оригинальная статья Мэллера была тоже для меня недос тупна, 
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уже один подробный аналитическЙй разборъ условй теченя 
по кривому руслу показываетъ необходимость поперечной цир- 
кулящи. Но и 0безъ анализа можно себЪ уяенить ея причину. 

ЦентробЪжная сила гонитъ каждую частицу въ вотнутому 
берегу тзиъ сильнфе, чЪмъ ея поступательная скорость больше. 
Но при этомъ общемъ напорф воды къ вогнутому берегу. дЪй- 
ствительно передвигаются въ его сторону только частицы, обла- 
даюня наиботьшей скоростью или скорЪе скоростью большей, 
ЧЪмъ нЪкоторая критическая 1) скорость; остальныя оттЪеняют- 
ся назадъ потому. что, несмотря на нЪ»которое подняте воды 
0 стороны вогнутато берега, для нихъ нЪтЪ досталочнато м$- 
ста. Въ то время, когда частицы, бывипя на динамической оси, 
подходятъ къ вогнутому берегу. находивиияся тамъ болЪе мед- 
ленно текущая частицы, оттЪеняются внизъ. Но первыя части- 


цы, подходя къ берегу, испытываютъь ето сопротивлене. те- 


ряютъ свою скорость и оттФеняются внизъ новыми частицами. 
подходящими съ динамической оси. Такимъ образомъ все но- 
выя й новыя частицы опускаются ко дну. потомъ оттЪеняются 
вдоль его на противуположную сторону русла, тамъ опять вы- 
тЪеняются на верхъ., чтобы въ послЪдотви. опять попасть на 
динамическую ось. Поступательная скорость частицъ доходитъ 
до минимума у выпуклато берега велЪдетв1е отдаленности сего 
послздняго отъ динамической оси. 


Поперечная циркуляц1я зависить отъ разностей между ско- 
ростями. а потому ея собственныя скорости всегла незначительны. 
Ея значене состоитъ въ томъ, что, слатаясь съ поступатель- 
нымъ движешемъ вдоль русла, она заставляетъ частицы воды 
не только спускаться вдоль теченя. но тоже переходить отъ 
одного берега къ другому. ВелЪдетвье перемъщеня динамиче- 
ской оси къ вогнутому берегу, скороети теченя значительно 


1) Критическая скорость взроятно довольно близка къ той, которой 
ввадратъ равняется средней изъ квадратовъ везхъ скоростей, встрёчающих- 
ся въ данномъ свчени. 
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больше у этого берега, чЪмъ у выпуклато. & потому размы- 
вающая дЪятельность сосредоточивается у вогнутаго берега. Раз- 
мытыя вещества переносятся внйзъ по теченю. но благодаря 
поперечной пиркулящи, попадаютъ къ противуположному берету. 
& такъ какъ скорости теченя у выпуклаго берега именно мень- 
ше, то тамъ происходить отложеше. 

У тЪхъ рЪкъ, у которыхъ динамическая ось находится на 
значительной глубинЪ. (ср. гл. 1) движеня въ верхнихъ слояхъ 
воды т. е. ВЪ ТЪхЪ, которые находятся выше динамической оси. 
слагаются нЪфеколько иначе и не вся вода участвуетъ въ ниж- 
немъ круговоротЪ. Впрочемъ. движеня верхнихъ слоевъ нико- 
гда не пруобрЪтаютъ особенно большого значеня. 

И такъ, при движеи по кривому руслу дЪятельность 
рЪки раздляется на преимущественно размывающую у вогну- 
тато и преимущественно намывающую у выпуклато берега 2). 
ВелЪдетв!е этого вотнутый берегт, отетупаетъ. а выпуклый на- 
ростаетъ и, если гдЪ нибудь на течеши рЪки образовалась 
самая незначительная извилина. то. благодаря самому механиз- 
му движеня рЪки, она должна увеличиваться. Благодаря обра- 


т) Здвсь невольно являетсек вопросъ. не оказываетъ ли движен1е въ 
извилинахъ нзкотораго вл1ян1я на глубину динамической оси. Къ сожалз- 
ню мнз не довелось найти наблюден1й или опытовъ. позволяющихъ судить 
объ этомъ вопросв. Только изъ нЪкоторыхъ теоретическихъ еоображен1й 
вывожу заключене, что въ нзвилинахъ динамическал ось течен1я должна на- 
ходиться сравнительно выше. 

1) Если вогнутый берегъ вмфетВ съ твыиъ правый, то размыван1ю кро- 
м того споеобетвуетъ сложное центробЪжное ускореше, (ускорене Кор1оли- 
са) происходящее отъ вращеня землм; если вогнутый берегъ есть вмизстЪ 
еъ твмъ лфвый, то ускорене Кор1олиса противудВйствуетъ размываню. Но 
почти всегда уекорен1е. происходящее отъ вривизны русла значительно боль 
ше чЗыЪ то. которое происходитъ отъ вращен1я земли. Такъ н. п. Жильбертъ 
(Алег. Топгп. 0 Бе. 3 сер. 27 томъ етр. 430) вычиеляетъ. что въ сильно изог- 
вутыхъ иавилинахъ Миссисипи (радтуеъ кривизны 8 килом.) центроб8жное 
ускорене въ слишкомъ 20 разъ больше уекореня Кор1олиса. Хотя нельзя 
полагаться на точность подобныхъ вычиелен1й, тзмъ не мензе они даютъ поня- 
т1е объ отношеняхъ между известными величинами, Для точной оцВнки вл1я- 
шя этихъ Фавторовъ нужно рВшить задачу, чуть-ли ве провосходящую сред- 
ства современнаго анализз, 
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зованшо извилины, участокъ теченя удлиняется, а разность 
уровней начала и конца извилины въ среднемъ не увеличивается, 
Такимъ образомъ уклонъ уменьшается. что въ свою очередь 
влечеть за собою уменьшене скорости. Съ другой стороны, 
средняя кривизна течеюмя увеличивается по мВрз развитя йз- 
вилины но только до нЪкотораго предЗла. Съ того момента. 
какъ извилина станетъ принимать форму петли, дальн®йний 
ростъ ся уже не увеличиваетъ средней кривизны, & налтротивъ 
того уменьшаетъ ее. 

_ Но развите извилины зависить отъ центробЪжной силы, 
пропоритональной квадрату скорости и кривизн®. При развит 
извилины первый факторъ постоянно убываетъ, второй сначала 
растетъ. а потомъ тоже начинаетъ убывать. И такъ, веетда 
долженъ наступить моментъ, когда произведене обоихъ факто- 
ровъ доходить до максимума и ростъ извилины идетъ особен- 
но интензивно, послЪ чего скорость ея развитя «сефет1$ ра- 
Гиз» уменьшается й наконецъ дЪлается совершенно ничтожной. 

Существован1е извилинъ очень часто прекращается слЪ- 
дующимъ образомъ. Сильно развитыя извилины имфютъ форму 
петель. Очень часто случается, что двЪз слЪдующия друтъ за 
другомъ петли настолько сближаются. что раздЪляюний ихъ 
перешеекъ размывается въ самомъ узкомъ мЪотЪ ий извилины 
соединяются. РЪка съ большей силой устремляется по сокра- 
щенному а потому боле наклонному пути и вновь углубляетъ 
русло: Между тЪмъ входъ й выходъ изъ нокинутато русла засо- 
ривалотся и бывшая извилина превращается въ дугообразное озе- 
ро. въ старицу. Размыте перешейковъ между извилинами чаще 
всего случается во время разливовъ. Нельзя сказать, чтобы въ 
этомъ явлеши обнаруживалось стремлене рЪки къ сокращеню ') 
своего теченя. Это только результатъ гипертрофли въ развития 


*) Споръ на счетъ того, стремятея ли рзки выпрамать евое русло или 


нЪтъ, довольно старый. Такъ н. п. Лекрэ (1804) споритъ съ современнымт - 


гидротехникомъ Фабромъ (1797) по поводу этого вопроса. Фабръ стоялъ за 
самоспрямлен1е, Лекрэ доказываетъ противное, 


А а а: 
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извилинъ. Собственно говоря, при совершенно правильномъ й без- 
препятетвенномъ развит извилинъ подобный конецъ ихъ суще- 
ствовантя является нейзофжнымъ, такъ какъ петлеобразныя из- 
вилины, разростаясь все дальше и дальше. должны непремЪнпо ') 
прийти въ соприкосновене. Точно также существоване извили- 
ны можеть прекратиться вол детве засореня. когда количество 
приносимыхъ съ верхняго теченя наносовъ увеличивается. 


Извилины появляются не въ одиночку. а цзлыми серяни. 
Коль скоро тдЪ нибудь на течени образовалась самая незна- 
чительная извилина. то выходящая изъ нея вода пересЪкаетъ 
русло подъ угломъ. велЪдетве чего динамическая ось теченя 
повыше и пониже извилины отклоняется къ противуположному 
берегу. СлЪдовалельно всегда повыше и пониже извилины най- 
дутся два тая мЪота, гдз вода станеть подмываль берега. 
образовать выемку а за тЪмъ извилину. Это и есть отражене 
воды, о которомъ говорятъ мноме авторы (см. выше). 

Новообразовавияся извилины даютъ поводъ къ образова- 
нио другихъ извилинъ. тЪ въ свою очередь влекутъ за с060ю 
образоваше новыхъ и т. д. Подъ вмяшемъь множества внзи- 
нихЪ факторовъ и благодаря реакшямъ одной извилины на дру- 
тую. исторля каждой изъ нихъ слагается различно. Извилины 
образуются, разростаются. замираютъ и опять возникаютъ, нпе- 
редвигаются вдоль теченя и т. д. 

Въ извилинь вогнутый берегъ отетупаетъ. & выпуклый 
нароетаетъ. Такимъ обратомъ извилина увеличивается. Захва- 
ченныя у вогнутаго берега вещества отлатаются преимуществен- 


1) Размыт!е перешейковъ совершается обыкновенно во время половодья, 
когда вода бв*итъ черезъь верхъ перешейка, Днзировеке старожилы увзряли 
проФ. Докучаева, что. еели перешеекъ не распаханъ, то весенн!я воды Дн®пра, 
перекатываясь черезъ него, не въ востоян!и разорвать толстый слой лугового 
дерна. но стоитъ только появиться небольшой бороздкв пареллельно весеч- 
нему течен1ю, и новое русло въ как1е нибудь 3 — 4 годе. а нногда и екорзе 
будетъ готово. Сы. Докучаевт, Способы сбразовантя долинъ, С.-Пст. 1878 г. 
етр. 137, 
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но у выпуклато. но всегда ниже того мФета., откуда были за- 
хвачены. Распредз ленте этихъ отложеюшй зависить отъ мЪет- 
ныхъ условй. Если н. п. наростае одного берега и отетуп- 
лене другого захватываетъь и то мЪсто. тдЪ дуга, изотнутая 
вЪ одну сторону соединяется съ дугою. изогнутой въ другую и 
это явлен!е повторяется на нЪъоколькихъ извилинахъ подъ рядъ, 
то посл нЪкотораго времени извилины нетолько увеличатся, 
но и передвинутея внизъ по теченю. Точно также извилины 
могутъ передвигаться и вверхъ по течентю. 

Поперечное сВчене русла имфетъ боле симметричную 
форму въ томъ мЪетЪ, тдЪ дуги, обращенныя въ различныя 
стороны. соединяются другъ съ другомъ. но чЪмъ дальше отъ 
этого мЪета и ближе къ колЪну. т. е. къ тому мЪету. гдЪ раз- 
мыван1е вогнутаго берега напболЪе сильно. тЪмъ динамическая 
ось И стрежень ближе подступаютъ къ вотнутому берету. 0©%- 
чете русла принимаеть несимметричный видъ. оно тораздо 
глубже со стороны вотнутаго берега. 

Буесинекъ ') находитъ. что глубина стрежени приблизи- 


тельно равна величинЪ: 
| 8. 
вт 
< И | |) Е 


гдЪ а обозначаетъь ширину 


› К > радлусъ кривизны течемя въ разматривае- 
момъ мЪетъ | 
› Й > глубину. которую стрежень имЪла бы при 


тТЪхъ-же условяхъ но на прямомъ теченши. Шо словамъ Бусеи- 


1) Воизз1теза. Еззай ебе. стр. 606. Очень часто на мВетахъ соединен1я 
изогнутыхъ въ разные стороны дугъ образуются малые перекаты. Нлёсы 
находятся въ колВнахъ извилинъ, Отличный прим ръ этого явлен!я имъется на 
Рейнз отъ Гермерегейма до границы Эльзаса. Глубина стрежени при среднемъ 
состоянии рзки на перекатахъь иногда уменьшается до 2 метровъ-—на плёеахъ 
увеличивается до 7 м. см. Уаспег Нуйго]ос1зеве Опфегвасвапоеп. Втачп- 
зе В\уе!х. 1881 г. стр. 23, 


65 ОПЫТЪ ИЗСЛЬД. ГЛАВН. ЯВЛЕРЙ, НАБЛЮДАЕМ. У РЬКЪ, 171 


нека измврен!я глубины въ ГароннЪ. произведенныя Фартомъ, 
(Ратоие) довольно хорошо согласуются съ этой формулой. 

Извилины большихъ рЪкъ имвютъ вообще болыше разм%- 
ры. чЪмъ извилины малыхЪъ рЪкъ. Нетрудно указать причину 
этото явлемя. Направлене движеня воды въ извилинз измЪ- 
няется благодаря сопротивлено вогнутаго берега. Но сопротив- 
лене берега дЪйствуеть непосредетвенно только на ту воду, 
которая прикасается къ нему. Эначитъ, чфиъ рЪка больше, 
ТВмъ меньше. сравнительно съ массой воды. площадь. въ ко- 
торой сопротивленме непосредственно дЪйствуетъ на течеше. а 
потому нужно больше времени. чтобы вмяне этого сопротив- 
леня сообщилось всей масеЪ воды. СлЪдовательно. чфиъ боль- 
пе рЪка. тЪиъ при равенотвЪ прочихъ условй медленнЪъе из- 
мфняется направлеше теченя. тЪмЪъ больше размфры извилинъ. 

У меньтихъ рЪкъ извилины стрежени обыкновенно совпа- 
даютъ съ извилинами теченя. съ тою только разницею, что 
стрежень переходить отъ одного берега къ другому. а потому 
ея извилины еще болЪе изогнуты, чЪмъ извилины самаго тече- 
ня. У больтихъ же рЪкъ н. п. у Волги. случается. что само 
течене мало извилисто. а стрежень сильно извивается. причемъ 
его очерташя повидимому до нЪкоторой степени независимы 
отъ очертаний главнаго теченля. 

Несмотря на наклонность рЪкъ къ образованю извилинъ, 
эти послздшя бываютъ слабо развиты или крайне неправильны, 
если внЪшня условя слагаются неблагопруятно. Неблатопрят- 
ныя условя встрЪчаются у слишкомъ широкихъ и сравнитель- 
но неглубокихъ рЪкъ какъ н. п. Волга. Въ тирокомъ и мел- 
комъ руслв поперечная циркуляшя ничтожна, кромЪ главной 
динамической оси появляются второстепенныя. посреди течентя 
оказываются мфета. гдЪ скорость совсфмъ незначительна. Ве- 
щества. размытыя у одного берега по большей части не попа- 
даютъ на другой, а отлагаются посреди рЪки на отмеляхъ. По- 
нятно. что при подобныхъ условяхъ образоване такихъ сильно 
изотнутыхъ извилинЪ, камя наблюдаются у глубокихъ рЪкъ 
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н. п. у Миссисипи невозможно. Правильныя сильно Изотнутыя 
извилины образуютея только на стрежени, инъющей болЪе глу- 
бокое русло и болЪе правильную поперечную циркуляцию. 
Тарръ 1) полатаетъ. что при уклон въ 0.0005 извили- 
ны уже не могутъ образоваться. Не знаю на какихъ наблюде- 
няхъ или соображешяхъ основано это мнЪне. Вопервыхъ. ‹& 
рг10т1» очевидно. что здЪеь не можеть быть никакой рЪзкой 
границы даже для уклоновъ въ 0.0036—0.0039. отдзляющихъ 
потоки отъ рЪкъ, такъ какъ процесеъ образоваюя извилинъ не 
стоить въ связи ©ъ распространенемъ волиъ и возмущений, 
совершающимея (см. гл. ПТ) иначе у рЪЕъЪ, а иначе у пото- 
ковъ. Эначительная скорость, кавъ видно изъ механизма явле- 
ня даже способствуетъ образованю извилинъ и если быстрыя 
рЪки мало извилисты. такъ это совершается по другой причи- 
нЪ. именно по той. на которую намекаетъ Рихтгофенъ (ем. 
выше). Во вторыхъ нетрудно найти факты. опровергающие мнз- 
не Тарра. Притоки Бфлой и Уфы °). АЙ, Юрезань, Симъ, Ва- 
тавъ и др. рЪки, вытекаюнля изъ Урала въ равнинномъ своемъ 
течени обладаютъ уклонами отъ 0.0005 — 0.0008. а между 
тЪмъ весьма извилисты. Вирочемъ каждый можетъ наблюдать 
неболья извилины въ любомъ изъ овратовъ въ тЪхъ мВетахъ. 
гдЪ уклоны далеко больше 0,0005. 
Разсматривая движене воды въ извилинахъ. мы и 
что всякой извилинЪ свойственно стремлеше къ дальнЪЙйшему 
развитию. что это стремлене сначала увеличивается, затьмъ 
уменьтаетея. Оно дЪлаетея равнымъ нулю только при безко- 
нечно малой скорости. Такимъ образомъ извилины должны-бы 
увеличиваться до безконечноети. Единственной преградой въ 
этомъ безконечномъ развитш было-бы пересъчеше однихъ изви- 
линъ другими, о чемъ была выше рЪчь. Но, не говоря о томъ, 
что измЪнене внЪшнихъ условй и редки между разными ча- 


') Татг. Ашег. Зопгп. оЁ бе. 3 вер. 40 томъ етр, 360. 
2) Карпинск й и Чернышевъ. Труды Геол. Ком, ТШ, 2 етр. 40. 
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стями течентя прекращаютъ дальнЪзйшее развите извилинъ, — 
[н. п. путемъ засорения] ростъ извилинъ прекращается въ тотъ 
моментъ. котда скорости у вогнутато подмываемато берега сд*- 
лаются меньше тЪхъ предзльныхъ скоростей, при которыхъ даль- 
нфйшее размыт1е данной породы дЪлается невозможнымъ (ср. 
предъидущую тлаву). Если рядомъ съ этимъ отложеше прино- 
симыхЪ съ верхняго теченя продуктовъ размытя на выпук- 
ломъ берегу не прекращается. то извилина подвергается засо- 
реншю, но если отложеня нфтъ. а друшя условя неизиЪняются, 
то извилина остается въ прочномъ состоянии. 

Но до тЪхъ поръ, пока размыте береговъ возможно. изви- 
лина должна развиваться и если имЪется гдЪ нибудь самая незна- 
чительная извилина, самый легюИ изгибъ теченя. то этотъ из- 
тибъ долженъ увеличиваться. Даже совершенно прямой каналъ съ 
симметричнымъ сЪчентемъ. съ совершенно однородными берегами 
сдЪлается извилистымъ. если только эти берега подвергаются 
размытпо. Самое незначительное временное возмущене. въ од- 
номъ мЪотЪ заставившее динамическую ось подойти ближе къ 
одному берегу чЪмъ къ другому. дастъ поводъ къ образованию 
цфлой сери извилинъ. Сначала образуется малая выемка въ 
одномъ берегу и небольшое скоплеше наносовъ у другого. по- 
томъ малая. потомъ. все большая и большая извилина. Но одна 
извилина дастъ поводъ къ возникновеню пфлой семи. Лучшее 
опытное подтверждене этого положемя имЪемъ въ каналахъ 
Пинекаго ПолЪсья. которые уже усиФли по большей части по- 
дЪлатьея извилистыми *). 

Если даже берега не подвергаются размытцо. но вода 
несетъ твердый матемялъ. то возмущеня, временно отклоняю- 
ця динамическую ось. вызовутъ образоване малаго скоплешя 
наносовъ у того берега. отъ которато удалилась динамическая 
ось. За этимъ, скопленемъ образуются друтя отмели, распре- 


| 1) Воейковъ. Пинекое Полжеье. Изв. Русск. Геогр. Общ. томъ 29. 
вып. П 1893 г. стр. 68. 
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дфленныя поперемвнно то у одного, то у другото берета, а 
стрежень извивается между ними. Какъ примЪръ приведемъ ре- 
тулированный участокъ Рейна ') отъ Гермерстейма до граняцы 
Эльзаса. гдЪ наблюдаются подобныя правильно распредЪленныя 
отмели и извилистая стрежень. Эти отмели передвигаются внизЪ 
по теченш. переходя приблизительно въ 2°/, года простран- 
ство. равное разетоянтю двухъ слздующихъ друтъ за другомъ 
ИЗВИЛИНЪ. 

И такъ. образоваше и развите извилинъ прекращается 
только тогда, когда русло всюду достигло прочнаго состояня 
т. е. когда во воякомъ мЪетЪ любого сЪчешя скорости ниже 
тЪхъ предЪльныхъ скоростей. при которыхъ размыте прекра- 
щается и котда по руслу несется вода или совсфмъ чистая. 
или содержащая только тончайшую полухимически растворенную 
(см. гл. ГУ) почти неосЪдающую муть. Поэтому спрямлене те- 
ченя не можетъ повести къ ничему, какъ только къ напрас- 
ной растратф капиталовъ и труда, если берега не будутъ одно- 
временно достаточно укрЪилены на всемъ течеми. причемъ. ра- 
зумЪетея. нужно. чтобы облицовка береговъ могла устоять даже 
во время самыхъ сильныхъ половодй. 

РЪки сами по себЪ не имфютъ никакой наклонности 
спрямлять свое русло. напротивъ тото онф склонны образовать 
извилины. поскольку не мЪшаетъ сопротивленте береговъ. 

Есть только одинъ случай, въ которомъ условя слатаются 
неблатопраятно для образоваюя извилинъ. Этотъ случай иметь 
мото у потоковъ и весьма быстро текущихъ рЪкъ. Центро- 
ОЪжныя силы на крыволйнейныхъ участкахъ у быстраго тече- 
шя больше. чЪмъ у медленнаго. но за то мЪета, тдВ въ дан- 
ный моментъ извЪстная часть берега подмываетея, очень часто 
мЪняютел. Если породы мягки, то эти измЪненя совершалотся 
почти ежедневно. Поэтому. какъ это можно видЪть во верхней 
части любого изъ нашихъ овратовъ (послЪ дождя), извилины 


1) См. УУаопег 106. е16. 
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хотя и появляются. но чаще всего уничтожаются прежде ч$мъ 
успфваютъ развиться. Юели-же потокъ или быстрая рЪка те- 
четъ среди твердыхъ породъ. то конфигурамя русла не м%- 
няется столь быстро. но за то болфе сильное вшян!е оказываеть 
другой факторъ. тоже мфшающий развиттю извилинъ. Въ то 
время, когда размыме береговъ производится водою, содержа- 
щей развЪ одну муть и маленьюмя песчинки, дно истирается 
талькою и пескомъ.. Поэтому у ‘быстрой рЪки. текущей среди 
весьма твердыхъ породъ размыте берега въ сравнеши съ углуб- 
ленемъ дна совеЪмъ ничтожно. Оно тЪмЪ болЪе ничтожно, что 
велЪдетве опусканя русла внизЪ. вода долбитъ берегъ вее 
ниже и ниже. РЪка врЪзывается все глубже и тлубже и если 
вмЪотв съ тЪиъ нЪоколько перемфщается въ горизонтальномъ 
направлени. такъ это совершается скорфе благодаря влян!ю 
какихъ-нибудь особенностей въ тектоническомъ строени н. и. 
блатодаря наклонному залегатю пластовъ. чфиъ блатодаря тЪиъ 
процессамъ. которые ведутъ къ образовано извилинъ. 

И такъ у быстрыхъ рЪкъ извилины возможны только въ 
такомъ случаЪ. когда въ прежнемъ историческомъ развити рЪ- 
ки была фаза, блатопруятная для образоваюмя извилинъ и когда 
эти извилины сохранились. Замфчательный примфрь подобнато 
явлешя наблюдается у Колорадо. Эта чрезвычайно быстрая рЪ- 
ка тфмъ не мене обладаетъ большими извилинами. Въ дале- 
комъ прошломъ рЪка ') текла въ тораздо болЪе высокомъ (от- 
носительно) уровнЪ. имЪла малый уклонъ., медленное и извили- 
стое течене. ЗатФиъ, волЪдетье нЪкоторыхъ теологическихъ 
проистествтй. о которыхъ здЪеь нечего говорить. уклонъ силь- 
но увеличилея, рЪка стала быстро углублять свое русло, но 
сохранила очертантя старато теченя. СлЪды сего поелЪдняго 
еше видны въ такъ называемой эспланадЪ. Форма долины. зна- 
менитый каньонъ Колорадо лучше всего доказываетъ. что эти 


1) РиЦоп, Тетё. В1югу. о? {Те Сгапа Сапоп 9131е. П Мопостарй 
О. $5. Сео. битуеу. стр. 219 
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извилины унаслфдованы, сохранены отъ прежняго теченя: въ 
каньонЪ не видно олЪдовъ размытя одното берега и нароста- 
ня другого. не видно, чтобы извилины развивались, разширя- 
лись и т. д. Есть только слфды самаго интензивнаго верти- 
кальнаго углубленя. ПослЪднему въ высокой степени ©пособ- 
ствовало однообраз1е теолотическато строенмя страны и зам$- 
чательная горизонтальность пластовъ. & потому можно сказать, 
что горизонтальное напластованше и однообразе строешя спо- 
собствовали сохраненио древнихъ извилинЪъ. Ёостати замфтимъ, 
что тЪ же условя въ высокой степени способетвуютъ правиль- 
ному развитию извилинъ. Въ мЪФетности съ нестрымъ и слож- 
нымъ строепемъ и рельефомъ извилины всегда будуть болЪе 
йли менЪзе неправильны. 


Образовано знаменитато каньона Колорадо способствова- 
ли тоже твердость породъ и сухость климата. Иначе верти- 
кальныя стЪны въ тысячи метровъ высоты не могли бы сохра- 
НИТЬСЯ. 


Благопрятныя условя для образоваюя извилинъ очень 
часто встр$чаются у медленныхъ рЪкъ, текущихъ среди мяг- 
кихъ породъ. Эти рЪки обыкновенно находятея въ томъ соетоя- 
ни, при которомъ размыте дна или почти, или съ избыткомъ 
уравновЪтивается отложеншемъ. Въ Тоже самое время въ боле 
быстро текущих струяхъ. окружающихъ динамическую ось, 
скрывается энсртёя. достаточная для замЪтнато размымя бере- 
га, особенно если тотъ состоитъ изъ мяткихъ породъ. Един- 
ственной помзхой для образовашя извилинъ бываетъ инотда 
чрезмфрная ширина русла. но въ такомъ случаЪ извилины 00- 
разуются по крайней мЪ]рЪ на стрежени. 


И такъ неудивительно. что равнинныя рЪки по большей 
части весьма извилисты. Въ наносныхъ равнинахъ въ мЪФстахъ, 
гдз намывающая дЪятельность сильно преобладаетъь падъ раз- 
мыт1емъ, образоваше извилин идотъ рядомъ съ другими явления-_ 
ми: съ раздЪлешемъ на рукава, съ проложешемъ новыхъ руслъ. 
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Въ весьма рыхлыхъ породахъ извилины не прочны. онЪ 
скоро разростаются, но быстро исчезаютъ. Юсли къ тому рЪка 
бтрадаетъ сильными половодьями, то конфигурамя русла вооб- 
ще и извилинъ спешально мЪняется почти ежетодно. 

НаиболЪе благопиятныя услов1я для образовашя правиль- 
ныхЪ и прочныхъ извилинъ бываютъ у р№къ. обладающихъ не- 
большой скоростью среди твердыхъ породъ. Подобныхъь рЪкъ 
мало, время нужнов для образованя извилинъ велико. а пото- 
му этотъ типъ наблюдается сравнительно рЪже. — 


У рЪкъ. текущихъ среди твердыхъ породъ. даже самыя 
сильныя половодья мало измЪфняютъ конфитурамю русла. Они 
‚ только способствуютъ болфе сильному размытю существующихъ 
уже формъ. Конечно. это размытте сопровождается изм нентемъ 
формы русла, но далеко не въ тЪхъ предфлахъ. какъ у рЪкъ, 
текущихъ среди рыхлыхъ породъ. 


Случается. что и друг!я обстоятельства слагаются блато- 
приятно: геологическое строеше мЪстности на большихъ про- 
странствахъ бываетъь однообразно. породы горизонтальны (слу- 
чай ДиЪстра въ Модольскомъ СилурЪ), рЪка одновременно раз- 
мываеть берега и углубляетъ русло, причемъ размытю берега 
есть величина конечная въ сравнении съ размытемъ дна, а не 
ничтожная, какъ это бываетъь у быстрыхъ рЪкъ. текущихъ сре- 
ди твердыхъ породъ. 

ВелЪдстве одновременнато углублемя русла и размытия 
береговъ въ извилинахъ. долины рЪкЪ этото типа принимаютъ 
совершенно своеобразную форму. Выпуклые берега извилинъ 
сопровождаются высокими, крутыми. даже отвьЪеными (въ гори- 
зонтально наслоенныхъ породахъ) скатами. вогнутые сопровож- 
даются пологими склонами, на которыхъ во мнотихъ мЪотахъ 
разсзяны рЪчныя отложеня. "Только тамъ, тдф дв въ разныя 
стороны изотнутыя дути соединяются другъ съ другомъ, доли- 
на принимаеть симметричную форму. въ иныхъ случаяхъ (н. п. 
на Ли\стрЪ) она даже имфетъ видъ каньона. Чертежь (К. 3) 
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изображаетъ схэму разрЪза долины ДнЪетра въ колфнахъ т. е. 
въ вершинахъ извилинъ. разумЪфется съ преувеличенными вер- 
тикальными размврами. Пунктиромъ обозначены очертантя сЪче- 
я долины въ разное время. причемъ 5 обозначаетъ современныя 
очертаня, 4 вотнутый. В выпуклый беретъ, Заптрыхованныя мета 
обозначаютъ отложеня наносовъ на выпукломъ берегу. причемъ 
самые древн!е залегаютъ выше прочихъ. ВромЪ извилинъ Днифетра 
въ области Подольскато Силур1Искато плато можно привести 
много подобных случаевъ н. п. рзки Арденновъ. особенно 
Сэмуа (Зето1з) '), р»ки, текупйя въ области Ирирейнекихъ о 
торъ *) ит. д. 

Иногда. обходя какое нибудь препятстые. или по другой 
причинз рЪка дфлаетъ повороты. сходные съ извилинами. При 
условляхъ блатопрятныхъ для образовая извилинъ. за Такой «вы- 
нужденной» извилиной иногда слфдуетъ нЪеколько ‹«свободныхъ». 
но, если условя неблатопрлятны, то «вынужденная» извилина 
обыкновенно остается одинокой. 


Въ странахъ гористыхъ. тдЪ натуральныя покатости обла- 
даютъ значительной крутизной. молодыя рЪки обыкновенно те- 
кутъ быстро по направленямъ, опредЪляемымъ рельефомъ и 
тектоникой мЪФеотности, — йхъ извилины находятся въ зачаточ- 
номъ состоями. Шо мЪрЪ уменьыпемя скорости и уклоновъ 
углублете дна слабфетъ, размыте беретовъ сравнительно уси- 
ливается, течене дЪлается болЪе извилистымъ. Въ странахъ 
равнинныхъ рЪки по большей части и были и остаются изви- 
литыми. | 

Припомнимъ еще разъ. что горизонтальное напластовате. 
однообразный рельефъ и однородность породъ способетвуютъ 
правильному развитию извилинъ; сложный рельефъ и сложная 
тектоника мфтаютъ ему. 





1) Репек. Ве]о1еп. Тап4дегкапае уоп Еигора. Бержле 1889 г. етр. 518. 
”) Ср. белпе4ег, Э{а@1еп Перег ТиаЬИацисеп ааз Чек Уотг4еге!Ге|. 
Гел4зсйг. Сезе!1. Гйг Ег4Кии4е ВегИп 1883 г. стр. 43 и ел®д. 
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И здесь и въ прежней главЪ мы товорили о породахъ 
твердыхъ й мягкихъ. хотя въ твердости есть безчисленныя тра- 
даци и разлищя. Этотъ снособъ выражешя былъ для насъ 
удобенъ, всяюй пойметъ. что признакъ. свойственный твердымъ 
породамъ долженъ выражаться тЪмЪ рЪфзче. чЪмъ порода твер- 
же. тьмъ слабЪе. чВмъ порода мягче. 


ГЛАВА УП. 


Форма русла. 


Для отдфльныхЪ участковъ рЪки. находящихся въ уста- 
новившемея состояни (ср. гл. 1) мыслимы таюя формы русла. 
при которыхъ во всякомъ мЪстЪ всякаго сЪченя количество свет - 
ху приносимаго и отлагаемато матерлала равно количеству размы- 
ваемато и уносимаго внизъ. Подобное состоян!е мыслимо только въ 
прямолинейномъ каналЪ. ибо въ криволинейномъ каналЪ (ср. гл. 
УГ дЪятельность рЗки раздЪ ляется на преймущественно размываю- 
шую у одного и преимущественно намывающую у другого бере- 
га. Но въ свою очередь (ср. гл. Г) движеюше въ прямомъ каналЪ 
неустойчиво. Самое небольшое возмущене даетъ новодъ къ раз- 
мываню одного берега и намываню другого и къ преобразованию 
прямого канала въ извилистый. Поэтому состояе полнато рав- 
новЪеля неосуществимо. Возможны только состоямя приблизитель- 
наго равновЪеля. въ которыхъ за извЪстный промежутокъ времени 
н. |. за тодъ въ извЪетный участокъ теченя вносится столько- 
ке продуктовъ размыт!я, сколько изъ него было вынесено. Но 
это состояще само по себЪ не связано еще съ какой-нибудь 
смешальной конфигуращей русла. Съ другой стороны. не смотря 
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на приблизительное равновЪе1е между размытемъ и отложенемъ, 
въ руслЪ могутъ произойти т% и другя измЪненя. 

Уже въ \У гл. мы указали на прочныя состоямя русла 
т. е. тавя, въ которыхъ нЪтъ нигдЪ ни размытя ни отложеня. 
Котда рВка и ея притоки. малые и больше нигдЪ не размы- 
ваютъ. то тЪиъ самымъ и отложене всюду отсутствуетъ, но до 
такого состоянтя рЪчная система можетъ дойти, строго говоря. 
только послЪ безконечнаго времени. Наблюдаются только тая 
состоящя, при которыхъ на извЪетномъ боле или мензе длин- 
номъ участкЪ берега и дно даже во время самыхъЪ сильныхъ 
половод1И почти не подвергаются размыт!ю. а съ другой сто- 
роны накопленя отложений или вовсе не образуются или обра- 
зуются временно и скоро опять размываются и уносятея '). 

Подобное состояне русла можно назвать прочнымъ. ибо 
оно почти неизмЪняется дЪятельностью самой рЪки и можеть 
существовать до тЪхъ поръ. пока внЪиня условя, н. п. кли- 
матъ, орографля страны и т. д. не подвергаются измвненямъ. 

Можно разематривать различныя состояюя рЪкъ, какъ с0- 
стоямя переходныя. болЪе или менфе близыя къ прочнымъ 
состолнтямъ. Мномя рЪфки находятся въ состоянши близкомъ къ 
прочному. а потому свойственныя этому состоянио формы русла 
представляютъ больной интересъ. 

Эти формы зависятъ отъ многихъ условй. Такъ н. и. въ 
извилинЪ измЪненя конфигуращи русла прекращаются только 
тогда, когда въ одно и тоже время скорость у подмываемато 
берега окажется недостаточной для преодолЪя сопротивлешя 
породы, составляющей этоть берегъ, а у намываемаго берега, 
гдЪ вода и 0езъ того давно не размываетъ. скорости окажутся 
каюъ разъ достаточными для перонесемя тЪхъ продуктовъ раз- 
мыт!я, которые приносятся съ верхняго течешя. Если количе- 
ство этихъ продуктовъ и величина ихъ не увеличивается. (хо- 
тя можетъ уменьмтаться) то форма русла можеть сохраниться. 





') Сюрелль называетъ такой участокъ; Сапа] 4’6сошетеп$, 
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Значитъ. упроченше формы русла въ данномъ случа за- 
виситъ заразъ отъ нЪеколькихъ факторовъ. 

Обыкновенная форма русла несимметрична. съ наибольшей 
глубиной со стороны вогнутаго берега. Образованные намыва- 
н!емъ подводные склоны и берега пологи. берега. созданные раз- 
мыт1емъ, круче. Большинство рыхлыхъ породъ не мотутъ обра- 
зовать крупныхъ подводныхъ склоновъ. Такъ н. п. сыпумя по- 
роды по Тулэ') даже при самыхъ благощиятныхь условяхъ, 
въ совершенно тихой водЪ не мотутъ образовать склоновъ. ко- 
торыхъ уклонъ превышаеть 41°. Въ подвижной водЪ уголъ 
покоя еще меньше. особенно. если скорость протекающей вдоль 
нихъЪ воды мало-мальски значительна. Наконецъ. чЪмъ выше 
подводный склонъ. тЪмъ вообще крутизна его должна быть 
меньше. ибо нижняя часть высокаго склона летче подвергается 
обвалу волЪдетв1е давленя сверху лежащих пластовъ. 

Для русла. проложеннаго среди однородной породы. ми- 
нимальное мыслимое отношене наибольшей ширины къ намболь- 
шей глубинз равно приблизительно ^) 2:1. 

Это отноменте возможно только тогда. котда динамическая 
осъ находится на серединЪ теченя. когда породы. составляю- 
штя стЪзны русла, не обсыпываются и не обваливаются. Но. если 
даже послЪднее условте исполняется. то уже благодаря одной 
несимметричности сЪченя отномене наибольшей ширины къ глу- 
бин всетда должно быть больше. чвмъ 2:1, Динамическая ось 
всегда находится ближекъ одному чфмъ къ другому берету и русло 
можеть сдЪлаться прочнымъ или приблизительно прочнымъ то- 


1) Твоц[еб см. Еоге]. 1.6 Г6тап Гаазаппе 1892 г. стр. 41. У водновя 
самаго крутого подводнаго склона точно какъ у подножя всякаго склона на 
поверхноети суши находится осыпь, состоящая изъ упавшихъ еъ него-же 
кусковъ породы. 

2) Еелибы динамическая ось находилась въ самой поверхности, то ©о- 
отвВтетвенная Форма сЪчен.я должнабы быть полукруглая. Динамическая ось 
почти всегда находится нЪсколько ниже. Какая Форма соотвзтствуетъ этому 

положен1ю динчмичеекой оси, неизвестно съ точностью, | 
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гда. когда берегъ. находящАЙся близко къ динамической оси 
не размывается даже во время половодй. Само ©0б0ю очевид- 
но. что подобное состояме возможно только тогда. когда ши- 
рина русла значительно превышаетъ тлубину. 

Въ искусственномъ каналЪ можно создать какя угодно 
отношен1я между шириной и глубиной. если сдЪлать отЪны изъ 
прочнаго матеряла и вмЪотЪ съ тЪмЪ установить такой уклонъ. 
что протекающая вода не будетъ въ состоящи размывать берега, 
однако и въ искусственныхъ каналахъ. не облицеванныхъ твер- 
дымъ матеряломъ. которыхъ стЪны мотутъ подвергаться раз- 
мыт!ю. отнопген1е ширины къ глубинЪ должно быть всегда боль- 
ше, чЪмЪ 2:1. 

НЪкоторые практики, какъ н. и. Редтенбахеръ ') утверж- 
даютъ. что отношене средней ширины къ глубинЪ не должно 
быть меньше 2.7:1. Онъ предлатаеть слЪдующую эмнирическую 
формулу: 


Й 
— — 2.1 -- 0.9а / 
е 
гдЪ 6 обозначаетъь среднюю ширину 
те > » глубину 
› а > площадь сЪченя. причемъ предполагается. 


что всЪ эти величины выражены въ метрахъ. Руела рЪкъ об- 
разуются подъ вмяюшемъ ихъ собственной дЪятельности—отча- 
сти путемъ размыт!я. отчасти путемъ отложеня. но воегда и 
всюду при какомъ угодно состояни рЪки динамическая. ось 
находится не на срединЪ течешя а ближе то къ одному. то къ 


другому берегу. всегда во время образовашя русла рядомъ съ. 


вертикальнымь возвышенемъ или углублемемъ происходятъ ие- 
ремфщентя въ горизонтальномъ направлени и русло веегда 
пр!обрЪтасть разуВры, въ которыхъ отношене ширины къ глу- 
бин болыше минимальнато. 





‚ 1) КефепЪаевег, см. ВаВюаоо Нуйгошес в. стр. 439. 


ги 4 
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Исключеня, вирочемъ совершенно мЪетныя. возможны толь- 
ко тамъ, гдз на днЪф находятся больпия ямы. ОнЪ обыкновен- 
но попадаются въ такъ наз. колЪнахъ т. е. въ мЗетахъ пере- 
тиба извилинф. Въ такихъ мЪфетахъ вода, отталкиваемая отъ 
береговъ. очень часто попадаетъ во вращательное движенуе. 
Если дно не состоитъ изъ твердато вещества. то водоворотъ 
долбитъ яму. иногда весьма глубокую. На ДнЪетрЪ вблизи 
устья, тд глубина на стрежени въ среднемъ не больше 4 саж., 
иныя ямы имзютъ вдвое и втрое большую глубину. 

Почти столь-же характеристичнымь явленмемъ какъ изви- 
лины. является чередованте участковъ. гдз рЪка распигряется, 
съ такими участками, гдЪ она съуживается. или чередованте 
таюъ называемых 7ерекалтовь ©ъ такъ называемыми лесами. 
Если для извЪетной рЪки на достаточно длинномъ участ опре- 
дЪлимъ средшй уклонъ. среднюю ширину и глубину. то на не- 
рекатахъ рЪка обладаетъ большимъ уклономъ, большей шириной 
и меньшей глубиной. чЪмъ средше, на плбсахъ она обладаетъ 
меньшимъ уклономъ. меныпей чфмъ средняя шириной. но за то 
большей глубиной. 


«За исключенемъ небольшихъ участковъ. всякое теченте ›» 
товоритъ Доссъ ') «состоитъ изъ нЪеколько съуженныхъ кус- 
ковъ, обладающих  меньышимъ уклономъ. перемежающихся съ 
©ъ участкамл. расптиряющимися на боле или менфе срЪзан- 
ныхЪ (1014163) конусахъ отложешя и обладающими большимъ 
уклономъ». Ольдтэмъ ^) говоритъ. что можно раздфлить воякое 
течеше на рядъ перемежающихея участковъ. гдЪ рЪка то рас- 
ширяется, то съуживается. причемъ на первыхъ участкахъ 
глубина меныие, а уклонъ больше, чЪмъ на вторыхъ. Участки 
перваго рода т. е. перекаты Ольдтэмъ называетъ вЪерами (/47). 
участки второго рода онъ называетъь теасйез. Слово: геасй, обо- 





1) Оаазве. Ефа4ез а’Ву4г. ргайдае. Меш. Зах. Её. томъ 20 стр. 3. 
2) О14Ваш. Оп Ве 1алу, 4Ваё соуегиз Фе ас410п оЁ Йозмтше этеалаз. 
Чиаг!, Лопго, бео|!. бое, Роп4оп. 1888 г. стр. 835. 
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значаетъь прямой участокъ теченя. а потому оно пожалуй не 
совофмъ удачно выбрано. Такъ н. п. рЪки на нижнемъ течени 
по большей чаети обладаютъ вофми характеристическими чер- 
тами плбеа: большой глубиной, узкимъ русломъ. малымъ паде- 
немъ—а рядомъ съ этимъ онв обыкновенно бываютъ извилисты. 

Уже въ предъидущей главЪ мы указывали на то. что тео- 
мя и опытъ согласны въ томъ, что въ колВнахъ. т. е мЪетахъ 
перегиба извилинъ глубина доходить до максимума. Это тоже 
характеристическая ‘черта плбса. Напротивъ того въ мЪетахъ 
перехода отъ одной дуги къ слфдующей часто попадаются от- 
мели. несмотря на то. что въ этихъ м$етахъ русло имЪетъ 
видъ болфе или менЪе прямолинейнато канала. 

Ольдгэмъ указываетъ на то. что на перекатЪ въ ииро- 
комъ и мелкомъ руслЪ поверхность, въ которой происходить 
трене о стЪны русла значительно больше. чзмъ на плёеЪ, об- 
ладающемъ больной глубиной и узкимъ русломъ. а потому не 
смотря на больтИй уклонъ. средняя скорость на перекатВ мо- 
жетъ быть почти равна средней скорости на илбеЪ. «И въ 
томъ, и въ другомъ случаЪ» говоритъ онъ ') «екорость остает- 
ся такой, какая нужна для того, чтобы рЪка могла перено- 
сить свой грузЪ». Другими словами онъ разсматриваетъ илбеы 
и перекаты какъ двЪ различныя прочныя формы течемя, при- 


чемъ подъ прочнымъ состояюемъ онъ такъ-же какъ Дуттонъ и. 


Поуэлль понимаетъ состояне полнато насыщеня. Съ этимъ по- 
слЪднимъ взглядомь мы не согласны, такъ какъ прочное со- 
стояне прежде всего зависить отъ отноменя периферическихь 
скоростей къ сопротивленю породъ; что касается насыщешя. 
то единственное условте состоитъ въ томъ, чтобы оно не пре- 
вышало того предЪла. при которомъ начинается выдфлене твер- 
дыхъ веществъ, но оно можеть быть сколько угодно меньше 
этого предзла. | 





1) 10е. е14. стр. 735 «те уе1осЦу 1ш еась сазе реше заеН., аз УШ 8 
епаЪ]е &\е эёгеала $0 $гапзрог6 Из Баг4еп оЁ 96Ъг18». 
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Ольдгэмъ полагаетъ. что перекаты образуютея на након- 
леняхъ наносовъ. Если н. п. р№ка выходить изъ горъ на рав- 
нину. гдз уклонъ ея внезапно уменьшается, то у выхода отла- 
гаются наносы й образуютъ конусъ отложешя. РЪка расии- 
ряется на конус —даже иногда раздфляется на рукава и сте- 
каетъ тонкой но широкой струей по поверхности конуса. На- 
носы отлагаются одни на другихъ и одни позади другихъ до 
тъхъ поръ. нока уклонъ поверхности конуса отложения не сдЪ- 
лается настолько значительнымъ. что рЪка уже оказывается въ 
состояни переносить продукты размытя не отлагая ихъ по 
пути. ПредЪльный уклонъ. при которомъ рЪка перестаетъ от- 
лагаль осадки на перекатЪ очевидно тЪмъ больше. чЪмъ крун- 
нЪе переносимый матерялъ —а потому уклонъ поверхности ко- 
нуса отложеня ‹6ефег1$ ратц$» 1) тЪмъ больше, чфиъ круп- 
не тБ вещества. изъ которыхъ онъ состоитъ. 

МнЪн!е Ольдтэма подтверждается такъ его собственными 
наблюденями надъ нЪкоторыми индЪйскими потоками, какъ 
наблюдешями друтихъ авторовъ. Такъ н. п. Уорренъ *) замф- 
чаетъ. что въ руслв Миссисипи посл внаденя каждаго изъ 
болЪе крупныхъ притоковъ находится накоплене его наносовъ, 
на которомъ главная рзка расширяется и пробрЪтаетъ боль- 
1 уклонъ, но за то дЪфлается болЪе мелкой. Повыше устья 
притока находится участокъ. обладающий малымъ уклономъ, 
глубокимъ и узкимъ русломъ т. е. участокъ. имюций всЪ ха- 
рактеристическля черты илбеа. — 

Само 60б0ю очевидно. что на всякомъ накоплени нано- 
совъ. образовавшемся на днз рЪки. долженъ находиться пере- 
катъ, все равно произошло ли накоплене отъ того. что рЪка. 
должна была отлагать наносы велЪдетве уменынения уклона 


1) Съ другой стороны у большихъ р3зкъ увлонъ поверхности конуса 
отложен1я ‹себег1з рат!риз» меньше, чвмъ у малыхъ, ибо при томъ самомъ 
уклон скорость большой р®ки больше. 

2) Уаггеп. УзПеу оЁ М1зз1 1 ап@ Мтиевофа. Атег. Фоигп. 0Ё $е. 3 
сер. 16 томъ стр. 420, 
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—или отъ тото. что тфмъ или другимъ притокомъ приноси- 
лись продукты размыт!я настолько крупные. что главная рЪка 
не была въ состояни переносить ихъ. 

Но кромЪ того перекаты должны непремзнно образоваль- 
ея тамъ. гдз дно оказываетъь большее сопротивлене размытио. 
чЬмъ берега. Потому-то выходы твердыхъ породъ на диз со- 
провождаютел перекатами. 


На нерекатахъ дно всегда каменисто или потому. что 
здЪсь обнажаютея твердыя породы. или потому. что здЪеь за- 
легаетъ крупная галька, принесенная самой рЪкой или какимъ 
нибудь притокомъ. Поэтому ключъ къ объяснено характери- 
стическихъ свойствъ перекатовъ находится не въ происхожде- 
ий ихъ изъ бывшихъ’ участковъ отложеня наносовъ, какъ ду- 
маетъ ОльдгэмЪ. а въ различии между свойствами породъ. 60- 
составляющих дно и берега. Они не прурочены ко всякимъ 
участкамь накопленя наносовъ. но только къ такимъ. гдз на 
днЪ залегаетъ болЪе крупный матерлялъ чФиъ тотъ, который 
отлатается на берегахъ. 

Можно различать перекаты, образовавиеся преимуществен- 
но путемъ размытя. Они появляются тамъ. гдз берега состоятъ 
изъ породы. легко подвергающейся размытио, а дно изъ поро- 
ды. оказывающей большое сопротивлене. Скорости. ири кото- 
рыхъ прекращается размыте дна. значительно больше тЪхъ, 
при которыхъ прекращается размыт!е береговъ. Нрочная форма 
русла, соотвЪтетвующая этимъ условямъ. должна отличаться 
большимьъ уклоном. большой глубиной и малой шириной, ибо 
въ руслЪ, обладающемъ подобными чертами. возможно сочетанте 
большой скорости у дна съ малой скоростью у береговъ. 

Съ другой стороны можно различать перекаты, образовав- 
ппеся путемъ отложеня, причемъ нужно. чтобы это отложение 
происходило извЪетнымъ образомъ. именно нужно. чтобы мате- 
ялы отлатались на днЪ, а не на берегу. Тотда возвышенте 
дна непремЪнно ведеть къ расширено, ибо рёка должна раз- 
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ливаться въ сторону. Потому-то перекаты прурочены къ на- 
коплешямъ гальки и крупнаго песку, которые ий передвигаются 
по дну и отлагалтся на днЪ. 

Напротивъ того устьевые участки рЪкъ очень часто имЪютъ 
характеръ иплбсовъ носмотря на то. что тъже участки очень 
часто характеризуются рЪитительнымъ преобладаюемъ отложе- 
ня. Возьмемъ н. п. ДнЪетръ. На веемъ течеюми въ предфлахъ 
Австрйской и Русской Подолш онъ обиленъ перекатами: на 
одномъ участкв оть Могилева до Выхватинець (около 200 
верстъ) насчитываютъь не меньше 34 большихъ и меньшихъ 
перекатовъ '). На многихъ перекатахъь во время низкато ©0- 
стояшя воды глубина не доходитъ до аршина—птирина р%Ъки 
значительна. Даже на плбеахъ тлубина ДниЪфетра не особенно 
велика. Но вблизи устья отъ Бендеръ до лимана. уклонъ уменр- 
шается, рЪфка стъуживается и значительно углубляетея (глу- 
бина не меныпе 3 — 4 сажень), дно и низкле берега (плавни) 
состоять изъ ила. принесеннато самой рЪкой. ДЪло въ томъ. 
что ЛнЪъетръ здЪеь несетъ преимущественно муть. которая вы- 
дфляется и осЪздаетъ весьма медленно. ВелЪфдетве этого на 
днЪ здЪеь осЪдаетъ мало мути — отложеше ея происходить глав- 
нымъ образомъ на берегахъ, когда во время паводковъ рЪка 
выходитъ изъ русла. заливаетъ плавни и застаивается на нихъ. 
НослЪ всякаго разлива можно видЪфть новые слои ила. отло- 
женные на берегахъ. Такимъ образомъ устьевой участокъ Ди?- 
стра пртобрЪзлъ характеръь плёеа. Съуженте и углублеюме русла 
вблизи устья среди наносныхъ равнинъ наблюдается тоже у 
Миссисипи. у Желтой рЪки и у многихъ другихъ рЪкъ. 

Мы здЪеь указали на плёеы. образовавииеся на участках, 
характеризуемыхъь преобладамемъ отложеня. Точно также уча- 
стки размытя пробрЪтаютъ характеръ плбеовъ, коль скоро 
услов1я слатались такъ. что размыте дна могло происходить 





1) Большинство изъ нихъ обусловлены выходами болЪе твердыхъ елоевъ 
на ДнЪ. 
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болзе или по крайней мЪрЪ столь-же энергично. какъ размы- 
т1е береговъ. Особенно глубокле плёсы образуются передъ от- 
ступающими водопадами. Ниспадающая въ водопадЪ вода дол- 
битъ внизу яму. удлиняющуюся вверхъ по течению по мрЪ 
того какъ водопадъ отступаетъ. 

Тоже самое. но въ болфе слабой степени, имфетъ мЪето 
передъ отступающими порогами й перекатами. 


Ольдтэмъ полагаетъ, что бывиие участки размыт!я, тдЪ 
рфка утглублялась вертикально и вслЪдотвые этото образовала 
узк1Й каналъ, даютъ начало илбеамъ. ДЪйствительно можно се- 
0Ъ представить. что углублеше русла на участкЪ размыття про- 
должается даже при меньшемъ уклон чЪмъ тотъ, который 
установилел на нижележащемъ участк» отложеня. Крупная галь-. 
а, накопившаяея внизу и давиая поводъ къ образованю пе- 
реката, была вынесена съ вытележащатго участка размыття еше 
въ то время. когда онъ отличалея большимъ уклономъ. СЪ 
течешемъ времени размыт!е ослабЪло. съ участка размытя вы- 
носились все болЪе и болЪе мелюме матермялы. наконецъ на- 
столько мелкле. что ничто изъ нихъ не отлагалось на ниже- 
слЪдующемъ перекатЪ. Размыте прекратилось при уклонЪ да- 
лего меньтемъ. чбиъ уклонъ на перекатв., сложивиийся во 
время отложеня крупнозернистыхъ наносовъ. 


НЪтъ сомнфня что плбеы, находяшлеся повыше перека- 
товъ. образовавиихея па накоплешяхъ наносовъ. произошли изъ 
бывших участковъ размыя, если, разумфотся, здФеь не было 
условй, способствующихъ образовано того вида переката, ко- 
торый попадается на участкахъ размытя. [Мы имЪемъ въ виду 
тотъ случай, котда дно въ данномъ мЪстЪ оказываетъ большее 
сопротивлене размытио, чЪмъ берега]. 

Гакимъ образомь можпо разематрявать подобные плёеы 
какъ нормальные участки течентя. Они болЪе тлубоки, менЪе 
широки чЪмъ перекаты не потому. что здЪфеь были или есть 
условя, способствующия образованию особенно глубокаго и уз- 


{ ь 5 ых ЗУ А ‹ 
ПРЕ ХА ЕР ААА ЧИ РИ рт. 
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каго русла но потому. что перекаты суть исключительно пиро- 
ке и мелководные участки теченмя а плбеы сравнительно съ 
ними оказываются глубокими и узкими. 

Если перекатъ находится на накоплен наносовъ, прине- 
венныхъ притокомъ или происшедшемъ отъ какого нибудь 06- 
вала стЪнЪ долины. то вышележаний участокъ течешя подвер- 
гается запруженио. Запружене влечетъ непремЪнно за собою 
возвышенте уровня воды и уменьшене уклона. Само с0б0ю по- 
натно. что возвышене уровня воды выражается увеличенемъ 
глубины вышележащаго участка. Такимъ образомъ вышележащий 
участокъ пруобрЪтаетъ одну изъ характеристическихъ чертъ илбса. 

Перекаты отличаются большимъ уклономъ, а вмЪфетВ съ 
тЬмъ широкимъ и мелкимъ русломъ. Гораздо рЪже вотрЪчают- 
ся стремиины, обладаюния большямъ уклономъ а вмфетЪь съ 
тВмъ узкимъ и глубокимъ руеломъ. Само в0б0ю понятно, что 
скорость течешя на стремнинахъ бываетъ особенно велика. 
Он образуются только въ весьма твердыхъ породахъ, гдЪ 
даже при самомъ большомъ приближеши динамической оси 
къ берегу размыте послЪдняго было всегда незначительно, тдЪ 
въ тоже самое время. благодаря присутетвию тальки и песку 
и большой скорости дно размывалось энергично и рЪка углуб- 
лялась почти вертикально. ПримЪромъ мотутъ послужить зна- 
менитыя стремнины Дуная въ ЖелЪзныхъ Воротахъ. 

Рихтгофенъ ') говоритъ. что форма русла завиеитъ отъ 
распредЪлентя силъ во время половодья. ДЪйствительно въ это 
время рЪка обладаетъ болыпей энермей, больше размываетъ, 
больше переносить и больше отлатаетъ. чЪ\ъ въ остальное 
время года. Можно сказать, что вотрЪчаютсл рЪки. которыя во 
время низкаго состоятя воды только пользуются русломъ,` соз- 
даннымъ половодьями. Цъ сожалфншю вопросъ о зависимости 
формы русла отъ годичныхъ измЪненй расхода непосредетвен- 
но связанъ съ теортей перем нпато 606» оянтя рЪкъ, которая. какъ 








1) ЕйЪгег стр. 153. 
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это было замфчено во вступлени и во второй главЪ. находит- 
ся ВЪ весьма неудовлетворительномъ состоянии. 

Поэтому мы ограничимея только нЪкоторыми зам чанями. 
Вольтманъ ') указываетъ на то, что существуетъ нЪкоторая 
форма руела (см. Е. 4). при которой средняя скорость и от- 
номен1е глубины къ ширинЪ всегда (т. е. для какото угодно 
расхода) остается постоянной. Въ виду сохранешя постоянной 
скорости можно бы подумать. что форма (4) есть прочная. 

Но не говоря о томъ. что для прочнаго состояюя нужны 
не столько постоянныя среднйя. сколько непревышаюния извЪет- 
нато предфла подонныя и прибрежныя скорости, не говоря о 
томъ. что предположеня. сдЪланныя при. теоретическомъ выво- 
дЪ этой формулы произвольны, замфтимъ, что форма (4) невоз- 
можна уже потому, что размытте создаетъ не выпуклые (вверхЪ) 
ци вогнутые подводные склоны. Только склоны, образуемые на- 
мыванемъ, мотутъ быть выпуклыми. 


Еслибы у извфетной рЪки русло образовалось и измфня- 
лось только во время половодья. а вЪ остальное время года 
рфка только пользовалась имъ. то оно имЪло-бы размЪры, о- 
отвЪтетвующте количеству воды. протекающему во время поло- 
водья, -а въ остальное время рЪка занимала-бы только са- 
мую нижнюю часть русла, покрывая дно болЪе или менЪе тол- 
стымъ слоемъ воды. 

Но обыкновенно русло соотвЪтетвуетъ нЪкоторому сред- 
нему состоянию |рЪки, излимекъ воды во время половодья 
зыступаетъ изъ русла. У рЪкъ. возвышающихъ свое русло. из- 
лишекъ просто распространяется по заливной долин. У раз- 
мывающихь рЪкъ. текущихъ въ тлубокихъ ущельяхъ, разливъ 
заполняетъ ущелье до нЪкотораго уровня; но многимъ размы- 
вающимъ или размывавиимъ рЪкамъ свойственно двухъярусное 





1) Си. ВайИааов ‚Нудготееваю!к стр 436. Связь между абециееой х 
п ординатой у (см. Е. Г) выражаетея слвдующей Формулой 


х = с [04 пай. (у-- М у— с) А. 
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(см. К. У) русло. состоящее изъ нижняго боле узкаго русла. 
соотвЪтотвующаго среднему состоянию рЪки (16 штецг) и верх- 
няго яруса, широкой поймы. служащей вмЪстилищемъ для во- 
ды во время половодья (16 шафеиг). Замфчалельный примЪръ 
двухъяруснато русла на Лн-тсе-канть въ горномъ ущельи при- 
водится у Рихтгофена '). 

И русло й пойма *) имЪютъ опредЪленные берега (въ за- 
ливной долинЪ нфтЪъ опредЪленныхь вторыхъ береговъ). Оче- 
видно двухъярусная форма соотвфтствуетъь двумъ состоянямъ 
водъ— среднему и самому высокому.— Кажется. что стреженью, 
р$зко выдфляющейся среди русла. выражается зависимость фор- 
мы русла отъ третьяго, самато низкаго состояня рЪки *). 

Отнотеше между глубиною и шириною у поймы меньше. 
чЪмъ у русла. Уклонъ рЪки одинъ и тотъ-же во всякое время 
года, породы, среди которыхъ она протекаетъ. однф и тЪ-же. 
Сравнимъ теперь двЪ рЪки, иротекалюлия среди однЪхъ и тЪхъ- 
же породъ. всюду находянияея въ однихъ и тЪхъ-же условяхъ 


и обладаюния однимъ и тьмъ-же уклономъ. но различающтяся 
расходомъ. оли введемъ услове. чтобы обЪ рЪфки находились 


въ приблизительно прочномъ состояни (т. е. въ томъ, въ ко- 
торомъ размытте дЪлается ничтожнымъ), то окажется, что у 
большей рЪки отношеме между шириною и глубиною должно 
быть значительно больше. чЪмъ у малой. Именно. въ широкомъ 
й мелкомъ руслЪ трее о берега и дно значительно больше. 


ЧЪиъ у узкой и глубокой, а потому скорости въ большей 
рЪки точно также какъ въ малой могутъ остаться меньше 


тВхъ предъльныхъ скоростей. при которыхъ вода можетъ раз- 
мывать данную породу. И такъ, различе между относительны- 
уи размзрами поймы и русла объясняется стремлешемъ къ то- 
му, чтобы создать приблизительно прочную форму русла. при- 
норовленную къ двумъ различнымъ состоянямъ рЪки. 

1) ЕНЬгег. ее. стр. 206. 

?) Позволяю себв придать еловамЪъ ‹пойма» и «заливная долина» нзко- 


торыя спецальныя значен1я. 
*) Въ такомъ случав можно-бы различать даже трех ьярусныя русла, 


ГЛАВА УШ. 


Перемвщене русла подъ вмяюшемъ внфшнихъ при- 
чинъ и велфдетвте реакций между р%кою и притоками, 


Словцовъ 1) первый объяснялъ нередвижеште русла сибир- 
скихъ рЪкъ съ запада на востокъ вмянемъ вращеня земли. Не- 
зависимо отъ него Бэръ высказалъ подобное мнфнте относитель- 
но рЪкъ Росеи и другихъ странъ, Но и Бэръ и Словцевъ, 
& за ними многе даже современные теолоти и географы пола- 
ли и полагаютъ. что вращеше земли не оказываетъ никакото 
вмян1я на рЪки, текупйя вдоль параллелей. Это инфе ложно. 
Въ механикЪ доказывается. что поступательное движене земли 
не оказываетъ влян1я на характеръ движеня тЪлъ. движущих- 
ея по поверхности земли. но вращательное движене даетъ по- 
водъ къ нЪкоторому ускорению. называемому ускорешемъ Вор!о- 
лиса Или сложнымъь центробъжнымъ ускоренемъ. Ускореше 
Кортолиса дается формулой: 


0.0. та (1) 


ГдЪ « есть угловая скорость вращевня земли 

»› и ›» Поступательная скорость разсматриваемаго тЪла отно- 
сительно земли. 

› а зв уголъ между сЪверной частью полярной оси земли 

и моментальнымъ направленемъ скорости: о. 


') Ма4епаогй. 5Иг. Ве1зе Меш. Аса@. 5%. Реё. ТУ томъ, Г чаеть, 2 
вып., стр. 244, 


= 
&- 


{ у у * $ 
ОК Посол ва ба ола и 
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ели разсматриваемое тЪло находится подъ широтою Х 
ий направлене его движеня составляетъ съ меридланомъ дан- 
нато мЪста, считаемый по часовой стръльЪ уголъ В (азимутъ), 
если обозначимъ вертикальную слагающую скорости тЪла по- 
оредетвомъ м. а горизонтальную посредетвомъ: 16. то верти- 
кальная слатающая сложнато центробЪжнато ускореня будетъ: 


—2®.№.5%8В. 605 
& горизонтальная: (2 
—2о[ 0. эт Аи. с0$В. 08 \] 


Изъ этого видно. что обЪ слаталюшия сложнатго центробЪж- 
наго ускорен!я зависятъ отъ азимута. Но. еели движене со- 
вершенно горизонтально ?). то и равно нулю и ускорене не- 
зависить отъ азимута. Вертикальная его слатающая равна, нулю. 
а торизонтальная будетъ: 


—2ю. 0.50) (3) 


Эта формула употребляется въ метеорологи и въ физической 
теотрафуи, такъ какъ. разсматривая движеня воды и воздуха, 
можно чаще всего пренебречь влянемъ вертикальной слатающей 
скорости. Ускорене Кортолиса всегда перпендикулярно къ на- 
правлентю движеня. Оно дЪйствуетъь въ сЪверномъ полушарий 
вправо. въ южномъ въ влЪво отъ направлемя движеня. 
Разсужденя о вмяни вращен1я землй переполнены заблуж- 
ден1ями. Такъ н. п. говорятъ о разности давленй на лЪзый и 
правый берегъ. котда здЪеь дЪло въ движени а не въ давле- 
ни, сравниваютъ сложное пентробЪжное ускореше съ ускоре- 


1) Ваег. Черег еп аПаеше1ися Сбезефи 11 4ег Сбезёа вито уоп Е] аззЪе{- 
4еп. Ви Шеф, Асаа. 54. РаегзЬиго 1860 г. тоже Бба1еп апз дет беыефе 4ег 
Ма{аг\133. стр. 120. 

2?) т.е. совершаетея по поверхности шара. Для эллипеоида наши Фор- 
мулы вЪзрны только приблизительно, 


194 М. П. РУДСКТЙ. 88 


шемъ силою тяжести ') ий, разумЪетея, находятъ, что это по- 
слфднее несравненно больше и т. п. 

Важетел. что только американсме ученые Жильбертъ и 
Бэнъ понимаютъ вопросъ. какъ слфдуетъ. Жильбертъ ”) срав- 
ниваетъ ускорене велЪдотне вращеня земли съ центробЪж- 
нымъ ускорентемъ въ извилинахъ Миссисипи и находитъ, что 
эти величины одинаковато порядка. Бэнъ *) замЪчаетъ. что уско- 
ренте веслЪдетве вращеня земли совершенно сравнимо еъ ускс- 
ремемъ вдоль течеюя. ДЪйствительно. съ этимъ ускоренемъ. а 
не съ величиною: 9 (9.5 метра въ секунду) слЪдуетъ срав- 
пивать ускорене Кортолиса, ибо вода въ рфкахъ не падаетъ 
вертикально, а стекаетъ по наклоннымъ поверхностямъ. Чтобы 
дать понят!е объ отношеми между ускоренемъ вдоль теченя и 
ускоретемъ Кортолиса. возьмемъ слВдуюпий примЪръ. Средняя 
скорость течемя Волги равна 1.4 метрамъ въ секунду. уклонт: 
0.00004. слЪдовательно, ускореше вдоль течешя, если вмЪето 
я подставимъ +“) будетъ: 


4.1=9.81Ж0.00004 =0.00039 метр. въ сек. 
Съ другой стороны, подставляя въ формулу: (3), № = 1.4 
2т 
У. ие 
т \ = $т50° = 0.776. ® = 86164 › 


демъ., что ускорене ЦКортолиса въ данномъ случаЪ составляет 
0.000156 метр. въ сек. т. е. больше двухъ пятыхъ ускоревшя 


гдЪ к=3.141..... най- 





') Насколько вижу изъ Гюнтера (бап4Ъег. ГевтБасв 4ег беорвуз! 
П томъ, ЗаИсатв 1885 г. стр. 602. (оригинальная статья Цэпприца была для 
меня недоступна), даже Пэпприцъ плохо понималъ это явлен1е. Онъ Доказы- 
ваетъ, что возвышен!е уровня воды у праваго берега незначительно. Это 
правда, но двло не въ возвышени уровня воды, которое завизитъ отъ 
отношеня ускореня Кор1олиса къ ускорен!ю силой тяжести т. е, къ 9 а въ 
сравнительно болве сильномъ подмывавши праваго берега, которое завиеитъ 
отъ отношен!я ускорен1я Кор!олиса къ ускорен1ю вдоль течен1я т. е. къ д>зйа. 
Гючтеръ, очевидно. тоже не понимаетъ вопроеа. 

3) С. К. СИБегь. Тье за еепеу оЁ \е %еггезиа] тгофабоп Тог Ме 
4еЙее оп о{ зётеализ, Ашег; Топги. оЁ 5е. 3 сер. 27 томъ, етр. 430. 

3) Вашез. Оп 41е зи сепсу... Ашег. Фопги. 0Ё $е. 3 сер. 28 томъ 
етр. 481. 

*) Это позволительно, такъ какъ $ есть весьма малая величина, 
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вдоль течешя. ЗамЪтимЪъ. что ускореше вдоль течемя пропор- 
цтонально уклону. а ‘ускорене Кор1олиса пропори1онально ско- 
рости т. е. (ср. гл. П) возрастаеть не только по мВрЪ уве- 
личен1я уклона, но тоже по мЪрЪ увеличеня размВровъ русла. 
СлЪдовательно. при томъ-же уклонЪ ускореше Вор1олиса тЪиъ 
больше, чёмъ больше разсматриваемая рЪка. 


Не слЪдуетъ полагать, что н. п. у Волги. гдЪ ускорете, 
происходящее отъ вращеня земли равно двумъ пятымъ ускоре- 
ня вдоль теченя, скорость, съ которой вода подвигаетоя къ 
правому берету. равна двумъ пятымъ скорости вдоль течешя. 
Напротивъ того, скорость и ускорене двЪ различныя вещи '). Но 
если ускореме Кортолиса равно двумъ пятымъ ускореня вдоль 
течетя, то можно навЪфрно сказать. что значительная доля энер- 
ги рЪки идетъ именно на разрутене праваго берега. 


Такъ какъ частицы воды движутся съ различными скоро- 
стями, а ускореше, происходящее отъ вращеня земли. пропор- 
цтонально скорости. то къ правому берегу дЪйствительно на- 
правляются только тЪ частицы воды. которыя обладаютъ ско- 
ростью большей. чЪмъ извЪетная критическая скорость; осталь- 
ныя оттЪеняются назадъ къ лЪвому берегу. Благодаря откло- 
нен!ю наиболзе быстро текущихъ струй вправо. динамическая 
ось течешя перем щается къ правому берегу. ЭдЪеь происхо- 
дит нЪчто подобное. какъ при движени воды въ извилинахъ 
(ср. гл. У). здЪеь тоже возникаетъ медленная поперечная цир- 
куляця, точно также способствующая перенесеню размытыхъ у 
правато берега веществъ на лЪвый. Такъ какъ въ извилинахъ 
вода подмываеть то правый. то лЪвый берегъ, а ускорене 
_велЪдетне вращеня земли способствуетъь подмываншю праваго 
берега но мЪшаетъ подмыван1ю лЪваго. то. хотя центробЪжное 
ускорене въ извилинахъ почти всетда больше ускореня велЪд- 





') Чтобы теоретически вычиелитъ скорость, еъ которой вода въ каналь 
данной величины съ даннымъ уклономъ уетреилаетея къ прлвому берегу нужно 
рвшить задачу. превосходящую средства современнаго анализа. 
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сте вращеня земли !), въ конц концовъ. если тому не мЪ- 
_шаютьъ постоянныя причины, сообщающия ускореше влЪво при- 
чины. рЪка въ общемъ должна передвигаться вправо. 

Кромв вращеня земли есть еще друме факторы. дающуе 
новодъ къ перемфщенямъ русла. Отефановичъ *) и Влинго 3) 
придаютъ особенное значене дЪйетвю вЪтра. Русло Дуная въ 
Венгруи ежегодно передвигается на западъ на 0.47, а русло 
Тиссы на (0.31 метровъ. Стефановичъ объясняетъ это нередви- 
жене дЪйстнемъ Кошавы, сильнаго юто-восточнаго вЪтра. Онъ 
указываетъ на удары волнъ, возбуждаемыхъь преобладающимъ 
вЪтромъ и размывающихь преимущественно западный берегъ, 
на занесене русла пескомъ. навЪваемымъ вЪтромъ “). Ёлинтэ 
утверждаетъ. что сибиремя рЪки передвигаютея на востокъ 
потому, что лЪтомъ. когда онф векрыты отъ льда въ Сибири 
дуютъ западные вЪтры, Волга-же потому отетупаетъ на западъ, 
что въ Поволжьи лЪтомъ тосподетвуютъ восточные вЪтры. 


') Ускорен1е велЪдетв1е вращенйя земли пропорцтюонзльно скорости и 
Факторъ пропорц!ональности, какъ это видно изъ Формулы (3), всегда малый, 
Центробвжное ускореше въ извилинахъ пропорц1онально квадрату отъ ско- 
роети и эакторъ пропорц!ональности: кривизна въ иныхъ случаяхъ бываетъ 
довольно большой. У Миссисипи въ иныхъ м$етахъ центробзжное ускорене 
слишкомъ въ двадцать разъ больше, чЪмъ уекорен1е велвдств!е вращен\я 
земли. 

2) См. Пе БецепуегзееЪ иис 4ег Е ззе. баеа. 1881 стр. 705. 

?) КИпое. Оерег деп ЕшпНизз 4ег У/шаглен тис ефе. Епо]еге Вофал. 
ТавгЪЬ. ХЕ стр. 264. | 

*) Лвляется вопроеъ, не возбуждзетъ-ли вЪзтеръ нзкоторыхъ течен1й, 
способствующихъ перенесеню веществъ съ одного берега на другой. 

Не вся энермя передаваемая вЪтромъ водЪ (ср. гл. [), идетъ на воз- 
бужден!е волнъ. Часть ея идетъ на возбужден1е поетупательныхъ движенйй. 
Такъ какъ берегъ мъшаетъ движен1ю поперекъ русла, то оно должно непре- 
мзнно перейти въ поперечную циркуляц!ю въ родв той, которая поддержи- 
вается центробвжнымъ ускорешемъ и вращенемъ земли. Разница состоитъ 
въ томъ, что вЪтеръ д®йствуетъ непо`редетвенно только на верх! слой 
воды, кромВ того дЪйстве вЪтра не зависитъ отъ поступательной скорости 
частицъ вдоль русла. Эта циркуляц!я всегда слаба и изм®няется вел детве 
измзнен1я вВтра, Весьма сомнительно, чтобы она могла имЪть существенное 
значен1е для перемвщен1я руела. 
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Хотя принцииъ, защищаемый Стефановичемь и Ёлингэ 
совершенно справедливъ, но изъ этого еще не слЪдуетъ, чтобы, 
какъ это дфлаютъ указаные авторы, отрицать влян1е вращеня 
земли. Оба фактора то слагаются. то противудЪЙствуютъ другъ 
другу. Точно также воздЪйстые притоковъ и направлеше па- 
дея иластовъ имЪють вляе на перемфщеше русла. 

Доказательства приводимыя Отефановичемъ и Клинго вовсе 
не убЪдительны. „Такъ н. п. Дунай и Тисса передвигаются 
вираво. СлЪдовательно можно сказать. что ихъ передвижене 
вызвано одновременно дЪйствтемъ Кошавы и вращеюнемъ земли. 
Съ другой стороны замфтимъ, что вфтры предполагаемые г. 
Клинт всегда почему то дуютъ въ ту-же сторону. въ кото- 
рую д?Ъйствуетъ вращен!е земли, а истинные вЪтры дуютъ по- 
жалуй не совсфмъ такъ. На счетъ распредЪлетя вЪтровъ въ 
Сибири у меня нЪтъ достаточныхъь данныхъ. но и г. ЁКлингэ 
_ ИХЪ тоже не имЪлъ. если основалъ свое мнЪве на наблюденяхъ 
Финша '); который, кажетея. былъ не особенно долго на Оби. 
Что касается Поволжья. то данныя есть. но онЪ не говорятъ 
въ пользу мнЪыя г. Влинтэ. Вопервыхъь у Воейкова ^) нахо- 
димъ слфдующее: 


ВЪтры лЪтомъ № МЕ Е Е 5 ЗМ У М 
В 6 19. №622 
Самара оС ЛЕ ОИ 9 В 3 
Вену 20. 1019571191 


порахань 6. 1615 196 №2 № @ 


Изъ этого видно. что на стантляхъ сЪвернаго Поволжья 
лЪтомъ, когда на ВолгЪ нЪтъь льда. преобладаютъ западные 
вътры, за то въ Астрахани балансъ слагается въ пользу во- 
сточныхъ вЪтровъ. КромЪ того изъ разсмотрЪнтя лзтописей глав- 
ной Метеорологической Обсерватоми за 1886—1890 годы для 
станшй: Нижний, Казань, Тетющи, Буинекъ, Симбирекъ, Сама- 


1) 106, сц. ‘стр. 302. 
*) Воейковъ. Климаты земного шара. С,-Пет, 1884 г. стр. 444. 
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ра, Сызрань, Вольекъ. Саратовъ, Дубовка, Николаевскъ и Ва- 
мышинъ оказалось, что на станшяхъ сЪверной части Поволжья 
до Сызрани и годичный и лЪтюЙ балансъ слагаются въ пользу 
вЪътровъ, дующихъ 6ъ западных румбовъ. ПеревЪеъ оказался 
й количественный и качественный, т. е. западные вЪтры сильнъе. 
На южномъ Поволжьи отношеня изъ году въ годъ боле измЪфн- 
чивы, на нфкоторыхъ станшяхъ наблюденя недостаточно полны, 
но въ общемъ. кажется, лЪтомъ восточные вЪтры преобладаютъ 
надъ западными. СлЪдовательно по г. ВКлингэ Волга около Ва- 
зани. Симбирска, Самары должнабы передвигаться влЪво, & 
дальше на югъ вправо, между. тВмъ она всюду передвигается 
вправо т. е. рьшающее вмяюме въ данномъ случаЪ принадле- 
жить вращентю земли. 


Влян!е вращеня земли и вЪтровъ должно особенно силь- 
но сказываться у рЪкъ. текущихъ въ мягкихъ породахъ и ма- 


ло углубляющихъ русло, притомъ тамъ, гдЪ пласты залегаютъ’ 


горизонтально. Само 6000ю очевидно. что вмяюме внзинихъ 
причинъ отходить на второй планъ тамъ, гдз рельефъ разно- 
образный и тектоническое строеше сложно. тамъ. тдЪ быстрая 
рЪка врЪзается вертикально въ твердыя породы, но мало раз- 
мываетъ берега. 


Точно также перемфщене широкой но мелководной рЪки 
не можетъ достигать тзхъ размфровъ, что перемъщев1е равной 
по расходу глубокой ий узкой рзки. Вообще здЪеь можно по- 
вторйть т$-же замъчаюя относительно блатопрлятныхъ и небла- 
гоприятныхъ условШ, которыя уже были высказаны по поводу 
перем щеня русла при образовани извилинъ. 

Съ другой стороны, какъ это было выше отмЪчено. вра- 
щен1е земли оказываетъ большее влян1е на болышя рЪки, чВмъ 
на малыя. поэтому неудивительно, что подмыване правыхъ бе- 
реговъ’ особенно замЪтно на нижнемъ равнинномъ течени боль- 
шихъ рЪкъ, а въ равнинной Росош, въ ея мягкихъ почвахъ, 
зам чается и на малыхъ рЪ»кахъ, какъ это за немногими ис- 


ТЕНИ, РА 
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ключенями наблюдаетея н. п. на рфкахъ Нижегородской ту- 
бернш '). 

Одна йзъ причинъ передвижен1я русла состоитъ въ нак- 
лонности иластовъ, разумЪетея. за исключенемъ того случая, 
когла рфка течетъ перпендикулярно къ ихъ простиранию. 00- 
противлен!е, оказываемое размыт!ю. больше въ направленш пер- 
нендикулярномъ къ напластованю, чёмъ въ продольномъ [о0- 
ратное бываетъ только тамъ. тдЪ есть цЪлая сЪть перненди- 
кулярвыхъ трещинъ|. Поэтому р%ка какъ-бы соскользаетъь по 
пластамъ. РазумЪетсл. значене наклонности пластовъ убили- 
вается твердыми прослойками. Этотъ способъ передвиженя 060- 
бенно важенъ для тЪхъ участковъ рЪкъ. которые находятся въ 
размывающемъ состояюи. 

ВЪрнымй признаками передвиженя русла служатъ слЪды 
старыхъ русль. обрывистые берега, состояние изъ породъ. не- 
сомнфнно неотложенныхъ рЪкою въ связи съ несомиЪнно рЪчными 
наносами на противуположномъ низкомъ берету. 

Въ конфигурами долины встрЪчаются очень часто черты. 
на первый взглядъ указываюния на перемфщенте рЪки. но обу- 
словленныя неравном$рнымъ развитемъ склоновъ долины. Такъ 
н. п. склонъ, выставленный на дЪфйстые обпильныхъ дождемъ 
вфтровъ, бываетъ иногда болЪе крутой чфмъ противуположный ^). 
водораздЪлы, находящеся между параллельными притоками боль- 
шой рЪки %). удаляются отъ одного притока. и приближаются къ 
другому. благодаря неравномЪрному размыт!юо склоновъ долинъ 
вторичными притоками (т. е. притоками притоковъ) и т. д. 


КВотда притокъ приносить больше продуктовъ размытия. 
чфиъ рЪка можеть переносить. то у устья его накопляются на- 
носы. Очень часто накопленя достигаютъ такихъ размЪровъ, 
что главная рЪка принуждена обходить ихъ. РазумЗется, 


*) Докучаевъ. Матер1ялы и т. д. выи. ХИГ пл. Г стр. 64. 
3) ВиеКазсВе! Оис]е1Взе1еКе1{ еёе. Реё. МИР. 1889 г. стр. 224. 
3) НИфег. Азуттейг:све Тьег. Реф. МИ, 1886 г. стр. 171, 
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это возможно только тогда. когда рЪка усифвастъ соотв тетвенно 
подмывать иротивуположный берегъ. Въ противномъ случаЪ 
ДЪло можеть дойти до запружешя и до образования озера. 
Форель ') склоненъ думать. что иЪчто подобное способетвова- 
ло образованю Женевскато озера. 

Рядъ притоковъ, впадающихъ съ одной стороны и прино- 
сящихъ много наносовъ можетъ отодвигать течеше главной рЪ- 
ки. Такъ какъ обильные продуктами размытя притоки выхо- 
дятъ изъ высокихъ торъ, то Пэшель ?) товоритъ, что рЪки, 
текуш!я параллельно къ высокимъ торамъ, стремятея удалиться 
ОТЪ НИХЪ. | 

Миссисипи вмЪсто того. чтобы перемфщатьея вправо. ото-- 
двигается влЪво. Давно *} уже было высказано миЪзше, что 
это результать воздЪЙствя правыхъ притоковъ. болЪе мното- 
водных и приносящихъ боле наносовъ. Реклю “) сомнЪвает- 
ся въ многоводности правыхъ притоковъ и склоненъ думать. 
что это результать общей покатости страны и пластовъ къ 
востоку. 

Полагаютъ тоже. что кромЪ односторонняго запружентя 
русла и долины передвиженю Миссисипи содЪйствуетъ само 
толканье водою притоковъ. въ подтверждене чего приводятъ, 
что посл впаденя Красной Р%ки (Ве4-ЕВуег) 5) Миссисини 
принимаетъь направлене своето притока. | 

Н?Ътъ сомнЪфня, что подобное толканье всегда имЗетъ 
мЪсто. но выражается-ли оно въ перемвщенти русла. это дру- 





') Еоге!. Ге Гётап. Гаазаппе 1892 г. етр. 247 и ели. 

?) Резейе]. Меце Рго еше 1870 г. стр. 134. Ср. Бецепустве ле щие 
ес.... Саеса 1881 стр. 712. 

‚) ГуеП. Ргшетр1ез (во Фр. пер. П томъ Ратз 1842 стр. 352). 

') Вес] аз. беостарье Оюуетгзе Пе томъ ХУТ Рат1з 1892 г. етр. 352. 

5) ЗВайег. Егезь зуабег Могавзез. 10 Апо Вер. 0. $. бео|, Бату. 
три 

Вопросъ о перемвщен1и Миссисипи влВво повидимому не исчерпанъ. 
Кажется, что точныхъ данныхъь 0 количествЪ твердыхъ веществъ, приноси- 
мыхъ каждымъ притокомъ отд®вльно, вовсе н®тъ, а потому нельзя высказаться 
въ пользу того или другого мнЁн1я. 


, ; = 4 у 
К : РЯ >” :. ь 
о ИЕ РТ ЕЯ ТИРЕ 





* ‚еек 


# 


#: к 31 № а ®> ьз 1 
"и ‘ 95-41 ж% 3 И с 
а кк 


95 ОПЫГЪ ИЗСЛЬЛ. ГЛАВН. ЯВЛЕНИЙ, НАБЛЮ 1АЕМ. У РЪКЪ, 301 


гой вопробъ. Состояние рЪки всегда одновременно зависитъ отъ 
множества различныхь услов, а потому тЪ же причины въ 
различных случаяхъ производятъ различные результаты. Такъ 
н. И. «А рог» можно сказать. что толканье оказываетъ са- 
мое незначительное дЪйстые на рфкл сильно углубляюция свое 
русло. ТВ же рЪки обыкновенно въ состояю подобрать нано- 
вы. приносымые притоками. а потому не подвержены односто- 
роннему запружению русла, Съ другой стороны. заставляя свои 
притоки тоже вуЪзываться все глубже и глубже, онЪ виЪстЪ 
съ тЪмъ способствуютъ упрочению устья поелЪднихь на одномъ 
мЪстз. Напротивъ того, р%ки. мало углубляющуяея. несуния 
много продуктовъ размыт!я, отлаталотъ свой наносы у устьевъ 
притоковъ. Струя воды. выходящей изъ притока дЪЙствуетъ какъ 
заторъ и даетъ поводъ къ`мгновенному уменьшеню скорости и 
выдЪлению. наносовъ. На любой картЪ можно замЪтить, что 
притоки, подходяние къ главной рЪкЪ среди наносныхъ рав- 
Нин, поворачиваютъ какъ бы отталкиваемые главной ркою и 
наконецъ соединяются съ нею подъ острымъ угломъ. Прим?- 
ромъ могутъ послужить притоки Рейна между Базелемъ и Майн- 
цомъ '). Однако не всегда можно сказать. что соединене подъ 
острымъ угломъ произонло отъ передвижения устья притока. 
Генкель ?) приводитъ случай подобной конфигураи, проис- 
педшей отъ того. что притокъ воспользовался старымъ русломъ 
главной рЪки. Вотда рЪка возвышаетъ свое русло болЪе бы- 
стро чЪмъ притоки, то въ результатЪ оказывается запружене 
устьевъ послфднихъ и образован!е озеръ. 

Наконецъ, какъ замфчаетъь Стефановичъ *). ивредвижене 
русла въ тропическихъ странахъ можетъ быть иногда обуслов- 
лено заростанемъ. 





1) Ср. Гаррагепф. 106. ©1$. стр. 212. Онъ ошибаетея, говоря. что ско- 
плен!я наносовъ не образуются пониже соединеп1я двухъ р%къ. 

2) Непке!. Раз Ошесер 4ег МеБепйиззе. Рефегт. МЫ. 1889 г, 
стр. 176 

°) Ср. Зе{епуегзе ле ии ее. .. стр, 718, 


ГЛАВА [Х. 


Н%которыя замфчаюя объ образовании долинъ, 


—щ—_ 


На разныхъ участкахъ, даже въ разныхъ мЪФетахъ того- 
же сЪчеюя рЪки приходятъ въ соприкосновенте съ различными 
породами. Результаты ихъ дЪятельности въ высокой стенени 
зависятъ отъ свойствъ породъ. При томъ же расходЪ, формЪ 
и величинЪ русла. при тЪхъ-же скоростяхъ, размыте беретовъ 
и дна. состоящаго изъ гранита можетъ быть въ сотни и тысячи 
разъ меньше. чфмъ размыт!е береговъ и дна. состоящато изъ 
глины. Уже въ глав объ извилинахъ мы указывали на то. что 
размытте твердыхъ породъ совершается путемъ истираня пе- 
скомъ и галькою. а потому идетъ успЪшно только при боль- 
ий скорости. что оно сосредоточивается на днз р3Ъки, а по- 
тому ведетъ къ образованю узкихъ и глубокихъ долинъ. Рав- 
нымЪъ образомъ мы указывали на то, что въ рыхлыхъ породахъ 
даже при малой скорости размыте береговъ значительно. По- 
тому то въ рыхлыхъ породахъ рЪка перем щается и подъ вля- 
немъ внфшнихъ причинъ. какъ н. п. вращен1я земли и подъ влйя- 
нтемъ свойственной рЪкамъ наклонности къ образовано  изви- 
линъ. Если ея дЪФятельность характеризуется преобладантемъ 
размыт!я. то въ результатЪ оказывается образованме широкой 
[сравнительно съ глубиною] долины. если же ея дЪятельность 
характеризуется преобладантемь отложеня. то въ результатЪ 
оказывается образоване широкой наносной равнины, 
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Если рЪка поперемЪнно протекаетъ то среди лучше со- 
противляющихся. то среди хуже сопротивляющихея размытио 
породъ, то это очень часто сказывается на горизонтальныхъ 
очертамяхъ ея теченя. 

ЭюссЪ ') сравниваеть Дунай съ веревкой. висящей на н?- 
скольвихъ гвоздяхъ. Подобно тому. какъ веревка свисаетъ ду- 
гами ?) отъ одной точки повфса до другой, точно также Ду- 
най зацЪиллется за. горы 3). а между горами изгибается огром- 
ными дугами вправо. Веревка свисаетъ подъ влмяющемъ силы 
тяжести, Дунай изгибается вправо велЪдетйе вращеня земли. 

На течени Волги есть тоже одно мЪето. тдф она зацЪ- 
пляется за твердыя породы. именно за твердый горный *) из- 
вестнякъ каменноугольной формащи. Это мЪето находитея на 
Самарской ЛукЪ у Жетулевокихъ высотъ. Уже баронъ Розенъ 5) 
высказалъ мысль. что Самарская Лука вЪфролтно образовалась 
велЪдствле того. что Волга повыше и пониже №егулевекихъ 
высотъ въ продолженте мнотихъ вЪковъ передвигались вправо. 
& на этомъ мЪетЪ или очень мало или вовсе не передвинуласъ. 

Въ самомъ фактЪ передвиженя Волги вправо нельзя со- 
мнЪваться. Высоюй правый беретъ сопровождаетъь рЪку отъ 
Нижняго-Новгорода до раздЪленя на рукава. ЛЪвый берег 
НИЗЙ и страна постепенно поднимается къ востоку. Однимъ 
словомъ поперечное сфчене долины именно такое. какое долж- 
но образоваться у рЪки. отступающей на западъ да притомъ 


1) См. Реега. [1е Оопаа Рерис 1876 г. стр. 351. 

*) Собственно говоря это особыя кривыя, такъ наз. цпочки. 

3) Дунай врьзываетея въ твердыя породы около Кремеа (Богемекй 
массивъ) около Взны (въ отроги АльпЪъ), дальше около. Вайцена, потомъ око- 
ло Орсовы (2ЖелЪзныя ворота) наконецъ въ Мачинск1я горы въ свверо за- 
падномъ углу Добручи. Ср. Реегз 106. е1%. етр. 368 тоже Зиезз Ап Ия 4ег 
Егае Г томъ Ргасо 1885 г. етр. 612. 

*) Павловъ. Самарская Лука и Жегули. Труды Геол. Ком. томъ П, 
№ 5 стр. 62. | 

5) Статья Розена помвщена въ -Трудахъ ТУ Съфзда, Къ сожалн1ю 
она осталась для меня, недоступной, 
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весьма медленно углубляющей русло. Современныя ') наблюде- 
ня свидЪтельствуютъ о томъ. что по большей части подмы- 
вается правый берегъ, историческя 2) данныя доказывалютъ 
тоже самое. 

По самой величинз Самарской Луки можно судить, что 
Волга передвинулась вправо въ общемъ на болЪе чВмЪъ во- 
семдесятъ верстъ. Для такого перемвщеня нуженъ весьма боль- 
шой промежутокъ времени. Въ сравнительно недавнее геологи- 
ческое время въ истори Волги случилось событе, велздетне 
которато ея отступленше къ западу было временно прекращено, 
ибо сама рЪка 3) временно перестала существовать. Мы гово- 
римъ о касп ской трансгресеи, во время которой море въ 
видЪ длиннаго залива простиралось до низовьевъ Камы. Оче- 
видно. трансгрессля воспользовалась готовой низменностью т. е. 
старой долиной Волги. Ея западная граница была обозначена 


старымъ натгорнымъ правымъ берегомъ Волги. Въ настоящее 


время этотъ старый берегъь уже не существуетъ. ЦослЪ отету- 


плен1я трансгресеи Волга потекла по старой долинЪ, опять = 


стала передвигаться вправо. подступила къ своему старому на- 
горному берегу, игравшему нЪкоторое время роль морского бе- 
рега. подмыла его и унесла. Только тамъ, гдЪ вельдотв1е за- 
цфплешя за Жегулевокле твердые известняки рЪка не передви- 
гается вправо. тамъ на правомъ нагорномъ берегу Волги. на 
южномъ склон Самарской Луки, на высотв 104 м. надъ уров- 


немъ Касшя находятся кастеюе осадки, какъ это было 0б- 


наружено Павловымъ “). 


1) Ср. Докучаевь Матерялы для оцнки земель Нижегородской губ. 
вып, ХПГ С.-Пет, 1886 г. гл. Г, стр. 7 и слвд. 

1) Ср. Ваег. 56 а@1еп ацз дет Сеф1ее 4ег Мафагуу1ззепзеВайен 5.-Ре- 
фетзБаго 1873 г. стр. 127. | 

Тоже Мушкетовъ Физ. Геол. П чаеть 6.-Цет. 1888 г. стр. 247. 


”) По крайней мвр\Ъ на учаесткЪ отъ устья Камы до впаден1я въ море, _ 


*) См. Никитинъ. Изв Геол. Ком. \ стр. 259. , 
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_ Въ настоящее время 1) на лФвомъ берегу за полосой со- 
временнаго аллювя, ширина которой достигаеть 3—15 веретъ, 
т. е. за поймой Волги слФдуютъ постилюценовыя прЪеновод- 
ныя отложеня Волги и ея притоковъ; за ними находятся осад- 
ки отчасти неопредфленнато характера, отчасти несомнЪнно 
оставленные касшйской трансгрессей. Вее это совершенно на- 
турально и не даетъ повода къ какимъ-бы то ни было сомн®- 
вямъ или затрудненямъ. Но слфдуетъ отмЪтить важный фактъ, 
что подъ кастШекими осадками на востокъ отъ Волги и на 
ютъ отъ Камы, находятся песчано-глинистые илй песчано-га- 
лечниковые слои прфеноводнаго происхожденя 7). По всей в?- 
роятности это наносы древней Волги й ея притоковъ. отложив- 
ппеся раньше вторженя Касшя въ долину Волги. Вонечно та 
древняя Волга, которая существовала до каспийской транегрес- 
и, во мнотомъ различалась отъ современной. но она тоже 
текла съ сЪвера на югъ, тоже зацфилялась за Жегулевекля 
высоты и образовала уже. хотя меньшую чЪмъ теперь, Самар- 
скую Луку. 

О причинах» кастйской транстрессли здЪеь говорить не 
место. ЗамВтимЪ только мимоходомъ. что слфдуетъ А ртом 
исключить поднятя й опусканмя въ области самой Волжекой 
долины. такъ какъ здЪеь нЪтъ слфдовъ какихъ-нибудь геотек- 
тоническихъ измЪненй, относящихся къ этому времени. Во вто- 
рыхъ. слЪдуетъ исключить вмяне притяжен1я скандиново-рус- 
окимъ ледникомъ. ПослЪ работъ Гергезеля. Дрытальскато, 06о- 
бенно же Удварда °) не остается никакихъ сомнЪюй, что из- 
мЪненя геоида. обусловленныя притяжешемъ ледяных покро- 


вовъ. въ большинствЪ случаевъ незначительны. 





?) Ср. Кроговъ Казанское Закамье. Труды Казанекаго Общ. Еетеетв. 
ХХИ стр. 67 и елзд. 

Розенъ. Отчетъ о геол. экекурсяхъ. Каз'нь 1879 г. 

Никятинъ статьи въ Извзетяхъ Геол. Ком. томъ \ и УИ. 

Чернышевъь статьи въ Извзетяхъ Геол. Ком. томъ УП, 

3) Кротовъ. 106. ©16. стр. 298 и 299. 

') Моойзуага. 0. 5. бео]. Багуеу ВиПейп № 48, 
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Когда вдоль течешя твердыя породы перемежаются съ 
мягкими. то на участкахъь съ твердыми !) породами должна 
образоваться узкая. на участкахъ съ мягкими широкая долина. 
«Долина Миннесоты» говоритъ Уорренъ 2) расширяется всюду. 
тдЪ стЪны ея состоятъ изъ мягкихъ породъ. съуживается, тдЪ 
породы тверже». Долина въ родЪ долины Миннесоты на пер- 
вый взглядЪ наводить на мысль. что здЪеь былъ рядъ озеръ. 
впослЪдетви соединившихея въ рфку. Такъ какъ озеровидныя. 
раеттирения очень часто попадаются у рЪкъ южной и средней 
Росси, то Докучаевъ *) высказываетъь мыель, что и эти рЪки 
по большей части образовались изъ рядовъ озеръ. хотя пер- 
воначально эта теор?я была создана для рфкъ той части Рос- 
и. которая нЪкогда находилась подъ ледниковымъ покровомъ. 
ПротивъЪ этото взгляда были высказаны *) многа вЪекя возра- 
женя. Указывалось на то, что озеровидныя расширеня долинъ 
всегда продолговаты, что онЪ наблюдаются у степныхъ рЪкъ 
т. е. въ мФетахъ, гдЪ пожалуй никогда не было климатических. 
услов, блатопруятныхь для образовамя озеръ. ЁромЪ того 
имфемъ нЪкоторое право предполагать. что въ данномъ случа 
истинная прячина заключается во вмяни различнато сопротив- 
леня породъ. По крайней мЪрЪ Докучаевъ замфчаетъ °), что 
въ Нижегородской губернш съужешя долинъ чаще всего сов- 
падаютъ съ возвышенями наторнаго берега. Это совпадене 
объясняется весьма просто. если допустимъ. что тЪ-же самыя 
породы, которыя лучше сопротивлялись размытю атмосферной 
водою. малыми рЪчками и т. д. и велЪдетве этого остались 
въ видЪ возвышенностей, вмЪстЪ съ тЪмъ лучше сопротивля- 
лись и сопротивляются размытю рЪкою. Это тЪмъ болЪе в?- 





1) Ср. Влево{еп ЕйБгег стр. 168. 

2) \Узггеп. УаПеу оЁ Мшпезо{а ап №1313 1. Ашег. Лопго. оё Заепсе 
3 сер. 16 томъ стр. 424. 

3) Докучаевъ. Способы образован1я долинъ. Стр. 215—218 и др. 

*) См. Никитинъ. Общая Геол. карта Росеи листъ 56. Труды Геол. 
Ком. томъ ТГ № 2, стр. 118 и елвд. 

*) Докучаевъ. Матер1ялы и т. д. Г гл. стр. 23. 
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роятно, что вовсе неособенно значительныя разлитя въ твер- 
дости породъ достаточны для того. чтобы дать поводъ къ об- 
разованио замЪтныхъ растиреюмй и съужеюмй. Что-же касается 
озерныхъ отложений въ долинахъ рЪкъ., то съ употребленемъ 
ихЪ кавъ доказательства озернаго происхожденя рЪкъ слЪдуетъ 
быть весьма осторожнымъ, такъ какъ они весьма легко мотутъ 
происходить отъ древнихъ старицъ рЪки. 

Долина Рейна отъ Базеля до’Бингена имфетъ видъ боль- 
пгого продолговатато озернаго бассейна. Она слЗва ограждена 
Вотезами, справа Шварцвальдомъ, спереди прирейнскями го- 
рами 1). ('Таунусъ, Гундерюкъ). Узкая и тлубокая  доли- 
на отъ Бингена до Боннъ служить истокомъ для этого бас- 
сейна. МнЪнте. что здЪеь дЪйствительно было иЪкогда озеро, 
попало даже въ Бэдекеръ. однако Рамзей ^) думаетъ. что пред- 
полатаемый озерный бассейнъ вымыть самимъ Рейномъ. Есть 
слЪды того, что вея эта долина была прежде заполнена 
мопеновыми отложешями до высоты 300 — 500 футомъ 
надъ современнымъ дномъ долины. По Рамзею эти м1оценовыя 
отложен!я вмЪстЪ съ девонскими пластами прирейнскихъ *) горъ 
нЪкотда образовали одну покатость. по которой Рейнъ стекалъ 
Въ ТОМЪ-Же направленш. что и теперь. Но русло его постоян- 
но углублялось. въ одно и тоже время въ твердомъ ДевонЪ 
Рейнъ вымылъ узкую, а въ мягкомъ МоценЪ, перемфщаясь то 
вправо, то влЪво. широкую долину. Вся толща мтоценовыхъ от- 
ложенй, заполнявшихъь теперешнюю долину, была вынесена 
сквозь узкое ущелье въ ДевонЪ. СлЪдуетъ однако замЪтить. что 
мноте. между прочими Гонселль *). защищаютъ теоршо озерна- 
то происхожденя этой долины. 


1) Въеш1зеНез бе тгое у н8мецкихъ авторовъ. 

*) Вашзау. Оп Фе рЬуз1са] Ъ1360гу оЁ фе уаПеу оЁ $№е ВБ ше. Опаг$. 
опти. Сео]. Зое. гоп4оп ХХХ. 1874 г. стр. 81. Оетальныя типотезы Рамзюя 
н. п. © томъЪ., что нзкогда р3ки этой метноети текли съ езвера на югъ, 
не съ юга на сВверъ не предетавляютъ для наеъ интереса. 

3) Кашзау 106. сц. стр. 92. 

_ 4) Нопзей! Оег Кпетзгот. ВегИп 1889 ср. ТавгЪ. Ёйг Азёгоп. ипа беорй, 
зя 1890 г. стр. 206. | = 
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Точно также вляне разнообразя породъ сказывается и 
въ очертамяхъ вертикальнаго профиля рЪкъ. Углублеюе дна 
на участкахь съ болЪфе мягкими породами обыкновенно ') опе- 
режаетъ углублеше на участкахъ съ болве твердыми, Велёд- 
ств1е этого на течени образуются какъ бы ступени. Скорость 
течешя достигаетъ минимума сейчасъ повыше выходовъ твер- 
дыхъ породъ или въ самомъ ихъ начал, максимума сейчасъ 
пониже выходовъ. Чъмъ разности въ твердости больше. чёмъ 
средй уклонъ больше, тзмъ покатость при переход» отъ твер- 
дыхъ породъ къ мягкимъ больше. Рихтгофенъ ^) зам чаетъ, 
что переходы бываютъ болЪе рЪзки, котда пласты падаютъ 
противъ направленя теченя. чЪмъ когда они падаютъ по его 
направленю. Причина очевидна само’ с0б0ю: во второмъ случаЪ 
на дЪйствте размытя выставлены поперечные разрЪзы пластовъ, 
оказывающае меньшее сопротивлене. За то въ этомъ случаЪ 
на выходахъ твердыхъ пластовъ очень часто происходитъ раз- 
дЪлеше на рукава, течеме усЪяно скалами и поротами. На 
мфетЪ перехода отъ твердыхъ породъ къ мягкимъ образуются 
водопады особенно. если пласты залегаютъ горизонтально. Бла- 
годаря выхревому движению на днф водопада . случается. что 
задняя его стЪна подмывается., водопадъ отступаетъ, а отету- 
пая. роетъ въ твердыхъ породахъ ущелье. 


Образоване долины Рейна по теори Рамзея, о которомъ была, 


выше рВчь. относится уже къ разряду такъ называемыхъ эпиге- 
нетическихъ образовай т. е. такихъ. котда современная фор- 
ма долины объясняется бывшими. теперь уже не существую- 
щими чертами рельефа или тектоники. Въ данномъ случа» 





*) Обыкновенно, но не всегда. Иногда дзятельность рЪ3ки велЗдетые 
разныхъ обетоятельствъ сильнЪе въ твердыхт. чВмъ въ магкихъ породахъ 
и вполнз преодолъваетъ большее сопротивлене. Съ другой стороны, какъ 
это было отмВчено выше, ступени образуютея тоже по причинамъ, неимвю- 
щимъ ничего общаго съ различ1ями въ твердости породъ. Поэтому по при- 
сутств!ю ступеней нельзя еще судить о различяхъ въ твердости. У Лэвля, 
(1,0%\1. ОеЪег ТЬа]ЪИяапо стр, 73 и слЪд.) находятся. многочисленные при- 
мфры, доказывающ!е ошибочность подобныхъ заключен. 


ь -. = {6 у 
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исчезнувтая черта рельефа это однообразный склонъ. об- 
разованный отчасти изъ моценовыхъ, отчасти изъ девонскихъ 
пластовъ. 


Влассическимь примфромъ эпигенетическаго образованя 
долины считается каньонъ рЪки Ямпа въ Соединенныхъ Шта- 
тахъ. Онъ проложенъ въ одинокой твердой известковой горЪ, 
торчащей среди слегка холмистой страны. состоящей изъ мяг- 
кихъ породъ. Очевидно холмъ былъ нЪкогда скрытъ подъ одно- 
образной толщей мягкихъ породъ, рзка углубляясь, попала на 
твердый известнякъ и врЪзаласъ въ него. Въ поеслЪдетвш 
размыт1е атмосферной водою и мелкими рЪчками снесло мягвя 
породы. но оставило олинокмй твердый холмъ. 


Согласно Рихтгофену эпигенетическля образования распро- 
странены въ странахъ., какъ юго-восточный Китай, весьма дол- 
го подвергавшихся дЪятельности размытя. не прерываемой вмЪ- 
ательствомъ другихъ геолотическихъ факторовъ и кромЪ того 
обладающихъ нфкоторымъ спешальнымъ геологическимъ строе- 
немъ. Особенность строентя состоитъ съ томъ. что существуютъ 
дв системы пластовъ. верхняя й нижняя. Верхняя въ юго-во- 
сточномъ КитаЪ уничтожена размытемъ, за исключешемъ не- 
большихъ клочковъ. Глазамъ наблюдателя обыкновенно пред- 
оставляется нижняя система, въ настоящее время уже тоже 
сильно разрушенная размытемъ. Главныя рЪки очевидно обра- 
зовались еще въ то время. когда верхняя система опредЪляла 
оротрафию страны. поэтому теченте главныхъ рЪфки по большей 
части обнаруживаетъ странныя несогласяя съ современнымъ 
рельефомъ. Малыя рфки верхней системы очевидно не могли 
сохраниться и были замЪнены новыми, сформировавшимися въ 
зависимости отъ новаго рельефа. 


Въ юго-восточномъ ВитаЪ верхняя система соститъ изъ 
красныхъ. горизонтально залегающихь песчаниковъ, нижняя изъ 
изотнутыхъ и потресканныхь ипластовъ, нфкогда принадлежав- 
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нихъ складчатымь горамъь и въ послЪдотьи срЪзачныхь дЪя- 
тельностью волнъ.при морской трансгресели. 

Когда рЪка при углублеши попала на пласты нижней си- 
стемы пернендикулярно къ ихъ простиранио. то въ конфигура- 
иш теченя не замЪчается ничего особеннаго, кромв расншире- 
ШИ и съужешй, стремнинъ ит. и. 

Интересныя формы течешя попадаются тамъ. гдЪ прежнее 
теченю было въ срелнежь параллельно простиранйю породъ и. 
гдЪ рЪка ири углублени врЪзалась въ нфкоторыхь мЪотахЪъ въ 
твердыя, а въ другихъ въ магыя породы. Если притомь ила- 


сты залегають наклонно и надаютъ отъ р$зки наружу, то тв — 


участки, которые сначала врЪзались въ мягмя породы, дойдя 
до поверхности твердыхъ иластовъ соскользаютъь по нимъ и 
удаляются отъ тЪхъ участковъ. которые. врЪзавшиеь еразу въ 
твердыя породы. углубляются почти вертикально. 

«Въ то времл, какъ» говорить Рихтгофенъ ') твердыя но- 
роды торчать въ видЪ горъ. мягкля снесены и округлены раз- 
мытлемъ. Наблюдатель замфчаетъь съ удивлешемъ. что рЪка 
вмЪсто того. чтобы продолжать повидимому легый путь въ 
мягкихь породахъ. избираеть менфе удобный и врЪ№зается въ 
твердыя горы. 

Для нояснешя присоединяемъ схематическй чертежъ (см. 
К. 6). составленный н%Ъсколько иначе. чъмъь у Рихтгофена; подъ 
А номфщены торизонтальныя проэвши течешя въ разныхъ фа- 
захъ. нодъ Б помЪщенъ вертикальный разрЪзъ пластовъ. Стр®л- 
ка показываетъь направлене падешя и вмЪстЪ съ твмъ поло- 
жене вертикальнаго разрЪза относительно горизонтальныхъ про- 
экщй. Когда направлене прежняго теченя оказывается д1аго- 
нальнымъ къ простираню пластовъ нижней системы. то при 
углублени вел деть е такого-же скольженя по твердымъ ила- 
стамъ. совершается разложене течешя на рядъ продольныхъ 
участковъ въ мягкихъ породахъ и поперечныхъ въ твердыхъ, 





') 105, сЦ. стр. 167. 
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Для пояснешя присоединяемъ здЪсь схэму Рихтгофена ') (см. 
К. 7). Стрьлка опять обозначаеть нашравлене падения. На- 
правлене теченя безразлично. 

На первый взглядъ видно. что для того. чтобы дТагональ- 
ное теченте сдЪлалось ломаннымъ. нужно. чтобы нЪкоторые его 
участки повернулись вокругь (см. К. 9) нЪкоторыхъ точекъ. 
При этомъ вращенш. соединенномъ съ углубленемъ, необходи- 
мо образуется долина формы н$®еколько сходной съ той, кото- 
рая наблюдается у рЪкъ. утглубляющихея и въ то-же время 
образующихъ извилины. какъ ДнЪотръ, Семуа и др. (6м. стр. 
71) формы характеризуемой неравномВрнымъ развитемь скло- 
новъЪ. изъ которыхъ одинъ долженъ быть крутой. а другой но- 
лог. причемь долина должна въ однихъ мЪетахъ расширяться 
а въ другихъ съуживаться. Рихтгофенъ 2?) отмЪчаетъ несимме- 
тричность склоновъ долины въ продольныхъ участкахъ. но слЪ- 
дуетъ замфтить, что слЪды вращеня должны точно также быть 
замфтны на поперечныхъ участкахъ. проложенныхъ въ твердыхъ 
породахъ. о6обенно, котда эти послЗдюя составляютъ широкую 
полосу. Если нЪфтъ слфдовъ вращеня на поперечномъ участкЪ. 
это значить. что здЪеь сохранилось прежнее направлен1е рЪки. 
'Готда поперечная долина должна имфть оба склона одинаково 
крутые и можеть составлять какой угодно уголъ съ прости- 
рантемъь пластовъ. 

Когда вращене завершено. то дальнЪЙйшее углублене мо- 
жеть происходить совершенно вертикально, но слЪды вращеня 
могуть сохраниться въ высшей части долины. 

СлЪды вращевя могутъ послужить какъ крителумъ для 
опредЪленя происхожден1я горной долины. Ломанныя течения. 
образовавиияея изъ продольныхъь и поперечныхъь рЪкъ волЪд- 
сте удлиненя послфднихъ верхнимъ концомъ и захвата про- 
дольныхъ рЪкъ (теорля регрессля). мотутъ оказывать нЪФкоторые 


г). 100. © стр. 169. 
*) 106. ес. стр. 140. 


*) Разумвется, не говоримъ о томъ елучаф, когда веяк1е слфды унич- 
тожены. 
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елЪды перем щен!я особенно въ продольныхъ участкахъ, но, 
очевидно. не должны оказывать слфдовъ вращения. 

Рихтгофенъ ') указываетъ на то. что при образовавш до- 
лины по ©106обу антецеденши [теорйя Поуэлля °), Тице 3) и 
Медликотта “)] дожно точно также произойти разложеюе на 
продольные и поперечные участки. 

ДЪйствительно. все равно опускается-ли рЪка на систему 
горъ, скрытую подъ сверху налегающими пластами, или-же 
кряжи сами возвышаются на встрфчу рЪкЪз. Противъ теори 
Тице возражалъ Лэвль °”), доказывая. что при подняти кряжа, 
рЪка всегда должна подвергнуться запруженио. ибо уже съ 
самаго начала образовантя складки, уклонъ на задней ея сто- 
ронф уменьшается. скорость теченя и размыт!е слабЪютъ. а по- 
тому р$ка должна въ этомъ мЪстЪ сначала перейти въ отла- 
гающее состояне. а потомъ запрудйться. 


Все это правда, тзмъ не менЪе изъ десяти рЬкъ. девять 
могутъ подвергнуться запруженю. а десятая можетъ удержать- 
ся. ибо. какъ это много разъ повторялось другими (между про- 
чими Тице и Рихтгофеномъ) все зависитъ отъ условй т. е. 
отъ скорости образовая горъ, оть силы рЪфки. отъ ея насы- 
шея и т. д. 


Гораздо боле вЪекое возражене ®) состоитъ въ томъ, что 
поперечныя долины по большей части почти перпендикулярны 
къ простиранцо пластовъ.. ДЪйствительно, былобы странно. что- 
бы складки образовались перпендикулярно къ направлению су- 


') 106. е1%. стр. 192. 

3) Роууе. Ехр1ога41оп оЁ Ве Со|огафо Едуег ее. Уаз шо юп 1875 
г. Къ сожалвн!ю это сочинен1е осталось для меня недоступнымъ. 

3) Т1еёле. Еписе Вешегкапоеп Оерег 41е ВИ4ипс уоп биетВШеги. 
ТаЪгЪ. Сео], Ве1сВзатз$. 1878 и 1882 г. 

*) Мед со. См. НПИЪег Пе ВИацое 4ег Оогевсапо ег Раёегт, 
МИ. 1889 г. стр. 11. 

+) 101. ОБег Та ачисе Ргао. 1884 г. стр. 98, 

5) Ср. НИЪег, -10е. ©. стр. 16, 
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ществующихъ рЪфкъ. Отчето поперечныя долины не пересЪкаютъ 
горъ подъ какимъ угодно угломт. 

Но. если при поднятш горъ существуюния уже р$ки из- 
уЪняютъ свое направлене. если течене ихъ становитея поне- 
рекъ кряжей и выходовъ твердыхъ породъ, то, очевидно. важ- 
иЪйшее возражеше противъ теоти Тице (и теор суперфор- 
мащи или эпигенезиса) само с0бою падаетъ. 

_ Интересные прим$ры поперечныхъ долинъ имЪются на за- 
падномъ склон Урала '). РЪки: АЙ, Юрезань, Симъ, Инзеръ 
и притоки послзлнйхЪ протекаютъ сначала въ видЪ потоковъ 
(уклоны доходятъ до 0,106) но продольнымъ долйнамъ, затЪиъ 
поворачиваютъ на западъ, пересфкая въ узкихъ ущельяхъ за- 
палные кряжи Урала. На этомъ участкЪ течеме ихъ еще очень 
стремительно, но характеръ потока уже теряется (уклоны 
0.001—0.002). Наконець поелЪ выхода изъ горъ, онЪ текутъ 
уже плавно и тихо среди пермокарбоновыхь мягкихъ породъ. 
(уклоны (.0005— 0.0008) отлатаютъ наносы, имЪютъ широкля 
въ нЪеколько верстъ долины съ рЪзко выраженными продоль- 
нымй террасами. Такимъ образомъ, за исключемемъ нЪкото- 
рыхъ участковъ на равнинномъ течеи Юрезани иАя, гдЪ эти 
рЪки, врЪзаясь въ твердый каменноугольный известнякъ, опять 
съуживаютъ свою долину, рВки западнато склона Урала под- 
ходять подъ избитый тинъ рЪ$къ, вытекающихъ изъ торт: 
стремительное верхнее течене, тихое нижнее. на среднемъ по- 
степенный переходъ отъ одного характера къ другому. 

Изъ рЪкъ западнаго склона Урала ни одна не пересз- 
кастъ хребта Уралъ-Тау, состоящаго изъ архейскихъ породт, 
изъ р№къ восточнаго склона только небольшая рЪка ЁВолимт, 
притокъ МТаса иметь свои истоки на западной сторонз Уралъ- 
Тау и переходить на восточную. СлФдующая затЪмъ къ запа- 
ду болЪе высокая цЪиь, носящая въ различныхъ мъетахъ на- 

зватя: Таганая, Уреньги и т. д. пересВкается только одной 


1) КарпинеюЙ и Червышеьъ, Труды Геол, Ком 11, 2 стр. 39. и слЪд, 
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рЪкою АЙ въ живописномъ ущельи между торами Восотуръ и 
Уреньга. Эта цЪль тоже состоитъ изъ архейскихъ породъ, но 
пэтрографически различныхъ отъ тЪхъ породъ '). изъ которыхъ 
состоитъ Уралъ-Тау. Дальше къ западу слЪдуютъ кряжи, со- 
стояние изъ девонскихъ и каменноугольныхь породъ. Эти то 
кряжи пересВкаются узкими поперечными долинами рЪкъ. 


ПЪпи Урала перерЪзаны многочисленными дислокатлями, 
направленными нетолько вдоль хребтовъ. но и поперекъ ихъ. 
Даже такя крупныя рЪфки, какъ н. п. Симъ 2) пногда пропа- 
даютъ въ трещинахъ береговыхъ утесовъ или въ воронкообраз- 
ныхЪ провалахъ. Пропадане бываетъ или совершенное. или 
мфетное или неполное. Совершенное исчезновене выражается 
въ томъ, что рЪка, уйдя въ разсфлину. больше уже не появ- 
ляется. МЪстное исчезновете выражается въ томЪъ, что рЪка 
уходитъ въ разовлину горы. а затзмъ нЪеколько ниже опять 
вытекаетъ однимъ или нЪоколькими родниками въ прежнее 
русло. Неполное исчезновен1е заключается вЪ томъ. Что ВЪ 
разоЪлину уходить только часть рЪки, остальная-же продол- 
жаетъ струиться по старому руслу. Инотда одна и та-же рЪка 
въ меженную воду представляетъь мЪстное. но полное исчезно- 
вене. въ половодье-же раздЪляется на часть исчезающую и 
неисчезающую. 


Еслибы долины образовались изъ бывшихъ разефлинъ. то 
мы-бы имЪли въ этой мЪетности цЪфлый рядъ переходныхъ 
формъ отъ подземнаго течемя въ разеЪлинЪ до открытаго въ 
узкой горной долинЪ. Но на дЪлЪ някакихъ промежуточныхъ 
формъ. никакихъ на половину преобразованныхь въ долины 
подземныхъ каналовъ нфтъ. Есть только краймя формы. Та- 
кимъ образомъ здЪеь имЪфемъ еще однимъ доказательствомъ 
больше, что поперечныя долины не происходятъ изъ разефлинъ. 


1) 10е. ей. стр. 10, 
2) 106, е14, стр. 41. 
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По Большой и Малой СаткЪ въ продольныхЪ долинахъ 
въ однихъ мфстахъ есть неболья озера. въ другихЪъ клочки 
озернато аллювя. Подобные клочки существуютъ и по верх- 
нему теченю Ая тоже въ продольной долинф. Однако. судя 
по малому пространству. занимаемому этими отложеюями. ка- 
жется. что озера нетолько въ настоящее. но и въ прежнее 
время составляли второстепенную черту въ гидрографли запад- 
нато склона Урала. Поэтому они скорфе еоставляютъ резуль- 
таты временнаго и частнаго. чфмъ совершеннатго запруженя 
рЪкъ. 

Р$»ки западнаго склона Урала состолтъ изъ поперечныхъ 
ий продольныхЪ участковъ. Большинство изъ нихЪ имфютъ толь- 
ко одинъ продольный й одинъ поперечный участокъ. иныя н. п. 
Ай состоять изъ двухъ поперечныхъ и двухъ продольныхъ. 
Продольные участки собираютъ справа и слЪва притоки почти 
перпендикулярные къ главной рЪЕЪ и къ направлентю кряжей. 
Можно-бы сказать. что присоединене продольныхъ участковъ 
произошло путемъ регресеи нЪкоторыхъ изъ поперечныхъ рЪкъ. 
Но здЪеь есть нЪкоторая черта, несотласная съ теорлей регрес- 
ели. Очень часто случается. что въ продольной долинЪ двЪ рЪ- 
ки текутъ на ветрЪчу другъ другу й, разумется. соединяются. 
Посл соединеня начинается поперечный участокъ, пересЪкаю- 
ий горный кряжъ. Особенно типично соединене рЪки Кала- 
газы съ Юрезанью въ долинЪ между хребтами Бакты Нургалъ 
й эигальга. Эта черта характеристична для эпигенетическихъ 
рЪкъ ') или для рфкъ. удержавшихся во время образованя 
горъ. 

Наоборотъ, очень часто случается. что въ одной и той- 
же продольной долинф истоки двухъ продольныхъ течен!й на- 
ходятся близко другь отъ друга, но рфки текутъ въ прямо 
противуположныхъь направленяхъ. Это т. н. «развилки». Слф- 
довательно въ самомъ характерь течеюя здфшнихъ рфкъ есть 


') Ср. Калев ВоГец 106. в. етр. 170. 
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признаки, указывающте на то. что ломанное течене по край- 
ней мЪрЪз н»которыхъ изъ нихъ не есть результатъ соединеня 
продольныхъ и поперечныхъ р$къ велфдетые регресеи поеслЪд- 
нихъ и что пожалуй нЪфкоторыя изъ нихъ образовались путемъ. 
указанным теорей Тице или теортей эпитенезиса '). 

Однако нельзя сказать ничего опредзленнаго. Факты, при- 
водимые Карпинскимъ и Чернышевымъ. недостаточны для рз- 
шения этого вопроеа. Слфдовало-бы прежде установить, что 
есть несомнЪнные слфды вращеня нЪкоторыхъ участков и 
что здЪесь не было никогда системы самостоятельныхъ продоль- 
ныхЪ рЪкъ. Недьзя даже & рот! сказать. которая изъ теорй 
является въ данномъ случаь болЪе вЪроятной, теорля-ли эпй- 
генезиса или Тице. ПШритомъ повторяю еще разъ. что деталь- 
ное изсльдован1е. быть можетъ. покажетъ, что, не смотря на 
сходную конфигураню. различныя рЪки западнаго склона Урала 
образовались и развивались различными способами. 


По поводу разозлинъ въ УралЪ мы упомянули о предно- 
лагаемой связй разсЪлинъ и трещинъ съ направлемемъ тече- 
ня рЪкъ. Теоршо, по которой рЪки пользуются готовыми раз- 
сЪлинами или-же. слФдуя по трещинамъ. размываютъ ихъ. мож- 
но считать окончательно потребенной. ПослЪдними ея защитни- 
ками были Пэшель 2). Черульфъ 3) и Добрэ “). Пэшель ста- 
ралея защитить ее для поперечныхъ, Черульфъ и Добрэ для 
веякихъ допинъ. Но разсуждеше Черульфа °) (тоже самое мож- 


1) Мы уже выше отмзтили, что р8ки западнаго склона Урала выте- 
каютъ изъ архэйскихъ кряжей и пересъкаютъ болзе юные. Это на первый 
взглядъ говоритъ въ пользу теор1и Тице, но 1) слвдовахо бы установить, 
что архейск!е кряжи поднялись раньше, 2) нужно доказать, что это не есть 
результатъ просто большей твердости архэйекихъ породъ, велвдетв1е чего 
регреселя въ ихъ области незначительна. 

3) Резе№е]. Мепе Ргор]еше. №ерилс 1870 г. стр. 143. 

3) К]егш!. Еш ск беостарые ш Могуебеп. 2е{зерт. без. Ё@г 
Егакип4е ха ВегИп ХТУ 1879 г. 

‘) Рапьгёе. бео]ос1е Ехрег. Раг1з 1879 г. стр. 358 и сл®д. 

5) Ср. 0%. 106. с. стр. 21. 
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но сказать о Добрэ) сводится къ тому. чтобы, тдЪ окажется 
р®чная долина, тамъ предполатать существован!е трещинъ. не 
спрашивая существуютъ-ли онз на дЪлЪ. 

Факты показываютъ. что мелюя рытвины и ручьи часто 
елЪдуютъ по трещинамъ. что сопротивлене, оказываемое раз- 
мытю зависить отъ распредЪлен1я трещинъ. Но съ другой сто- 
роны постоянно наблюдаемъ, что даже тЪ рЪки, въ конфигура- 
цш которыхъ яено сказывается вмяше рельефа и тектоники, 
вовсе не слздуютъ по трещинамъ. Ничего удивительнаго въ 
томъ нзтЪ. Трещины почти всегда весьма узки. Если он за- 
полнены какимъ-нибудь непроницаемымъ для воды веществомъ. 
то тонкая прослойка различнаго отъ окружающей породы ве- 
щества не можетъ оказать серьезнато вмяня на размыт!е; если 
он не заполнены. или заполнены водопроницаемымъ веществомъ, 
то ихъ вшяюе сводится къ тому. чтобы способствовать пере- 
дачЪ воды изъ рЪки въ окружаюпя породы и обратно. 


Въ большихъ зяющихъ трещинахъ рЪки просто пропа- 
даютъ или совезиъ пли отчасти. Пропадане особенно часто 
наблюдаются въ известковыхъ горахъ н. п. въ ВаретЪ. гдЪ 
узкя скважины растиряются вел$дотв!е химическато размытия 
просачивающеюся водою. 


Трещины способствуютъ передачь воды. но главной при- 
чиной передачи воды въ породы и изъ породъ въ рЪку явля- 
ются йхъ собственныя физическая свойства. Различаютъ водо- 
упорныя породы. какъ глины. глинистые сланцы и водопронп- 
цаемыя, какъ пески, лёесъ и т. д. Отъ распредЪленя тЪхъ п 
другихъ породъ въ связи съ метеорологическими условтями и 
распредъленемъ притоковъ зависитъ количество воды въ рЪЕЪ. 
Утверждаютъ н. п. что маловодность нЪзкоторыхъ австрал1Искихъ 
рзкъ нроисходитъ нестолько отъ сухости климата. сколько отъ 
особенной водопроницаемости породъ въ ихъ бассейнахъ. Такъ 
н. п. Дарлингь несетъ у устья только немногимъ больше 1°/о 
всей воды, выпадающей въ его бассейнЪ. Полатаютъ. что ра- 
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страта атмосферной воды въ дапномъ случа пройсходитъ не- 
только отъ испарения. но тоже отъ просяканя въ глубоке пла- 
соты. Вонечно слфдуетъ предположить. что въ такихъ мъетахъ 
подземныя воды имЪютъ гдЪ нибудь (подземный) истокъ къ морю. 
Напротивъ тото, при нЪкоторомъ распредЪлеюя водоупорныхъ и 
водопронйцаемыхъ пластовъ рЪки получаютъ обильные подзем- 
ные притоки. Такъ н. п. по Фишеру ('ТВеофайа Е1зевег) Шо 
оть Валенши до Олонетты на пространствЪ 80 кил. получаеть 
отъ подземныхъ притоковъ столько-же воды. сколько несетъ 
Тичино при выходЪ изъ Лаго-Мадяйоре. Онъ здЪеь течетъ. 
посреди продольной котловины. состоящей изъ водоупорныхъ 
пластовъ. выполненной водопроницаемыми породами. Русло его. 
проложено въ водопроницаемыхъ пластахъ. но дно достигаетъ. 
до водоупорныхъ. Такимъ образомъ рка собираетъ всю воду. 
циркулирующую по водопроницаемымъь пластамъ. 

Китайск1Ий л6осъ есть порода въ высшей стенени водопро- 
ницаемая. Онъ поглощаетъ дождевую воду какъ губка. Эта вода 
собирается на поверхности породъ, подстилающихъ л6есъ. или 
на поверхности прослоекъ рЪчного и озернато лёсса, потеряв- 
шаго губчатую структуру. п образуетъ подземныя течен1я, своды 
которыхъ въ послфдетыи проваливаются. Сначала образуются 
провалы въ видЪ отдфльныхь колодцевъ. затЪмъ разростаются 
п образуютъ сплошной каньонъ. Каньоновидная форма подобнаго. 
ущелья объясняется способностью л6еса къ вертикальной от- 
дЪльности и къ тому, чтобы удерживать вертикальные склоны. 
Эта послфдняя способность у такой рыхлой породы. какъ лбеоъ. 
опять таки объясняется его водопроницаемостью. Атмосферная 
вода всякаетъ въ л6ссъ. но не образуетъ поверхностныхъ раз- 
уывающихъ ручьевъ. 

Вообще въ тЪхъ мЪетностяхъ 1). тдЪ на поверхности за- 
легаютъ водопроницаемые пласты. атмосферная вода прося- 


‘) Ср. Баррагеюф 106. с1%. стр. 180. 
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каетъ въ почву, не застаивается на поверхности въ разныхъ 
мзотахЪ. не стекаетъ многочисленными ручьями по склонамъ. 
но собираетея въ круппыя и постоянныя. изрздка разсфянныя 
рзки. питаемыя родниками и источниками. выходящими обык- 
новенно на границв между водопроницаемыми и водоупорпыми 
пластами. | 

Наиротивъ того. въ мЪетностяхъ. гдЪ на поверхности за- 
легаютъ водоупорныя породы. атмосферная вода на равнинахъ 
застапвается въ болотахт. по склонамъ стекаетъ многочислен- 
ными ручьямя. РЪкй и рЪчки многочисленны. подвержены зна- 
чительнымъ изм ненямъ расхода, сильно разливаютъ  послЪ 
дождей, пересыхаютъ во время засухи; ключи вотрЪчаются рфдко. 

МЪетности съ водоупорной почвой могутъ быть, какЪъ это 
показалъ Бельтранъ '). различены на хорошей топографической 
картЪ. онф отличаются отъ сосЪднихъ мЪотностей, обладаю- 
щихъ водопроницаемой почвой, мноточисленностью малыхъ рЪ- 
чекъ и ручьевъ. 


Точно также Бельгранъ 2) показалъ, что водопроницае- 
мость имфетъ немалое влляме на конфигурацию доллны. Если 
рЪка, протекая по узкой доливнЪ. возвышаетъ дно. а склоны 
долины состолтъ изъ водоупорныхъ плаетовъ. то дождевая вода. 
отекая по поверхности склоновъ увлекаетъь много матертяла на 
дно долины. если-же склоны состолтъ изъ водопроницаемыхъ 
породъ. то дождевая вода проникаетъ въ почву, количество 
стекающей по поверхности склоновъ воды и увлекаемыхъ ею 
па дно долины матеряловЪ ‹60ефет!з ратиз» меньше. ВелЪд- 
стве этого въ первомъ случаЪ имфется больше шансовъ для 
того, чтобы отложене наносовъ у подножля склоновъ преобла- 
дало надъ возвышенемъ русла. во второмъ возвышене русла 
будетъ скорзе преобладать надъ накоплен1емъь налосовъ у 


1) Гаррагеп. 106. с. стр. 181. 
*) Гаррагепф, 106. 16. стр. 210. 
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поднож1я склоновъ. И такъ. въ первомъ случа имфется боль- 
ше шансовъ для образовашя вотнутато внизъ дна долины, во 
второмъ имЪется болыпе шансовъ для обуазоватя долины съ 
выпуклостью на серединф. соотвЪтетвующей области отложешя 
собственно рЪчныхъ наносовъ (см. Е. 9). 

КромЪ того слЪдуетъ обратить внимане на слвдуюция 
обстоятельства. Вопервыхъ. воякая мерзлая почва является въ 
тоже самое время водоупорной. Первыя весеннйя воды стекаютъ 
по поверхности даже въ мЪстахъ съ сильно водопроницаемой 
почвой. если только климатическая условля слагаются такъ. что 
почва замерзаетъ зимою. Такимъ образомъ правило Бельграна 
въ Росели примфнимо въ болфе тЪеныхъ предфлахъ. чЪмъ во 
Франц. Во вторыхъ. если водопроницаемая почва обладаетъ 
малой толщиной. а подъ ней залегаютъ менфе водопроницаемые 
пласты. то продолжительные дожди мотутъ совершенно напи- 
тать верхий слой водою и вода. происходящая ОТЪ НОВЫХЪ 
осадковъ. уже не проникаетъ въ почву, а стекаетъ по поверх- 
ности и размываетъ рытвины точно такъ. какъ въ случаЪ во- 
доупорной почвы. Наконецъ вмяне водоупорности или водо- 
проницаемости сказывается тзмъ слабЪфе, чЪмъ данный склонъ 
круче. по очень крутымъ склонамъ вода мчится по поверхности 
и мало проникаеть въ почву. хотя-бы обладающую большой 
водопроницаемостью, 
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